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从上世纪50年代初起，在当时全面学习苏联的大背景下，国内的高等学校大量 
采用了翻译过来的苏联数学教材。这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮助了青年 
学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才。到了 60年代，国内开始 
编纂岀版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留 
着苏联教材的影响，同时， 一 些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外 
读物继续发挥着作用。客观地说，从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在 
培养我国高级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的。 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大家 
眼界为之一新，并得到了很大的启发和教益。但在很长一段时间中，尽管苏联的数学 
教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断，更没有及时地进行跟踪，能看懂 
俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一个很 
大的缺憾。 

事情终于出现了一个转折的契机。今年初，在由中国数学会、中国工业与应用数 
学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学 
家提岀，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材，建议将其中的一些 
数学教材组织翻译出版。这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版社的 
高度重视。会后高等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材情况 
的专家座谈讨论，大家一致认 为:在 当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大视 
野，开拓思路，对提高数学教学质量、促进数学教材改革均十分必要。《俄罗斯数学教 
材选译》系列正是在这样的情况下，经数学天元基金资助，由高等教育出版社组织岀 



版的。 

经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列入的教材，以莫斯科大学的教材为 
主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材。有大学基础课程的教材，也有适合大学 
高年级学生及研究生使用的教学用书。有些教材虽曾翻译岀版，但经多次修订重版， 
面目已有较大变化，至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典教材方面 
所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴。这一教材系列的岀版，将中俄数学教 
学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的改革， 
对提高数学素养、培养更多优秀的数学人才，可望发挥积极的作用，并起着深远的影 
响，无疑值得庆贺，特为之序。 

李大潜 
2005年10月 
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复变函数论是数学的重要组成部分。共形映射方法是它的基本工具，共形映射 
的概念是在物理学的研究中产生的，并且是一种可操作性的方法。所讨论的理论与 
函数论有紧密的联系。复变函数论的方法可应用于物理学、流体动力学和气体动力 
学、电气技术中所进行的计算,也可用于其他实际目的。本教材不仅包含理论内容， 
而且还列举了大量应用科学技术领域中不同领域的例子。 

本教材第二章和第四章专门阐述了共形映射及其实际应用。在第二章中介绍了 
共形映射理论的基本原理，并给出了例子。第四章叙述了分析的变分原理，它能够判 
定在映射区域的边界改变时映射是如何改变的，并给出了它们用于具体应用问题的 
例子。第三章讨论与复变函数论有关系的主要物理概念。第一章建立在调和函数分 
析和平面向量场势能研究的基础上。作者列举了边值问题的提出和求解的例子，它 
们是在流体动力学和气体动力学、弹性理论中利用柯西型积分性质的边值问题，还进 
一 步讨论了把复变函数应用于偏微分方程。本书对函数论应用于数学分析(第四章) 
和特殊函数(第七章)以及对它们的重要应用给予很大的关注。第六章专门讨论包括 
拉普拉斯变换和其他变换在内的算子方法的基本理论，在这一章中给岀了大量利用 
它解微分方程和与这些方程有关的物理、力学、电气技术问题的例子。 

本教材基于 M. A. 拉夫连季耶夫的复变函数论的讲稿，由 B. B. 沙巴特补充、整 
理。本书已连续出版五次，并且被译成多种欧洲文字和东方文字。 

第六版实际上与前几版没有本质上的差异。 


编者 
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这一版是本书的策划者、我的永不忘怀的导师米哈依尔 • 阿列克赛耶维奇•拉夫 
连季耶夫(1900。11。1 一 1980.10.15) 逝世后岀的第一版。这位近代卓越学者、学科 

的组织者和青年的教育者为自己的祖国服务并献出了一生。他属于那些以自己名字 
和事业让人民引以为傲的队伍中的一员。 

米哈依尔 • 阿列克赛耶维奇在著名的“鲁津派”里开始自己的科研活动，这是一个 
由 H.H. 鲁津领导的莫斯科数学学派，但是不久他就走自己的路。最初他在拓扑学 
领域进行研究，以后从事微分方程研究，随后是复变函数论的研究。在这一领域获得 
奠基性的结果之后，他成为重要的、举世闻名的专家之一，苏联函数论学派的带头人 C 3 

米哈依尔 • 阿列克赛耶维奇创造性工作的突岀特点是，他有惊人的把抽象数学研 
究与实际问题结合起来的能力。20世纪30年代初，他在中央气体流体动力学研究 
所工作，为发展飞机制造业和创建水翼船做了许多工作。他与自己的学生、后来成为 
苏联科学院院长的 M.B. 觊尔迪什一起完成了许多工作。他在有限深度液体表面上 
的急流和波的科学著作得到了广泛的应用。在伟大的卫国战争年代，米哈依尔•阿列 
克赛耶维奇深入研究了独创的聚能装药的流体动力学理论，这一理论开始时专家不 
相信，但是后来得到了广泛承认。在战后年代他创建了用爆破焊接金属和定向爆破 
的理论基础。米哈依尔•阿列克赛耶维奇是1973年在麦迪奥用爆破建立防泥石流坝 
的倡议者和科学顾问，这座坝挽救了阿拉木图。 

米哈依尔•阿列克赛耶维奇在国家科学组织事业中的功绩是巨大的。他曾是苏 
联科学院西伯利亚分院数学研究所所长和苏联科学院副院长、斯捷克洛夫数学研究 
所副所长、精密机械学和计算技术研究所所长、苏联科学院数学物理学部院士书记。 
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他与 C. A. 列别捷夫、 M. B. 凯尔迪什院士一起是创建苏联计算技术的发起者，在他 
的领导下开展了程序设计方面的工作。 

根据米哈依尔•阿列克赛耶维奇的倡议，在 C. JI. 索波列夫和 C. A. 克里斯蒂安 
诺维奇院士支持下，1957年在新西伯利亚建立了新的巨大的科研中心 —— 科学院西 
伯利亚分院。米哈依尔•阿列克赛耶维奇成为它的第一任院长。他在这一职位上工 
作二十年左右。米哈依尔 • 阿列克赛耶维奇 • 拉夫连季耶夫走遍了从伊尔库茨克到楚 

科奇、从迪克森岛到千岛群岛整个西伯利亚和远东地区以后，成为纯洁贝加尔湖水、 

■ 

保存西伯利亚森林和大江大河的充满激情的桿卫者。米哈依尔 • 阿列克赛耶维奇的 
活动对西伯利亚和远东地区的科学发展起到了决定性作用。 

还在大学生年代米哈依尔•阿列克赛耶维奇就从事过教学活动。他在喀山大学 
教过书，并且在革命后的最初几年就在那里学习过。迁到莫斯科后，他在鲍曼高等技 
术学校、化工技术学院、莫斯科大学教过数学。在20世纪40年代末米哈依尔•阿列 
克赛耶维奇与 Jl. A. 卡皮采和 JL 兰道院士一起是在莫斯科大学内设立技术物理 
系的倡议者，这个系的使命是培养科学技术新领域的专门技术干部。这个系后来改 
组成莫斯科技术物理学院，它为国家培育出了许多第一流专家。 

米哈依尔•阿列克赛耶维奇多年献身精神的活动获得国内外高度评价。他曾被 
授予社会主义劳动英雄称号、列宁和国家奖金获得者和一系列自己祖国和其他国家 
的最高奖励，曾担任苏联最高苏维埃代表二十多年。他曾是许多外国科学院、科学机 
构和社团的名誉成员，国际数学家联合会副主席。 

我是在技术物理学院米哈依尔•阿列克赛耶维奇领导下工作的时候，产生了创作 
本书的想法。它的基础是米哈依尔•阿列克赛耶维奇的复变函数论的讲稿。书连续 
岀了四版，并且已翻译成法文、德文、中文和越文。 

在第五版中实际上保留了米哈依尔•阿列克赛耶维奇生前出版的各版的内容。 


B.B. 沙巴特 
1986 年于莫斯科 



在我们已出版的书籍中，复变函数论的完善的教材，都是供数学专业的学生们用 
的，而其他的教材通常仅讲些这理论的初步知识。可是，近来在物理学中和在技术科 
学中，需要更深入细致地应用复变函数理论，其方法得到愈来愈广的普及。要从数学 
专业用的教材中汲取这方面所必须的知识，对于一个不是学数学的人来说是有困难 
的，而在一般的初等教材中所讲的那些知识，又嫌不够。 

补足所指出的这个缺陷，便是本书的目的。有一些人是由于复变函数论在物理 
问题与技术问题上的应用，因而对它感到兴趣的，我们的任务就是在这本书里给他们 
叙述一些复变函数论的基本方法。这本书可以给大学力学系、物理系与应用物理系 
的学生，以及高等技术学校中具有足够数学训练的研究生作教材用。我们假定读者 
已经熟悉了包含在 B . H . 斯米尔诺夫的《高等数学教程〉广 （ 国家技术理论书籍出版 
社， 1949) 的首二卷范围内的数学分析基本课程。有些地方，我们也引用 r.M. 菲赫 
金哥尔茨的《微积分学教 程》* * *( 卷1一3,国家技术理论书籍岀版社，1947—1949)。 

在第一章中叙述了复变函数论的全部基本概念，因之读此书时可以不依赖这门 
学科的其他教材。而就叙述方面说，第一章也与其他各章有些不同——它写得更概 
括些，更简洁些。这时我们已考虑到，对于第一章的材料方面，已经有许多通俗易懂 
的书了。 

其余的各章讲复变函数论在应用上具有重大意义的各种方法。除叙述方法外， 


* 中译本，人民教育岀版社,1952。 

** 中译本，高等教育出版社，2005。 
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还附有大量的例题。如果读者在研究了关于某种方法的一些例题之后，已经通晓了 
这一方法，那么关于这方法的另外一些例题，可以先不读——等引用到这些例题时再 
回过来读它们，这样比较好一些。 

书中也包含了把复变函数论应用到各种物理问题上去的大量例子。不应当那样 
想，以为我们是说，电机学上的例子只对于电机工作者有意义，流体力学上的例子只 
对力学工作者有意义。其实，对于某一个问题而说明的那些方法，常常可以有效地用 
来解决含有其他物理内容的类似问题。通晓了函数论在物理学不同领域中的应用的 
那些原理，可以帮助读者在以后的工作中，把书中就别的领域所陈述的那些方法，使 
用于他自己的领域中。 

我们处处设法避免过于繁复的枝节证明，有时为了要叙述直观起见，还有意地容 
许若干不严格的地方。为了简便起见，有一些命题，在证明它们时，所用到的条件，比 
它所需要的更强 一些; 有些命题则只是叙述一下而不加证明。 

最后，我们认为我们应该愉快地对 M . B . 凯尔迪什院士表示衷心的感谢，他曾慎 
重地审阅了全部原稿，并且给予了许多十分宝贵的忠告和指示。 

M . A . 拉夫连季耶夫 

B . B . 沙巴特 
1951年于莫斯科 
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第一章基本概念 


在这一章里，要介绍复变函数论的所有基本概念 ：函数 、函数的导数、积分等等. 
读者就会看到，在实变函数分析中已熟悉的这些概念的普通定义，几乎全无变更地保 
留着，但是它们的内容却有了很重要的改变.例如，通常用平面上曲线来表示函数的 
几何图示法，已经不再存在了，代替它的是那把函数看做平面点集的映射的概念(第 
4目）.复变函数的可微条件显得比实变函数的可微条件要严格得多(第5目）.例如， 
从函数在复变数范围内的可微条件，就必然地会得出所有各阶导数的存在(第17目) 
以及函数的许多性质，这些性质在实变函数分析中是极不常有的(第14,15以及其他 
诸目）. 

在18世纪，数学家们已经把复数和复变函数用在他们的研究工作中了.特别伟 
大的是18世纪大数学家欧拉 (Leonhard Ed er ，1707—1783) 的贡献，他应当算做是复 

变函数论的一个缔造人.在欧拉的那些卓越的著作中，详细地研究了初等复变函数， 
其中包含了对数函数、指数函数、三角函数和反三角函数 ( 1740— 1749) ;在这些著作 
中还给出了函数的可微条件 +(1755) 和复变函数积分法的基础 （1777) .欧拉也曾把 
复变函数论应用于各种的数学问题，并且开始把它们应用到流体力学 (1755 — 1757) 
与地图制图学 (1777) 上. 

在欧拉之后，他所发现的那些结果和方法，被继续发展、改进和系统化.在19世 
纪的前半叶，复变函数论已经成为数学分析中一个最重要的部分了 .其中主要的功绩 


* 达朗贝尔 ( J . d ’ Alembert ) 在1752年从流体力学上的设想出发，也已得到了这些条件.但是只有在欧拉的 
著作中,才第一次弄清楚了它们的一般特性. 
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加法可以有逆运 算:对 任何两个复数 ^,= x ,+ /^与^2 = ^2 + 总可以找岀 
一 个复数 Z ， 使 Z 2 + z = Z { . 这个复数 2 ：叫做 A ， Z 2 两复数的差，用符号 q - 2： 2 来表 
示•显然 

z = zj - z 2 -(x { - x 2 ) + i(y] _ ^ 2 ) - ( 5 ) 

(2) 乘法 复数 

z l z 2 = ( x l x 2 - y\y 2 ) + i { oc x y 2 + yix 2 ) ( 6 ) 

叫做 Z l = x l + ^与 2：2 = x 2 +以 2 这两个复数的积，记作 Z ^ Z 2 - 

从定义可得出下面的乘法 定律： 

1) 交换律： Zi Z 2 = Z 2 Z L , 

2 ) 结 合律： z 1 ( z 2 z 3 ) = ( z i z 2 ) z 3J 

3) 分配律(对于加法 的）： 

(^1 ^ Z 2 ) z 3 = Z { Z 3 - i - z 2 z 3 . 

如果^与两数都是实数(即，％二: V 2 =0)， 即定义⑹就同普通的乘法定义相 
符合.在 A f z 2 = f 时，从乘积的定义就有 


i • i = 一 1 • (7) 

容易看到，公式 (6) 也可用下面的方法得 岀：先 照普通的代数法则将^ +〜与 
x 2 + 相乘，再用 _ 1来代替乘积〖 • 〗 . 还可看岀，复数 z = x + iy 乘它的共轭数所 
得的积，永远不会是负的.实际上从 (6) 式便有 

zz = x 2 + y 2 ^0. (8) 

乘法也可以有逆运算，不过要所给的乘数不等于零.设 z 2 #0, 便可求得这样的 
一 个复数^使& z = & ;按照公式 (6) ， 为了求岀 z ， 需要解方程组 


oc 2 x - y 2 y- Xy ， 

y 2 x^ x 2 y^ yi ， 


(9) 


当乒 0 时，这方程组总有一个唯一的解，因为它的系数行列式是 d + % >0. 这个 


数 z 叫做^与^两数的商，用符号 


Z 


之2 


来表示.解岀方程组 ( 9 ) ，我们便得到 


Z 


之2 


XiX 2 


x\ 


+ 



y\yi 


2 

yi 



2 

X 2 





y\ 


( 10 ) 


显然，公式 (10) 也可由将分数 I 的分子■各齡 2 耐 辱到. 

(3) 整 次乘幂 n 个相等的数 z 的乘积叫做数 z 的 rz 次乘幂 ，用符号 /来表示: 


其逆运算——求方根 



规定如下:如果= Z ， 则就叫做数2：的 W 次方根 (用符 


号 I 来表示，在 n = 2时，就简写成 vO . 在下面我们将看到，对于任何一个复数 


0,它的 w 次方根 G 有 



个不同的值. 


现在我们可以把等式 (7) 写成 f 


-1 的形式，而对于虚数单位/，便有 
— — 1 


(12) 


(这里表示它所可能取的两个值中的一个）. 

2. 几何表示我们考虑笛卡儿坐标平面 xOy ， 并用坐标为(1，30的点来表示复 
数 z = + 紗.这时实数就用2轴(这条轴今后将称做 实轴) 上的点来表示，而纯虚数 
则用3^轴(今后称做 虚轴) 上的点来表示.特别如，虚轴上的点(0，1)就用来表示虚数 


容易看出，用这个方法，在 xOy 平面上每一个具有坐标 ( x ，： y ) 的点，就都与一个 
完全确定的复数 z = I +以相对应，反过来也是这样.所以，在全部复数与平面上一 
切点之间的这个对应关系是 一一 对应的关系.因此今后我们对复数与平面上的点这 
两个概念，将不再加以区别，例如说“点 1+ T ， “顶点为 a ， z 2 , &的三 角形”等等. 

再者，平面上的每一个点 (x 9 y) 都对应于一个完 
全确定的向量——这个点的向径，而在平面上的每一 
向径，也都对应于一个完全确定的点——这向径的终 
点(图 1). 所以今后我们也将用平面上的向径形式来 
表示复数. 

复数的加法与减法运算的几何意义，从图1中可 
以看得很清 楚:两 个复数^与^的和与差，都可用向 

量来表示，即分别等于由 q 与^这两个向量所构成 

的平行四边形的两条有向对角线. 

除了复数在笛卡儿坐标内的表示法外，复数在极 
坐标内的表示法，在以后也很有用.为了要用极坐标 
来表示复数，我们同通常一样，取 x 轴的正向半轴作为极轴，取坐标原点作为极点， 
于是，如果把点 z 的极径记作 r ， 极角记作 p (图1)，那么就有 

z = x + iy— r(cos <p + isin < p ). (1) 

极径 r 叫做复数 z 的模，用记号 M 来 表示; 极角 p 叫做复数 z 的辐角，用记号 
Arg 2 ： 来表示.复数的模是被唯一地确定了的： 



\z\= X 2 + y 2 >0 ， 

z ^ O 时它的辐角却可以相差 2; r 的任何一个整 倍数： 

r 

arctan — + 2 kn ( I , IV 象限）， 

x 

9 = Arg z 

arctan — + {2 k + l )7 r ( II ， ID 象限）， 

l X 


( 2 ) 

(3) 


在这里 arctan 表示 Arctan 的主值，即，大于 - j 而小于等于 | 的那个值， 6 为任何整 



数.除了用来表示辐角的全体值的那个记号 Arg 外，以后我们将用记号 aig 来表示 Arg 
的值中的一个值，在必要时，并将特别预先说明所取的是哪一个值(参看第6节). 

下面的这两个不等式很是明显(见图 1): 

\ z { + z 2 I ^ U ! I + \ z 2 \ ,\zi - Z 2 \^- \ Ui I - \ z 2 \ I . (4) 

在 (4) 中的等号，当且仅当 Arg q =Arg 或其中之一为 0 时，方能成立. 

从上一目中的定义 (6) 得岀： 当两个复数相乘时，它们的模相乘，而辐角则相加. 
实际上，我们有 

z \ z 2 — r \ r i \ (cos cp { cOvS (p 2 ~ sin ^isin <p 2 ) 

+ i(sin cp { cos <p 2 ~^ sin cp 2 cos cp\)\ 

= r x r 2 丨 cos (妁 + f 2 ) + ismicpi + cp 2 )\ • (5) 

由此 可见: 在复数 q 乘以 z 2 的运算中， & 的模正伸*到|^|倍，此外，向量 q 还旋转 
了 (按照逆时针方向)角 arg z 2 . 特别，复数 z 乘以 f 化为向量 z 逆时针方向旋转一直 
角(没有延伸）. 

在图2中表示了乘积 z 二的 作法; 为了得岀 z ， 只要在线段 Oq (作底)上作 
一个三角形 Oq 使它同三角形 01 z 2 相似就行了. 



图 2 图 3 

又，复数 A 被 A 除的运算，可以看做是 A 乘以丄，因此只要说明运算 w = ^ 

2：2 Z 

几何意义就够了.首先假定 kl < l ( 图 3) .从 z 点作射线 Oz 的垂线，再经过这垂线 
与圆周 M =1的交点，作这圆周的切线.对于这切线与射线 Oz 的交点 w ，显然有 

Arg co — Arg z ， 

而且由于直角三角形与 O % 是相似的，有^ W ，又因为|?1= 1，故有 

? \z\ 

\co\ = 丄 . 

Z 

来 如果 U 2 1< 1，那么实际上就是把 Iq I 缩短到原长的 U 2 1倍. 


•6 • 


第一章基本概念 


[3] 


因此，数与丄共扼 ， CO = •.因而为了要得到点■，只要作出 CO 对于实轴的对 

Z Z Z 

称点就可以了. 

从点之到点 o >=4 •的变换，叫做反演，或对于单位圆 id =1的对称变换.因此，运算 

Z 

w =丄在几何上讲，就是实施两个相继的对称变换一反演与对于实轴的对称变换. 

Z 

如果 kl >1，那么就用相反的次序来进行上面所说的作 图法; 如果 IZ 卜1，那么 
点 w =4就同 Z 重合，而求加=丄的作图，也就变成一个对于实轴的对称变换了. 

Z Z 

乘幂的几何意义，由上面所说已经很清楚.关于求 z 的 7 Z 次方根，我们看到，根 
据方根的定义及公式 (5) ，对于 w 来说有 \ w\ n = 

M , warg w = arg z, 所以就得岀 

w I = 7 \ z \ , arg w — Z • (6) 

n 

关系式 (6) 中的第一个式子表明，所有那些方根 
的模都是相 同的; 第二个式子表明，它们的辐角都彼 

此相差@的一个整倍数.因此我们就知道，任何复数 

n 

Z 关0的 7 Z 次方根，都有 n 个不同的值，而且这些值可 

以被排成内接于圆 I w 卜 的一个正 n 角形上的 
rz 个顶点(见图 4, 在图中置 n =6). 



§2 


复变函数 


在这一节中，我们将要介绍复变函数论的一些最基本的概 念:复 变函数，它的极限、 
导数等，最后还要介绍解析函数的概念.在这里占中心地位的是第 5 目中确立复变函数 
的可微条件的那个定理.这些条件通常称做柯西-黎 曼条件 ，但是在柯西和黎曼以前， 
这些条件已经基本地被采用在达朗贝尔和欧拉的著作里了 (参看本章的引言). 

3. 几何概念复数平面上的一个点集 D ， 叫做在复数平面上的一个区域，假若 
它具有下述这两个 性质： 

1) 在 D 中的每一个点，必有以这个点为圆心的一个充分小的圆，同它一起都属 
于这集合(开集 性）； 

2) 在 JD 中的任何两个点，都可以用一条由 D 内的点所构成的折线来连接(连通性). 
复数平面上的点的邻域，可以作为区域的简单例子.所谓一个点 a 的 e 邻域，是 


指以这一^点 


a 


为圆心，以 


e 为半径的一个开圆，即，满足不等式 

\ z — a \ Ke 
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§2 复变函数 


的那些点的集合. 

凡是其本身不属于区域 D ， 而在它的任何邻域内都包含有属于 D 的点的那种 
点，叫做区域 D 的边界点 .区域 D 的所有界点的集合，叫做这区域 的边界 .区域 D 同 
它的边界合在一起，叫做 闭区域 ，用记号 D 来表示. 

我们将假定 ，一 个区域的边界是由有限多的闭曲线、截痕与点所组成的(我们不 
给这些概念下定义;参看图5 ， 图中的那个区域的边界是由三条闭曲线 r u ， r , ， r 2 ，两 

条截痕 a ，/ 2 与一个点《所组成的）.组成边界的那些曲线与截痕，我们将总假定是 

逐段光滑的，就是说，是由有限条光滑的弧(具有连续变动的切线的弧)所构成的.在 
有界区域 D 的情形中，它的边界被分成若干连接部分，这些部分的数目，叫做这个区 
域的连 通阶数 M 在图5中，表示一个五阶连通 区域; 心与广形成边界的一个连接部 

分).特别是，如果区域 D 的边界是连接的（由一个连接部分所构成的），那么 D 就称 

做是一个 单连通区域. 



S 5 图6 

设 d 是一个单连通区域， r 是它的边界.我们在 r 上任意选取一个点，从这个 
点出发，按照正方向沿着 r 走.所谓沿 着一个区域的边界的正方向 ，是指使这区域始 
终保持在左面的那个方向.在这时， r 的某一些点将只被经过一次(例如在图6中的 
点 a )，而另外的一些点则将被经过若干次(例如，点 b 是二次， c 是三次).第一种类 
型的点，我们称做路线 r 的单点 ，第二种类型的点称做 r 的 多重点 ，这一个点所被经 
过的次数，叫做它 的重数 （ B 是一个二重点， c 是三重点）.边界上点的重数这个概 
念，也可以推广到多阶连通区域上去. 

4. 复 变函数对于在 z 平面上点的一个集合 M ， 如果已经指明一个规则，按照 
这个规则， M 的每一个点 z 都有一个确定的点，或一些确定的点 w 的总和与它对 
应，那么我们就说，在点集 M 上已经给定了一个函数 


* 在这个定义中，我们假定区域 D 是有界的，就是说，是包含在某一个圆 M < i ? 内的; 连通阶数的定义推 
广到无界区域的情形，见第24目. 
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w = f ( z ). (1) 

在第 一 ^种情形中（每 一^ 个点％都只有 一^ 个确定的点 w 与它相对应时 ） ，函数 w = 
/ U ) 叫做单 值函数 .在第二种情形中叫做多 值函数 . M 叫做函数 / U ) 的定义集合， 
而 / U ) 在 M 上所取的一切值 w 的集合 JV ， 则叫做函数的置变 集合. 在以后占着最 
重要的地位的，是 M 与 iV 这两个集合都是区域的那种情形(参看第10页的定理）. 

如果令 z = x + iy 9 w = u + b ， 那么给定一个复变函数 w = /( 2 ：)，就等价于给 
定两个含有二个实变量的函数 

u = u(x , y ) v(x , y ). (2) 

让我们分别把 z 的值安置在一个复数平面上，而把 w 的值安置在另一个复数平 
面上.那么 ，一 个复变函数，在几何上就可以看做是 z 平面上的集合]^到加平面上 
的集合 JV 的某一个映射.如果函数 w = /( 幻在集合 M 上是单值的，并且这时对于 
M 的两个不同的点，也对应着 iV 的两个不同的点，那么这种映射就称为在 M 内是 

- 的，或单叶的 . 

设已经给定了一个把集合 M 映射到集合 iV 
上的函数 W = /( 2：) •如果有一个函数 Z = ( p ( vu ), 

它使得 N 中的每一个点 W ，都与所有那些由函数 
W = /(2：) 映到点 W 上的点2：成对应，那么这个函 

数 Z 二 〆 加)就叫做函数 功二 / U ) 的 反函数 （图 

7) .显然，当且仅当/同 P 这两个函数都是单值函 
数时，映射 w = / u ) 是相互 一一 的. 

设函数 w = /( Z ) 把集合 M 映到 N 上，而⑴ 

二 w ) 又把集合 JV 映到 P 上.把集合 M 映到 P 

上的那个函数 

co — h ( z ) = g [ f ( > 

叫做由/与 g 所合成的复合 函数， 而对应的映射 / i ， 则叫做映射/与 g 的乘积(叠 加) 
(图 7) .特别，当映 = 是 一一 B 寸，函数 z = 是/的反函数，那么就有 

( p [ f ( z )~\ = z . (4) 

例线性函数是在整个 z 平面内用关系式 

w = az + b (5) 

来规定的，其中 a 与 b 是任意两个复数 .令 k=\a \ , a = Arg a , 亦即 a = ^(cos a + isin a ), 便可以 
把函数 (5) 表示成由下列三个函数所合成的复合 函数： 

(甲） z x — (cos a + fsin a ) z , 

(乙） z 2 =kzi , 

(丙） W = Z 2 + b • 

回忆一下积的几何意义(第 2 目），我们就看出，映射 （甲） 与（乙）可以分别归为 z 平面旋转一 
个角度《，与^平面的具有相似系数々的相似变换.映射(丙)在几何上表示整个 z 2 平面平移一个 



常数向量办. 

线性映射 (5) 是这所说的三种映射的乘积(图 8) .因此得岀映射 (5) 在全平面内是 
它把直线仍变换成直线(而且两直线间的交角也保持不变）， | . 

把圆周仍变换成圆周. 

5 . 可微性和解析性 设函数在点 (JKL 


的，并且 


/(2)在点 Zo 


z 2 


二 A + bo 的某一个邻域内(但点 A 本身可能除外) 

有定义并且是单值的. 

如果两个极限 




lim u(x jy ) 


u 0 y lim v ( x , y ) 




a 


m () 



o 



都存在，那么我们就说，当 


Z 


— )► 


2：0时，函数 /( Z ) 的极 


限 [ 记作 lim / U )] 存在，这时我们认为 


图8 




lim /( z ) 




u 0 


+ i 




w 0 


( 1 ) 


^ z o 


由于我们的定义归结到通常的实变函数的极限定义上，所以在实变函数中的那些关 
于取极限的基本性质，对于复变函数来说也仍旧保持有效.特别，我们有 


lim (/± g ) 


lim / 士 lim g ^ 


lim ( fg ) = \im f ^ lim g , 


lim 


/ 

g 


lim / 
lim g 


⑵ 


(lim g #0) 


极限的定义，也可以利用邻域的概念来表述 :如果 对任何 


个 e >0, 必可找到一 


个5>0,使得所有在&的5邻域内的点本身可以除外），其所对应的点 w 都在 
wo 的 e 邻 域内; 换句话说，如果由不等式 

0< | 2 ： — z 0 1 < 5 (3) 

必可得岀 I / Xz ) — | < e ， （4) 


之 0 


\<8 


必可得岀 


\f(z) ~ W 0 \<£ y 


这时，而且只有在这时，我们说 lim / u ) 


功0 


之0 


强调指出，根据定义函数 /( 幻趋向自己的极限是不依赖于点 Z 趋近 A 的方式 

的.换句话说，如果极限存在，那么在2以任何规则（例如沿任何一条线或任何一个 
序列)趋向于 q 时， / U ) 总是趋近于这极限. 

如果函数 / U ) 定义在 A 的某一个邻域内(包括点 A 自己），并且 


lim f ( z ) 


f ( z 0 ) y 


⑸ 


z 0 


函数 f ( z ) 就称 为在点处连续. 

显然，要 / U ) 在点 A 处连续，其充分必要条件是 ， W U ，3；) 与这两个函 
数都在点 ( A ，^) 处连续.如果函数 /( 幻在一个区域 D 的每一个点都连续，那么 
/ U ) 就称为 在区域 D 内连续. 
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引入在任意集合上函数连续的概念也是有益的.设函数/(幻定义在集合 A 上 
和％是这集合的极限点.在沿着集合 A ，时 / U ) 的极限像上面一样定义，只是 

在 (3) 中应当加 z 属于 A UG A ) 的条件.如果在每一个极限点 qGA ， 沿集合的极 
限 

lim /( z )= f ( z 0 ) 9 (6) 

^ z o 

z€A 

那么函数 / U ) 称为 在集合 A 上连续. 

我们只举出下述事实而不加以证 明:对 于在闭区域内连续的函数，以及在闭曲线 
上、或在一条包括其两个端点在内的曲线段上连续的函数来说,通常在闭区间上连续 
的实函数的一般性质，仍旧是正确的.就是说,每一个在闭集 A 上连续的函数 / U ): 

(1) 在 A 上是有界的， B 卩，存在一个常数 M ， 对于 A 中所有的 Z 都有 

l / U ) l < M ; 

(2) 按模达到它的最大值与最小值，即，在 A 中一定有这样的点 〆 与 z 〃存在，使 
其对于天中的一切 z 来说，都有 

\ f { z ) \^-\ f ( z ) I , \ f { z ) 1^1/( 2：) I ； 

(3) 是一致连续的，即，对于任意取定的一个 e 〉0, 必定可以找到一个只依赖于 
e 的数8 >0，使得对于 A 中满足不等式 | 〜 - z 2 丨 < 5的任何两个点力与^，不等式 

\ fizi ) ~ f ( z 2 )\<e 

也必成立. 

我们还要举出一个命题，也不加以证明*，这命题我们在以后将要屡次用到 •_ 

(4) 定理 如果函数 w 二 / U ) 在区域 D 内连续，而且作出一个把这区域映到 
w 平面内某一集 合 / i 上去的单叶映射（或 一一 对应的映射），那么 A 也必定是一个 

区域，而且反函数2：=史 （ 加）在 △ 内连续. 

设函数 /( Z ) 定义在点2的某一个邻域内.如果极限 

^ m f(z + h ) h ' f ( z ) =/( z ) (7) 

存在，那么我们就说 / U ) 在点 i 处是可微的.把这个极限叫做函数 / U ) 在点％处 

的 导数. 

函数 / U ) 的可微条件，可以利用实变函数以 U ) 与30来 表述： 

定理 设函数 f ( z ) = u(x , y ) + ft ; (* r ， 3O 定义在点 z 的某一个邻域内，而且 
m ( x ，30 与,30这两个函数在点2：处都是可微的：于是，复变函数 /( %)在点之处 
是可微的充分必要条件是，在这个点处 

du _ 

dx dy y 


* 证明这命题要用拓扑学的方法. 


复变 
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这两个等式成立 (柯 西-黎曼条件 r . 

1) 必要性设 


/u)=h 


f(z + h) - f(z) 


h 


存在. 


利用有关极限与趋近点 z 的方式无关的注.假定点 2 + / i 沿平行于实轴的直线 


趋于^就是说，假定数 /I 


0始终保持是实数.于是便得到 


/⑴ 


lim 

s —^0 

du 

dx 


U 


x + S,y)- u(x,y) 



i lim 

• 5—0 


V 


{x + S y y)- v(x y y) 



• dv 
1 dx 


(9) 


现在再假定点 


Z 



h 沿着平行于虚轴的直线而趋于 z ， 就是说，假定数 /i 


以，而且 


0，并始终保持是实数，这样来取极限.我们得到 


/ U ) 


lim 


u 


(x y y+ t) - u(x,y) 


t 


it 



i lim 


v 


x,y+ t)~ v(xjy) 


it 


• dju , S_v 

1 d y d y 9 


( 10 ) 


比较 / U ) 的⑼， （10) 两式，就有 

du 

dx 



dv 

dx 


dy 

d y 


du 

3y ’ 


由此便得岀 (8) 中的两个等式(参看第 1 目中复数相等的定义). 

2) 充分性根据含有两个实变量的函数的微分的定义，我们有下列两个等式 


u{x + s + t) — u(x ,y) = ^~s + + a \ h \ , 


dx 

dv 




v(x + s y y + t) - v(xjy)=^ 



dv 




3y 


(ID 


t + ^\ h \. 


其中的 a 与卢随/ 1 


s + it 




起趋于零.于是函数 / u ) 的增量等于 


3u 


d 


其中7 


a 



f (z+h) - f(z) =^ s+ ^ yt+l ^ 

设.利用等式 (8)， 可以把这个增量写成 


d y 


t + i 


dv 

dx 



每卜 ㈤ ， 


/( 


z 



h) ~ f{z) 


u 


d 


dx 



• dv 
1 dx 


s ^ it) ^ r/ \ h 




Ah + r/\h \ y 


( 12 ) 


其中 A 


du 



• dv 


g 是一个完全确定的数，与 A 无关，而 7 则随着办 


同趋于0.用 A 


来除关系式 (12) 的两端，我们就看岀 lim 


: f(z + h) ~ f(z) 


h^O 


h 


存在并且等于 A . 定理得证. 


* 条件 (8) 是由于流体动力学上的问题而为达朗贝尔 （1752) 和欧拉 (1755) 所得 到的; 在1777年，欧拉由于 
研究复变函数的积分，重又得到了这两个方程.但是通常称为柯西-黎曼条件. 



利用柯西-黎曼条件，可以把函数 / U ) 的导数表示成下列四种等价的 形式: 


/(z) 


du 

dx 



dy 

dx 


dv 

d y 




d y 


du 

dx 


3_U 

d y 


dv 

d y 



• dv 
1 dx 


(13) 


因为关于代数运算与取极限的一些普通性质过渡到复变函数时仍然保持着，所 


以在微分法中，其推演只以这几个性质为基础的那些普通规则，也仍然保持着 




(14) 


\f[g{z)]V = f[g{z)]g (z) j/(z) 


VI 



(在最后的那个公式中，/与 P 是代表两个互为反函数的函数，并且假定，它们分别实 


施对点 


Z 


的邻域与点 



的邻域的单叶映射). 


在一个区域 D 的每一个点处都可微的函数 /( Z )， 叫做在这个区域内的 解析函 
数 (也叫做正 规函数或全纯函数） .强调指出，解析函数的定义，是假定函数在区域 D 
内是单 值的， 因为，极限与导数的概念，在前面都只对单值函数有定义.在第25目中， 
我们将把解析性的概念拓广到多值函数，但在此之前，对解析函数我们将总理解为单 
值函数. 


最后，我们提出柯西-黎曼条件的一个推广.设给定一个在点 



处可微的函数 


/ U )， 任意选两个方向，用两个单位向 量/与 nMSfl ， 模等于1的两个复数)来表示， 


并且设由 /按逆 时针方向转一个直角能到达 


W ). 由于对导数的计算与 


所用的方向无关，我们可以一次循 /的方 向来取导数，而另一次则循/的方向来 
取，于是我们得到 


f(z) 


1 (du 



• dy 
1 



du 

dn 



• dv 

1 dn 


(15) 


du 

X ， 


dv 
’ dn 


表示由含有两实变量的两个函数 m ， 



循相应的方向所取的导数.等式 


(15) 的推导同⑼及 (10) 的推导相类似.以 
实数部分与虚数部分，便得出 

du _3v du _ 
ds dn’ dn 


V 代入，并比较在关系式 （15) 中的 


dv 

ds 


(16) 


这两个方程就是我们所要指出的广义柯西-黎曼条件.特别，如果在其中令 
^ = f ，便得到条件 (8). 

我们还要指出在极坐标( r ， < p ) 中的柯西-黎曼条件.设是圆周 k |〜 
针方向的切线的单位向量，^是圆周的向心法线的单位向量，于是 


1， 


的逆时 


3 z 

ds 


dz dz 

rdcp ’dn 


dr ’ 


所以条件 (16) 就采用形状 


du 

d<p 



dv 

石， 



du 

dr 


dv 


a 
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§3 初等函数 


这一节是专讲复变量的初等函数以及它们的几何表示——由这些函数所实施的 
映射.这些函数是数学分析中普通的初等函数在复数区域中的自然推广.但是当这样 
推广时，函数往往会获得一些新的性质，例如，复变量的指数函数/是有周期性的， 
函数 sin z 与 cos %已不再是有界的，负数(总之不同于0的任何复数)的对数有意义 

等等. 

在复数区域里对于多值函数的研究是特别有益的，因为只有在这样的研究中，才 
可以说清函数的多值性的本质.在这里我们只限于讨论多值函数的一些个别例子，并 
且在这些例子中，也只表明可能将其分成若干个单值的分支，而这些分支都是解析函 
数.只有在第25目中，我们才引人多值解析函数的一般概念，到那时才可以不仅把它 
们的分支，而且把这些函数的本身看做是解析函数. 

初等复变函数的理论，基本上是欧拉在18世纪40年代创立的.应当指岀，欧拉 
的这些工作，已经远远地走在时代的前 面了; 譬如说，他的对数理论，很困难地才被人 
们所公认，而且也决不是立刻就被公认了的. 


在第7目中，我们将特别提出简单的有理分式函数 



，因为它在实 


用问题中有极其重要的作用(见随后）.这函数的极有成效的应用，是与尼古拉•伊戈 


罗维奇•茄科夫斯基 (HHKOjiaft EropoBHq ^( ykobckhh , 1847 一 1921) 的工作联系着的， 
因此我们叫它做茹科 夫斯基函数. 


6 . 函数 zv = z n 与 w — '4 z 函数 w = 与 w — '4 z -其中 w 是任何一'个正整 

数——已经在第1目中对于一切复数2定义过了.这两个函数中的第一个函数 

vu — z n ( 1 ) 

是单值的.如果在 Z 平面与 w 平面中引用极坐标，令 

z — r ( cos cp + i sin cp)，vu 二 p ( cos 6 + i sin 6 ), 

那么关系式 (1) 可以写成两个只与实变量有关的 等式： 

p = r n y d — ncp . (2) 

从⑵可以看岀，由函数 w = /所实施的映射，可以归结到将每一向量 z U #0) 
旋转 ( n - l)arg ^角度和将向量伸长 U I 倍.还可以看岀，两个具有相同的模并且 

其辐角仅相差^的一个整倍数的点 A 与^，而且也只有像这样的两个点，在映射 

n 

(1) 下变换成同一个点.因此，要映射 w = /在一 个区域 D 内是单叶映射，其充分必 
要条件是，在 D 中不含有任何两个具有关系 

z x \^\ z 2 \ ,arg = arg 2： 2 + (々#0, 是整数） ⑶ 
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[ 6 ] 


的点 A 与 

例如，那些扇形 

々>< 〆 (々 + 1 )>U =0,1,2,…） （4) 

n n 

就都满足这个条件，每一个这样的扇形，在映射加=/下都被变换成去掉了正半轴 
的 W 平面.这时 ，一 切始点在点 Z = 0 处的射线，都变换成始点在 w = 0 处的射线(仅 
作了某一个角度的旋转），而一切以2 = 0为圆心的圆弧，也都变换成以 w = 0 为圆心 
的圆弧(一般说来，只是半径不同）.在图 9( a ) 中表示了平面 W 的极坐标的网格在 Z 
平面的一个这样的扇形内的原像. 

从同 (1) 等价的公式 

•w — u + iv = r n ( cos ncp + i sin ncp) (5) 

中可以得岀，在 z 平面内对应于直线 u = t ；。 的是极坐标方程为 

r= 1 u o r= n / ， 

v cos ncp’ v sin ncp 

的曲线.这些曲线表示在图 9( b ) 中(第一个方程的曲线用虚线表示，第二个方程的曲 
线用实线表 示）; 在 n =2时，这便是普通的双曲线. 



图9 

最后我们要指岀，函数 w = /是在整个平面内解析的，因为，对于任何一个 z 来 


说都有 




(z + h) n — 

h ~~ 


n 





nz n l h + /i 2 ( 

h 


nz 


一 l 


存在 • 

函数的反函数 


( 6 ) 


w=^z (7) 

在时是一个打值函数.从第2 目中知道，方根 I 的值，决定于对点 z 所选取的 
辐角的值.在一个点 z 0 9^0 的辐角的值中，选取一个值记作 arg zo , 并设点 2 ：从 a 起， 


[6] 


§3 初等函数 


15 • 


在平面内画岀一条不经过坐标原点的连续曲线 C . 我们把点 z 的辐角从 arg ^这值 
起连续地变化着的那个值 | 记作 arg z . 由于 arg z 与 | z | 都是连续的，所以，当 w 二 

I 的值用这样选取的辐角完全决定时，此值也将是连续变化的. 

设 C 是一条闭曲线，并且在它的内部不包含点 z = 那么当点 z 完全绕 C 一周 


时，点 w =^ ——其中冗是我们所选定的那个方根的值——也画出某一条闭曲线 r 
而回到它的初始位置，因为这时 arg z 回到其初始值 arg 由另外选取的初始值 

argzo (与以前选取的初始值相差一个 2; r 的整数倍)所决定的方根的值，在绕 C 一 


周时显然也画出了另外一条闭曲线 A ，其不同于曲线 r 的只是转了一个角度 

n 

々二1，2,…， n-l (图10中的实线） • 



图10 


现在设£是一条没有自己相交的点的闭曲线，包含点 z = o 在其内部^是曲线 
c 上的某一个点.于是当点 z 从 A 出发，循正方向完全绕£ 一周时，其所对应的点 

W =^ (其中方根的值同前面一样决定)不回到它的初始位置，而占据一个新的位置 

，在这里 



cos 2zr + fsin 2z[ 


71 


71 


您0 


是/^的 一 个异于 Wo 的值.这是由于当点 2 ：完全 _C 一 周时 ， arg z 获得了一个增量 


2 ; r . 只有当 z 恰好完全绕曲线£ n 周时，巧才回到它的原来位置(见图10中的 
虚线;这里 w =3). 

由此可知，在每一个不包含任何一条围绕着点 z = 0 的闭曲线的区域 JD 内，可以 
分出72个连续 单值函 数来，每一个函数取 I 的 7 Z 个值中的一个值.这 7 Z 个函数叫做 


来 


显然，当 q , C 与 arg 都已确定时,这个值是唯一地决定了的. 
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多值函数加二 《的 分支； 在每一个固定的点上它们的值彼此仅相差一个乘数 cos ^ 

n 

+ fsin 每一个这样的分支显然实施区域 D 的一个单叶映射，所以关于反函数的 

71 

导数的定理(第5目 ） ，在这区域内的每一个点处都适用，根据这一定理完全确定的导 
数值 


(^) 

存在，或者，如果我们约定写冗 




( 8 ) 


因此，所构成的那些分支中的每一个在区域 jD 内都是解析函数. 

在一个我们刚才所考虑的那种类型的区域 D 内，就是无限多值的函数 Arg 也 
可以分开成无限多个连续单值分支.每一个这样的分支我们将用记号 arg z 来表示， 
而且每一次都将指明，这个分支是怎样分出来的. 

但是如果区域 D 即使只包含有一条围绕着点 z = 0 的闭曲线，那么在这样的区 


域内，函数 I 的那些分支就不可能互相分开.这就是说，如果我们在 D 内某一个点 z 
7 ^0的邻域内也分出任何一个分支来(对于点 z 9^0 的充分小的邻域来说，这是可能 
的），那么，当沿着围绕 z = 0 的曲线移动时，我们便到达了另外的一个分支上.因此， 

在一个这样的区域 D 中，我们不可能像上面的情形那样把函数 I 看作是若干个独立 


的(单值)解析函数的总和.在点 z = 0 的任何一个邻域内，都不可能把 函数冗 分成 n 
个独立的分支(这些分支好像在这个点上连接起来了），这样的点2 = 0,叫做这函数 

的 支点. 

作为第一种类型的区域 D 的例子，可以考虑去掉了一条由点 z = 0到无穷远的 


直线 L 后的 z 平面.如果 L 与正向半轴重合，那么函数的那些分支就把区域 
D 映到扇形 


$<arg W <U + l ) 宇 


上.这些映射是前面所研究过的函数 w /的映射的逆映射. 

如果 D 包含点 z = 0 在其内部，那么它就显然是一个第二种类型的区域. 


7. 茄科夫斯基函数 w 二^ 

且是单值的.显然，对于这样的 z 



这函数对于一切的 z ^ O 来说都有定义而 


它也是解析的.现在我们来求使映射 



* 对函数和导数取冗同样的分支. 


是一个单叶映射的区域.为此我们假定^与 A 在映射 （1) 下变换成同一个点 w ，于 
是便有 

z ' + -tr z 2 + b {z '~ zi) [ l ~^)^' 

由此有 

Z X = 之2或之1之2二 1. (2) 

因此，在任何区域 D 内，要映射 (1) 是单叶映射的充分必要条件是， D 内没有任 
何两个点2： 1与 A 能具有关系式 2：1 2：2二 1. 

例如，单位圆的内部 UIC1 ， 或它的外部 Id >1，就都满足这条件.为了要研究 

映射⑴的情景，我们令 2 ： = r(cas cp + zsin ( p ). w - u + ft; ，并且把实数部分与虚数部 
分分开.于是映射 (1) 可写成 

1 

r 一 — 

r 

的形式.我们看到，每一个圆周 UI = ^<1在这映射下变换成曲线 








(4) 


即，变换成具有半轴 a = + = 而且是按负方向行进*的一 

个椭圆.这椭圆在 r 0 ^ l 时，压缩成 a 轴上的一段线段[ - 1，1]，当 r 0 -0 时趋向无 

穷远.因此，函数⑴把单位圆的内部 UI <1 映到线段[_1 ，1]的外部上（图 11) .这 
线段的所有内点都是二重点(第3目 ） ，而且可以把它看作是由两条边岸所组成 的：函 
数 (1) 把 UI =1的上半个圆周变换成下面那条边岸，而把下半个圆周变换成上面的 
那条边岸. 




图11 


来 


在方程组 (4) 的第二个方程中的“ - ”号，就指明这事实. 



功处 ，彼此相差公式 (6) 中根式的一个符号，并由之得岀 z 的两个值，这两值间有关 
系^^ = 1.每一个这样的分支都作出一个单叶映射，并且，根据反函数的导数的定 

理，它是解析的. 

但是，倘若在区域 A 内可以有一条闭曲线，在它的内部仅含有点+ 1 (而不含有 
点-1)，或仅含有点 -1 (而不含有点+ 1)，例如，倘若 A 只包含这两个点中的一点 
在其内部，那么在这样的区域内，函数⑹的两个分支就不可能彼此分开.函数 (6) 的 
两个分支好像在±1 这两个点处互相连接着，这样的两个点±1，叫做这函 
数的 支点. 

作为第一种类型的区域 △ 的例子，可以考虑去掉了一条连接 - 1与+ 1那两个点的 
曲线 A 的 w 平面.如果 A 是实轴上的线段[_1，1]，那么函数⑹的两个分支就分别把 A 
映到单位圆的内部与外部上.这两个映射是前面所考虑的那个映射的逆映射 ( 图11 ). 

4 

8 .指数函数与对数 对于任何复数2 = *2；+~，我们用关系式 

w — e z — e x+ iy — e x { cos y + i sin y ) (1) 

来定义指数函数 〆 ' 

我们 证明： 

1 ) 对于实数 z = x 来说，我们的定义同通常的指数函数定义是一 致的； 

2 ) 我们所定义的函数是处处解 析的； 

3) 通常的指数函数的微分公式 

(e z Y = e z (2) 

仍旧 保留； 



n n y- 

lim I I = lim ( l + —\ ^ = e x , lim arg z n — lim -- = y 

n~^°° \ 71 ) n~^°° n —oo ^ + X 

n 

存在.不过，从这两个极限的存在可以得出极限 （* ) 的存在，并且我们得到 | e z I = 〆 和 aig # =; y . 这与公式⑴ 
相符合. 


4) 指数函数的基本性质(加法定理) 




e 


z 2 


(3) 


仍旧保留. 


第一个性质可以直接从 ( 1 ) 式得出，只需在其中令 y 


0;第二个性质可以从第5 


目中的定理得出，因为在平面内的任何一点处，柯西-黎曼条件都是适合的: 


a 


^{e x cosy) 


d _ 

d y 


(e sin 3 ；); 


d _ 

d y 


( e x cos 3 ;) 


d 


j ^( e x sin y ). 




要证明性质 3)， 我们可以利用求导数与所循方向无关这个性质，沿着 x 轴的方向来 
计算(/广而得岀 


e 


d _ 

dx 



(cos y 



zsin 3 ;) 


e x (cos 3 ; + zsin 3 ;) 


z 

e , 


这样就得到了公式 ( 2 ). 


最后，为了要证明性质 4) ，可以令& 


Xi 



以 1 ，之 2 


X 2 



，于是 




e Xx (cos yi + fsin 3 ^ 1 ) # (cos y 2 + i sin y 2 ) 


e 


x 2 {cosC^i 



3 ^ 2 ) 



isin ( y l + y 2 )\ 


e 


z 2 


这就是我们所需要的结果(在这证明中，除了定义 ( 1 ) 之外，我们还使用了复数的乘法 
规则以及大家所熟知的三角公式）. 


我们注意到，指数函数对任何复数 Z = X +以都不会变成零.事实上 ，I / 


e x >0. 


特别是，在关系式 ( 1 ) 中令 : r 


0,3^ 


cp , 便得到了经典的欧拉公式 * 


e 


1 9 



9 



isin <p 


⑷ 


利用欧拉公式，可以把任何一个模为 


r 


而辐角为^的复数^写成如下的指数 形式: 


z 


r(cos (p 



i sin cp ) = re l(p . 


⑸ 


除了在实数区域里与复数区域里都正确的那些性质 1 ) 一 4) 外，复变量的指数函 
数还具有它的特殊性质 :它是 具有纯虚数基本周期的周期函数.事实上，对于任 
何一个整数 h 都有 

^ +2 咖=/1 2 此二 〆 ， (6) 


因为根据欧拉公式 


e 


2nki 


1 


从另一^方面，假如^ 


1 


P 和 


之1 


Xi 


+ 7 


M ，之2 


X 2 



&，所以由定义 ( 1 ) 我们有 


I 

e 


e Xl , cos3；i 


cos^2 . sin ^! 


sin3；2 , 由此得出 : c 2 


^1 


yi + 2for ， 或者 


之 2 


之 1 


2 km , 


(7) 


其中々 为整数. 


欧拉把这公式引在他的“无穷小分析引论 ”(1748) 里; 与 (4) 相当的公式，从1740年开始便已出现在他的 


著作中了. 


由于周期性的缘故，在整个平面内对于函数/的研究，可以化为在带形 0<： y < 
2 n 内的研究.从刚才所进行的分析可看出，映射 (1) 在这带形内是单叶 的：由 等式一 
二 A 推得关系式 (7) ， 而带形内不包含与这关系式联系着的任何一对点. 

如果令在 w 平面内引入极坐标，那么 (1) 就可以写成两个等式 

p = 〆 ， d = y • ( 8 ) 

因之，映射 (1) 把直线 : y = ： yo 变换成射线0二： yo , 把线段^ 变换 

成圆周.这时带形 0< ： y<27r 被变换成切去了沿正向半轴那条射线的 w 平面， 
这带形的一半 0<： y < tt 被变换成上半个平面. 一 般地讲，指数函数把带形0< Im z 
<h 变换成角 0<arg w</i( 图 13). 



图13 


对数函数被定 义为是指数函数的反 函数: 如果， 二 ^数 w 就叫做数 z 的 对数; 

记作 

zv — \n z. (9) 

从定义可以得岀对数的一个基本性质:如果 =ln q ,zv 2 =ln z 2 ，那么 In q + 
In 便是数 ^ q A 的对数;亦即 

In z { + In z 2 — ln ( z x z 2 ) - (10) 

事实上，我们有 q = ， z 2 = f 2 ; 因此 ， q 2： 2 = fi + It 2 . 

特别，在 (10) 中令 q 二 k I 兩=产 2 ，我们便得到 

In z — \n\z\ + iarg z. (11) 

在 (11) 式中记号 arg z 可以表示 z 的辐角的任何一 个值; 所以每一个复数 z ^ O 都有 
无限多个对数.换句话说，对数函数是个无限多值的函数 :它的 实数部分是唯一确定 
的，而其虚数部分则可以相差 2 tt 的任何一个整倍数'为了明确起见，我们将用特殊 

* 这样的对数概念是欧拉提出的.他把它叙述在1749年的一篇著作《论伯努利与莱布尼茨 ( G . W . Leib ¬ 
niz ) 之间关于负数及虚数的对数之争论》中. 
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[8] 


记号 Ln z 来记这个多值函数，于是 

Ln z = \n \ z \ + iAxg z = \n r + i(<p + 2 kjc ) (12) 

(参看 (5) 式).我们用记号 In z 来表示 Ln z 的值中的某一个值，在必要时并将预先 
特别说明所选取的是哪一个值，于是在所有以前包含记号 In 的那些公式中，就都不 
需要变动记号了. 

我们来更详细地讨论关于选择 Ln z 的值的问题.也同前面所讨论过的多值函 
数一样 ， Ln z 的值是由列入点 z 的辐角的值所确定的.设点 z 从&弇0的位置开始， 

画出某一条不经过坐标原点的曲线 C . 同以前一样，我们用 arg z 来表示函数 Arg z 
的某一个沿着 C 连续变化的单值分支，这分支的值由某一个固定的初始值 arg 所 

规定.当 arg z 的值已选定时，我们把由等式 （11) 所确定的 Ln 2 的值记作 In q 显 
然，函数 In z 沿着曲线 C 是一个连续的单值函数. 

我们假定曲线 C 是封闭的，并且不包含点 z = 0 在其内部.当点 z 画出 C 时，点 
^ = 也经历了某一条闭曲线 r ; 而对数的由另外一些初始值 arg 所规定的别的 

一些值，也画岀了别的一些曲线 A ，它们同 r 只相差一个沿向量 2) brf 的平移，々二 

± 1，± 2，…（图14中的实线）.现在如果 C 是一条没有自己相交的点、而且包含点 z 
= 0在其内部的闭曲线，那么当点 z 按正方向完全循 C 绕行一周时，点 w = z 就不 

再回到原来的位置瓜。上，而占据了一个新的位置=加0 +2们•（图14中的虚 

线）. 


At ； 



图14 

由此得出，在不含有包围着点 z =0 的闭曲线的任何一个区域内，总可以把多值 


函数 



Ln 



分开成无限多个连续单值分支，在每一个固定的点处，这些分支的值 


彼此只相差一个数 2> br /. 每一个这样的分支 In z 都对区域 D 实施了一个相互单值的 
映射，于是，根据关于反函数的导数的定理，将具有导数 


(In zY 


(13) 





(我们要注意，对于一切分支来说，导数都是同一个 .） 因此 ， Ln 
是解析函数. 



的所有的分支就都 


但是，如果区域 D 内含有一条包围着点 



0 的闭曲线(例如， D 包含了点 z 


0 


在其内部），那么在这样的区域内，函数 Ln z 的那些分支就不可能彼此分开.像使 


Ln z 的所有的分支都在它上面连接了起来的那个点 z 


0 ,叫做这函数的 支点. 


9. 三角函数与双曲线函数 


这些函数在复数区域内可以简单地用指数函数来 


表达的.对于实变量 x ， 第 8 目中的欧拉公式 (4) 给岀 


e 


cos x 



i sin x , 




x 


zsin x , 


从而有 


sin x 




Ti 




COS 






2 


考虑到这事实，我们对于任何复数 z 也采用 





sin z 


2 i 


y COS 






2 


( 1 ) 


作为定义.这样所定义的函数: 


1 ) 对于实数: T 来说，分别同通常的正弦函数和余弦函数是一致的 

2 ) 是处处解 析的； 

3) 遵从通常的微分法公式 

( sinz ) / = cosz , ( cosz )' = - sinz ; 


cos 2 ： 


丫 


sinz 


4) 是具有实周期 2;r 的周期 函数; 

5) sinz 是奇函数， cos z 是偶函数 

6 ) 遵从通常的三角关系式 


sin 




cos 



1 ， sin 2 z 


zsin zcos z 寺寺 • 


所有这些结论都是由定义 ( l ) 得出的，读者只要做一下相应的计算，便可以证实. 

我们来研究由 （ 1 ) 中的第一个函数所作岀的映射.令 


IZ 


之1 



之2 



IZ 2 



⑵ 


我们便有 



T 





sin 




(3) 


我们看到,映射 (3) 可以看作是几个已经研究过的映射的乘积.首先我们来求使它成 
为单叶映射的条件.设区域 D 在 (2 ) 的那些映射下依次变换成与 D 3 . 在 (2) 

的那三个映射之中，第一个与第三个映射是处处单 叶的; 要第二个映射是单叶映射， 
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9 


其充分必要条件是，内不包含任何一对具有关系 

z\ — z \ — 2 km 

的点^与 〆 ;，其中々#0是一个整数(参见前一目的条件 (7)) .要映射 (3) 是单叶映 
射，其充分必要条件是，在 D 3 内不包含任何一对具有关系 

的点 〆 3 与 4( 参见第7目条件 (2)) .利用 (2) 中的那些公式回转到 Z 平面，我们得 

出，要映射 w = sin z 在区域 D 内是单叶映射，其充分必要条件是，在 D 内不包含任 
何一^对具有关系 

— z — 2krc 是整数）， （4) 

或具有关系即， 

^ + z 〃=(2々 + l);r U 是整数） （5) 

的点/与 z ". 

例如，半个带形 - ； r <: r <; r ，3；>0 就满足这些条件.其映射的相继各阶段表示在 
图15中.射线族：^ = ^与线段族 y = >在映射下分别变换成共焦点的双曲线族与椭 

圆族; 其更狭一倍的半带形 - f <* r < fj >0 则被变换成上半平面. 



图15 


我们看到，函数 sin z 在复数区域里是无 界的； 例如，在射线 x = ± f ， 3； >0上， 

sin z 取实数值，其模大于 1， 而且 ，一 般说来，可以要多大就多大. 

我们还要指岀，在(闭的)半带形-中，函数 sin ^只有在点 z 二 0 
及 z = ±; r 处才取0 值; 再考虑到这函数是一个有周期性的奇函数，由此可以作岀结 
论说，它只有在实轴上的点 

z — kn ( 是 =0 ， ±1 ， ±2，...) 

处才变成 0. 

为了完整起见，我们在图 16 中举岀了函数 sin z 的 模曲面 或“地 形面”，即 ，在 
(: r ，： y ， W ) 空间内具有方程为 W = Uin d 的 曲面; 这是个具有实周期； r 的周期曲面. 
在它上面画岀了两组曲线，就是 Isin z | 与 argsin z 的等值线.这曲面被经过 x 轴的 
垂直平面所截，便给岀 Uin d 的图形+ .这曲面随着远离1轴而渐行展平，但它的点 

的 W 坐标则迅速地增大——曲面在形状上趋近于柱面 W = . 

函数 COS Z 所作出的映射，由于关系式 



同刚才所研究的不过相差一个平移. 



图16 


函数 tan z 与 cot z 是由公式 



这曲面被平面 : C =钕与 X = (2 A + 1)| 


(是= 0, ± 1，±2,…)所截,分别给岀双曲线函数 |sh : yl 与 Ich ：yl 


的图形，这两种函数我们马上就会了解.图16指明一部分由平面 x 二 0和 x 二 3; r /2 所截出的 截面； 另外,可以认 


为，在这图上有两个坐标原点—— sin 和 sh 的图与原点 O 有关，而 cos 和 ch 的图与原点有关. 
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rf 



念 



tan z 


sm z 
cos 2 ： 


e 


iz 


e 


XZ I 一 tz 


i^c I 

e + e 


cot z 


cos z 
sin 2 ： 


iz I 

e + e 


IZ 


e 



e 


⑹ 


来定义的.函数 tan z 除了在使 cos z 成为 0 的那些点之外，处处是解析的，这就是 


说，除了在 A 


7C 

2 


+ k7V (k 


0 , ±1，±2,…)这些点之外，是处处解析的，这由前面的 


研究中可以看出.在趋近这些点时 ， I tan d 无限制地增大.对于函数 cot z 以及点％ 


k7C (k 


0 ，±1，±2,…）来说，也是同样•从⑹式可以推出，这两个函数都是具有 


周期 r 的周期函数.事实上，例如 


tan(z + k) — — i 


• e 


i ( z ^ 7 t ) 


e 


一 l (Z+ 7T) 


e 



e 


tz 



e 


e 


tz I 

e + e 


tan z 


由函数 


w 


tan z 所实施的映射，我们将在下面第 33 目中加以研究.在这里我们只 


举岀正切函数的地形面 ， g 卩 ，曲面 a 


tanzl (图 17); 这是一个具有实周期 f 的周 


期曲面.它在 z = (2々 + l)f U =0，±1， ±2,…)这些点处，有很显著的尖峰.它被经 


过 


X 


轴的垂直平面所截时，便给出了 I tan zl 的图形+ .这曲面随着离远 X 轴而愈来 


愈变得更加平坦，趋近于平面^ 
值线. 




1 .我们在这曲面上 圆岀了 I tan z I 与 argtan z 的等 


tan 


cot 


a 


o 




X 


y 


图 17 


双曲线函数在 复数区域里是用等式 


sh 


e 


e 


z 


2 


ch 


z 


e z + e 


2 


⑺ 


这曲面被平面： r = ^r 与 x ={ 2 k + l)-y (是= 0 , ± 1 ， ± 2,…)所截时，分别给岀双曲函数 I th 3 ; | 与 | cth ：y 


的图形(见下面）. 
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来定义的.它们可以很简单地用 


角函数表示岀来: 


sh 

th 


z 
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— ism iz jch z z 
— i tan iz , cth 2 : 


COS IZ J 

二 i cot iz , 
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因此与 


角函数没有本质的差别.在图 16 与图 17 中已指出， sin z 与 tan z 的模曲 


面的截痕，这给出了双曲线函数的图形. 

我们已经知道，三角函数与双曲线函数都可以用指数函数来表示.因此反 


数与反双曲线函数也可以用对数来表示.例如，让我们来求 w 
式.按照定义有 


arccos 2 ： 


此反三角函 

的对数表示 
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COS XV 


IVU 1 一 txv 
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因之有 e 2 ht ，-2 ze iw + 1 = 0,解(关于的二次方程得 
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txv 




% 


-1 ， 
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arccos z 


ln( 


2： 
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(在解二次方程时所用公式中的“ ± ”号可以省去，只要把根式了解为双值函数就行). 


由关系式( 


Z 



).( z -= 1 ，根式前的符号改变，化为对数前的符号 


改变，所以在最后一式中 


号也可以 不写: 


U ) 


arccos 2 ： 


t. In ( 之 + 


Z 2 — 1 


对于其他函数，也可以给岀类似的 公式: 


arcsin 2 : 


7 C 
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( 10 ) 


arctan 2 : 
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arccot 2 ： 
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( 11 ) 


所有这些函数都是多值的，因为在公式 (10) 及 (11) 中右端的 In, 可以表示对数的任何 
一 个值.把它们分开成单值分支的方法，与前面所讨论过的一样，所有的这些分支都 
将是解析函数. 

10. —般 幂函数 W /——其中 a = a + i 口 是任意复数——是由关系式 

/=严 (1) 

来定义的.在这里如果令 2 ： = r^ 5 , 便得到 Ln 2 ： = In r+ f(p + 2^r )， 由此 




• 28 


第一章基本概念 


11 


a 

Z 


— e 


aln r 


一 P(<p + 2ht 、 




e 


z[a ( 妒 + 2 知 r) + r] 



( 2 ) 


其中々 是任何整数.由此可以看到，当/?关0时，函数 /总是 有无限多个值，位于（当 
z 与 a 都已固定时)以 

pk=e a\nr-^. e -2^ (^ = Q,±1, ±2 ,…） （ 3) 


为半径的那些圆周 I = ft 上，这些半径&构成一个两端都无穷的等比数列，公比 
为厂 2 气函数/的这些值的辐角 


d k — acp + )91n r + 2k7ta (4) 

也构成一个两端都无穷的等差数列，公差为 . 

当 13 = 0 时，即， a 是实数时，〆的值都在圆周 I =^ lnr = ，上， 而它们的辐角 

则是 


d k = a(p + 2krca • 


(5) 


如果是一个有理数(分数 f 是不可约的)，那么久的所有的值将都同其中的 g 
个值(例如，“…， U 只相差 2;r 的一个整倍数.因此，在这情形下函数 w = / 


是有限多值的，与函数相同: 


A 


77 


( 6 ) 


但是，如果 a 是一个无理实数，那么在 (5) 式中的这些乂值之间就不会有仅相差 2 tt 


的整倍数的数，因之，函数/ 是无限多值的. 

一 般幂函数的多值:性，也同我们在前面所研究过的那些初等函数一样，是由辐角 
的多值性引起的.把它分开成单值分支的方法就是前面所用的方法，点 z = 0 是支 
点. 


除了一般幂函数之外，还可以讨论 一般指数函数 


z _ zLn a 一 z\n | a I ziAig a 

a — e — e • e 


(7) 


同函数 (1) 不一样，函数⑺是许多单独的，彼此没有联系的单值函数的总和，这 
些单值函数彼此相差一个因子〆^，其中 A 为整数. 


§4复变函数的求积分 

在这一节里我们将讨论复变函数的积分概念，以及解析函数与积分概念相关的 
或与积分运算相关的那些重要性质.特别例如，将建立解析函数概念、在定义域内每 
一个点处都是可微的函数的概念，以及积分与其积分路线无关的函数的概念的等价 
性(见第12目中的定理1及第17目中的定理 3). 这在解析函数论的建立中给岀了 
一 个新的观念.至于积分概念以及建立在其上的那些定理的应用，我们将在下面几章 
中来讨论. 

11. 复变函数的积分 设已经给定了一条已定向的曲线 C， 以及在这曲线上的 


复变函数的求积分 
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一个复变函数 /( 2 ； ). 作为定义，我们把极限 

lim 2 /( ^ ) • ( | - ^ ) = [ f ( z、dz (1) 

" k -0 J ( 

叫做函数 /( z ) 沿 C 的积分，其中 2：,) ^ a ，…， Z " 二 b 是一组把 C 分成 w 个分段的 
点列， a 与6表示 C 的那两个端点 ，匕 是曲线 C 上位于分段 [ z ,,^ + 1 ] 中的任意一个 
点，并且在取极限时要求 

max |^+| - z k | — 0 . 

如果 c 是一条逐段光滑的曲线， / U ) 是一个逐段连续并且有界的函数，那么积 
分 (1) 总是存在的.其证明可以归结到在分析中大家所熟知的实变函数的线积分的存 
在定理'事实上，令 

二 u ( x , y ) + iv ( x , y ), 

z k =^k + iyk ,X^ + 1 - x k =Ax k ,y k + l ~ y k = Ay k , (2) 

= u k , v (^ ky rj k ) = v k , 

我们便 得到： 

n n n 

习 /(D( A+i - q) = 2 I u tA 工「 ^k^yk 1 + ’ 2 I u k^yk + 1. (3) 

在公式 (3) 的右端，这两个和是对应的两个线积分的积分和.在我们的条件之下，这两 
个线积分都是存在的，因此，积分 

f { z ) dz — udx — vdy + i udy + vdx (4) 

J c J c J c 

也存在.利用公式 (4)， 可以把复变函数的积分的计算，化成实函数的积分的计算.应 
用前面已经引进的定义，容易看岀，实变量的复函数 w ( t ) = < p ( t ) + 的导数与 

积分可用下述线性组合来 表示： 

< p \ t ) + iip ' it ) , (5) 

w ( t)dt = < p ( t)dt + i ( p ( t ) dt . (6) 

J a J a J a 

设 z — z { t ) = x ( t ) + ⑴是曲线 C 的参数表示式，并且 z ( a ) = a , z (^) = 6; 那么 

利用公式 (4)， 我们便可将 /( z ) 沿着 C 的积分的计算，化成实变量的复函数的积分 
计算： 

f ( z ) dz = f [ z ( t )] z / ( t ) dt . (7) 

V 0 4/ Ct 

由公式 (4) 也可推知，关于线积分的一些普通性质可以推广到复变函数的积分 上来： 

\ af ( z ) + bg { z )\ dz - a f { z)dz + b g ( z ) dz , (8) 

J c J c J c 

* 参看 OuxTeHTanw ;， 第三卷，第 27 页(俄文本）;或 Cmhphob ， 第二卷，第206页(俄文本)及以后.在这里以 
及在后面,我们将常引用序言中指出过的这两部书. 
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f ( z)dz + 





C 2 


f ( z ) dz ， 


(9) 


f ( z ) dz= t — f ( z)dz (10) 

•. c %> c 

( a 与 b 是两个复数常数， Q + C 2 表示由 CA C 2 两曲线所构成的那条 曲线; C _ 表示 

一条同 C 相合、但却循着相反的方向通过的曲线）. 

我们还要来证明积分的一个 性质： 

设 M = max|/U)|( 在曲线 C 上），又 Z 是曲线 C 的长度，则 

f f ( z)dz < \ \ f ( z )\\ dz \< Ml . (11) 

J c J c 

证明可由积分的定义直接得出.事实上，我们有 


w-1 


n — \ 


w 一 1 




是= 0 


其中2 \ Az k I 是内接于曲线 C 的 一 条折线的长度.当 max | 
极限，我们便得出 （11) 式. 


— 0时取 


12 .柯西定理 在一般的情形中，既依赖被积函数 / U )， 也依赖曲线 

C . 但是，如果函数 / U ) 在某一个包含了曲线 C 的单连通区域内是解析的，那么这积 
分就由 C 的两个端点的位置所完全确定，而与这曲线的形状无关.换句话说,下述定 
理成立： 

定理1 ( A . 柯西，1825年） 如果函数 /(幻 在一个单连通区域 D 内是解析的, 
那么对于所有在这个区域内而且具有两个公共端点的那些曲线 C 来说，积分 


f { z)dz 的值都相同. 

c 


我们在导数 / U ) 是连续函数这个补充假定下[在第5目的解析性的定义中，只 
要求 / U ) 存在]，来证明这个定理' 

同通常一样，设 f ( z ) = u ( x , y )-^ iv ( x , y ) ，根据关系式 



f ( z)dz = 
c 





udy + vdx 



(见上一目中的 (4) 式），积分 f / U ) dz 是否与积分的路线无关这个问题，可以化为 

J c 


udx — vdy , udy + vdx 
J c J c 

这两个线积分是否与积分的路线无关的问题. 


(2) 


* 完整的证明见 MapicymeBHuJ^],!^ — 162 页 . 
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但是，在数学 分析+ 中已经知道，若 P 与 Q 是两个具有连续偏导数的函数，要曲 


线积分 


Pdx 



Qdy 在单连通区域 D 内同积分的路线无关，其充分必要条件是，它 


的被积表达式是一个全微分，即，要在区域 D 的每一个点处，都有关系式 


cip 

cl y 


clQ 

c)x 


成 


立.对于积分 (2) 来说，这些关系式有形状 




dv c)v 

dx J 



cl 




⑶ 


而且从 / U ) 是连续函数这一假定可以得出，这些偏导数都是连续的.方程组 (3) 同 


柯西 


黎曼条件相符合，并且由于 / u ) 是一个解析函数，所以是满足的.于是定理已 


经证明. 


由于这个定理，对于那些在单连通区域内解析的函数，我们就可以写 



/(M 



来代替 f / U ) 办，其中用 A 与 z 来表示曲线 c 的那两个端点. 

J C 

根据定理1，可以证明与通常的积分学中的命题相类似的一系列命题.首先， 
有 

定理 2如果函数 / U ) 在一个单连通区域 D 内是解析的，那么积分 

" f ( Oc ^= F ( z )， (4) 

J % 

看作它的积分上限的函数，也是一个在 D 内解析的函数，并且 

F \ z )=£ r = (5) 

az Jz 0 

事实上，根据导数的定义，以及上一目中积分的性质 (9) 与 (10) ，有 

F\z) = \\m^ Z + h) ~ F(z) = lim| \ Z+h f( Od^-\ Z m)d^\ 

h—0 ri A—0 tl ^ ^ Zq I 

由于 /( 幻在点 z 处连续 _ ，可以写成 

/(?) = / U ) + 7(?)， 

式中当时， 7 (0-0; 把这代人⑹式中，我们得到 

1 rz^h 1 rz^h 

F/ ^ = ^\ z f^ d ^\\ z 7( C ) 成. (7) 

由于在对（积分时 /( z ) 是一个常量，所以 


* 见 < J > HXTeHTOJTbU ， 第三卷;或 CMHpHOB , 第二卷. 


** 因为 / U ) 是解析的，所以必是连续的. 
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[12] 



z+h 


f ( z ) d ^ = f ( z ) 


z 


z+h 


dX = f [ z ). h ， 


因为由定义可以直接得出 


rz^h 


dK 


/ i .并且，从上一目中的不等式 (11) 有 



7 ( < max | 7( ?) 丨 • U I 


(根据定理1，从点 z 到点2 + A 的积分路线可以认为是直线，所以它的长度等于 
I /i I ) .因此， (7) 式中的第一个极限等于 / U ) ，第二个极限等于0，8卩，矿 U ) = /U ) ， 
这就是所要求证明的. 

其导数等于一个已给定的函数 / U ) 的函数，叫做这函数 / U ) 的原函数，方才所 
证明的那个定理确认，函数 / U ) 的积分，作为其积分上限的函数，是 /( 幻的原函数 
之 一 • 


定理 3同一函数的任何两个原函数，彼此最多只相差一个常数项. 

设 F ^ z ) 与 F 2 U ) 是两个原函数，又 


0( z ) = F { ( z ) ~ F 2 ( z ) = u ( j : 9 y ) + iv(x 9 y ). 

要证明定理3,只需证明函数是一个常数. 

按照导数的公式(见第5目的 (15) 式），我们有 


^( z ) 


du 

dx 



dv 

dx 


dy 

d y 


. du 

1 d y 


= 0 , 


因为根据我们的条件， 

^ ( z ) = F [( z ) ~ F2 ( z ) = f ( z ) - f ( z ) = 0. 


由此便有 


du 

dx 


dy 



dv 

dx 


du 

d y 



因此，以1，30 与都是常数.定理得证. 

下面这个定理使我们可以借助原函数来计算积分. 

定理 4如果 F ( z ) 是解析函数 / U ) 的任何一个原函数，那么 


f(Od^ = F(z)-F(z 0 % 


事实上，根据定理2,函数 


( 8 ) 


F t (z)= f /(C)^ 

Jz o 

是 / U ) 的原函数之一.根据所给条件，函数 F ( z ) 也是 /( Z ) 的一个原函数，因此，按 
照定理3， 


/U)^ = FU) + C ， 

Jz o 

其中 C 是某一个常数.在这个等式中令 z = ，我们便得到 

F ( z 0 ) + C = 0, 


L 12 J 


§4 旻茭凼数的豕积甘 
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因此 C = - FU u ) ，这就给出了所求的公式 (8). 

我们还要指岀，在本目开始时所证明的那个柯西定理，可以赋予如下的 形式： 
定理如果函数/(幻在一个单连通区域 D 内是解析的，那么它的沿着任何一 

条在 D 内的闭周线(：的积分，都等于0,即 

/% 

f(z)dz = 0. (9) 

Jr 

这定理的证明是以下述事实为基础的.•闭周线 c 可以分成两条具有共同的始点 
与终点的路线0,及 C 2 (图 18) .根据积分的性质，有 




f(z)clz = 



f(z)dz + 



f(z)dz 




f(z)clz 


f(z)dz y 


于是，说沿着 C 的积分等于零，就相当于沿着 C , 的积分与沿着 
C 2 的积分彼此相等. 

在结束时，我们再证明一个对以后很有用的柯西定理的推 
广.这就是，在柯西定理中 （ 在第二个表述形式中），所谈到的是 
关于沿着一条整个位于函数的解析区域内部的路线的积分.但 
是我们有时也需要讨论沿着某一些曲线的积分，在这些曲线上 
函数仍然是连续的，但不再是解析的.发现，对于这样的情形柯 
西定理也仍然是有效的. 



图18 


定理 5 如果函数 / U ) 在一个单连通区域 D 内是解析的，并且在闭区域 D 上是 
连续的，那么 / U ) 沿着区域 D 的边界 C 所取的积分等于零，即 


f(z)dz = 0. (9) 

J C 

我们首先假定 c 是一条“星形的”周线，即，有这样的一个点 z () 存在，以这个点为始点的任 

何一条射线，都同 C 相交于一个点，而且也只相交于一个点.可以假定 A =0,而不致对普遍性有 

任何限制(把2平面作一个平移，便可得到这结果），于是曲线 C 就可以用方程2 = 来给出， 

其中 r ( W 是一个单值函数.我们用 C A 来表示由方程 

?=Az = Ar(9)^,0<A<l 

所确定的那条周线(图 19). 由于0位于区域 D 的内部，所以按照柯西 
定理， 

' /( ⑽ = 0 . ( 10 ) 

J C A 

但是当点？画出(^时，点 z = 就画出 C ， 所以等式 (10) 可以写成 

f ( Xz ) d ( Xz ) = A f ( Xz)dz = 0 
J c J c 

的形状.而因此， 

f ( z ) dz = { f { z ) ~ f { Xz )) dz . (11) 

J c J c 



图 19 
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因为函数 / U ) 是在5内一致连续的(见第5目），所以对任何一个£>0,总可以找到一个谷> 
0,使得满足不等式的任何一对点 z , f 来说，不等式 

l / U )_/( C ) l<e (12) 

都成立. 

设/是周线 C 的长度， i ? = max K9 ) ;我们取于是对任何一对点 z ^= Xz , 我们将 
有 U - = (1 - A ) k | <|~ k | 因此不等式 (12) 总是成立的，所以从 (11) 式我们便得到 

f ( z)dz < / e . 

J c 

因为在这里 e 是可以随便怎样小的，而积分的值与 e 无关，所以这积分等于 0. 对于星形的路 
线来说，定理已经证明了. 

现在设 C 是任意一条逐段光滑的曲线.如果在 C 上有一些歧点 ，（ 即在这些点处曲线 C 的左 
切线与右切线所形成的角度是等于 0) * ，那么我们就从区域 D 
中去掉那些具有很小的半径 e 而圆心在这种点上的圆，使所得 
到的那个区域 U 的边界上已经没有这样的点了 .显然，可以在 

A 的内部作有限多条曲线 y A U = l ,2, …， m )， 显然，把区域0 £ 

分成若干个部分 A ，使每一个 A 都是由星形的曲线 QU = 1， 

2,…， rz ) 所围成的（图 20) .根据前面所已经证明的，沿着每一 
条曲线的积分都等于0: 

嘬 

f ( z)dz = 0. (13) 

我们假定曲线 G 都是按照同一个方向，例如，都是按照正的方向来通过的，并且把所有这些 
方程 (13) 都加在一起.因为在每一条曲线 A 上都被通过两次，而且是按照彼此相反的方向通过的, 
所以所有沿着 A 的积分互相抵消(见第11目中的 (9) 与 （10) 式）.边界 G 的其余的部分合起来构 
成区域 A 的边界 C e ，因此，沿着这边界的积分也等于0 : 

f ( z)dz = 0 . 

JC e 

余下还需要证明，沿着区域 D 的边界 C 的积分等于0.而这可以从下述事实直接 得出： C 与 Q 

仅相差有很多段很小的弧，又因为函数 / U ) 是有界的，所以它的沿着这些弧的积分的值也很小. 
因此，沿着 C 的积分与沿着 C e 的积分的差，可以是随便怎样地小，而沿着 C e 的积分是等于0的，所 

以沿着 C 的积分也等于0.定理于是完全证明了. 

13. 推广到多阶连通区域的情形 一 般说来，柯西定理对于多阶连通区域来说 
是不正确的.实际上，函数 /( z ) = | 在环 | z |<2 内处处解析，但是，从-1到1 
沿着圆周 N I = 1 的上面一半的积分，与沿着下面一半的积分，是彼此不同的.事实 

* 容易看出，一条逐段光滑的曲线，在它的不是歧点(即使左右切线形成异于0的角度的点）的足够小的邻 
域内的曲线段，是星形的曲线.而在一个歧点的邻域内，曲线就可能不是星形的(例如，由二次拋物线 ：y = /及 : y 
= 2 x 2 对 x > 0 所构成的曲线,在点 z = 0 的邻域内）. 



图20 
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上，沿着上半圆周 C ,， 那里 





，0< p <7 r ， 我 们有: 


dz 



0 ie i<p dcp 




ITT 



而沿着下半圆周 c 2 ，那里 





<9<0,我 们有: 


0 


ie^clcp 


IK 




因此，为了表示在多阶连通区域内从 a 到6沿路线 C 的积分，我们有时将使用记号 


/% 

f(z)dz . (1) 

Jc 

但是，如果是在一个多阶连通区内，有两条端点相同的曲线(^与 C 2 ，而它 

们的位置是使得它们能围成一个属于 D 的单连通区域时，那么沿着这样两条曲线的 
积分显然是相等的.由此可以推 知:在 多阶连通区域 D 内，如果积分的周线连续地改 
变其形状，而它的两个端点保持不动，并且在全部变动时间内周线始终留在 D 的内 
部，则解析函数沿这路线的积分的值，不为之改变. 

设在多阶连通区域 D 内给定两个点 a 与6,与一条连接它们的简单曲线 + C 。. 设 

C 是任何别的一条连接这两个点的曲线(图 21( a )). 根据刚才所说的结果，可以不改 
变积分的值，而使曲@ C 变形成为位于区域 D 内而由下述那些曲线所组成的另外一 
条曲线£:(1)曲线 G ， 它同 Q —起围成一个属于 D 的单连通 区域; (2) m 条简单闭 

曲线％ U = l ，2, …， m ) 的总和，每 一条％ 都在它本身的内部包含了 D 的边界的一个 

连接部分(图 21( b )). 这时那些曲线 h 可以被通过若干次，并且可以按不同的方向来通 

过(在图 21( b ) 中 ， 7 l 按顺时针的方向被通过三次，而 y 2 则按逆时针的方向被通过一 

次).为了方便起见，我们规定用 h U 二1，2,…， m ) 来表示按逆时针方向被通过的那 

些曲线.在此之外，我们还要引进一些曲线 A U = m + 1， …， W )， 它们也是包围着区域 

D 的边界的连接部分的，但不是组成£的一部分(就如在图 21( b ) 中的 y 3 ). 



* 即，没有自己相交的点的曲线. 


图21 
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由那些曲线段 G 与曲线 h 所构成的那条曲线，此时这些 h 都被按照彼此相反的方 

向通过两次(在图23中用箭头表示岀）.函数 /( z ) 在单连通区域 D x 内是解析的，在 
上是连 续的; 于是，根据上一目中的定理5,及第11目中积分的性质 (9) 与（10)， 



J( z)dz 



/( z)dz + j {z) dz — Q 


⑻ 


0 


(沿着 a 的那些积分互相抵消， （ r 的余下部分等于 


2 cj . 这时我们应当认为，在通过曲线 c () 及 c ,, c 2 . 


• • 


馨 

9 





时，区域 D 是始终都被保持在一边的(例如，在图23中， 

是在曲线左边的）.因此，对于任何连通的区域来说，下述形 
式的柯西定理总是正 确的： 

定理如果函数/(幻在区域 D 内是解析的，在 D 上 
是连续的，那么它的沿着这区域的边界的积分必等于0,但 
在通过这边界时，区域 D 要始终被保持在同一边. 










c , 


\\) 


1 


图 23 


14. 柯西公式与中值定理 


设函数 /( 幻在〃阶连通区域 D 内是解析的，在 D 


上是连续的.我们来证明，对于这区域的任何 
(1831) 都 成立： 


个内点 



，下述的所谓柯西公式 


/( 



2ni 



m)dK 


⑴ 


其中 C 是区域 D 的边界，其被通过的方向是使得区域 D 始终保持在其左边. 

注意到柯西公式的右端部分只包含区域 D 的边界 C 上的 /( z ) 值.这样，在所设 
的条件之下，函数 / U ) 在区域内部的那些值，完全由它在边界上的值来 确定: 只要知 
道这函数在边界上的值，利用柯西公式就能够计算出在区域内任何一点处的函数值. 

为了要导出柯西公式，我们从区域 D 中去掉一个圆心为点 z 半径为 r 的小圆. 


再注意到，在所得的那个 




1阶连通区域 IT 内，（1)式中被积函数的分子与分母 


对于变量（来说都是解析的，并且分母不会变成0.因此，被积函数在 IT 内对于？ 
是解析的.又因为它在 D <上是连续的，所以根据上一目中的柯西定理(公式 (8)) 有： 




/( C ) 必 




/( 



r 


r - 



0, 


其中圆周是按照顺时针方向被通过的.由此就有 







r 


fAOdK 

T zr ^~ , 


⑵ 


其中圆周 n 是按照逆时针方向被通过的.在圆周 I 上我们有 




r #， 因此，把在 


积分号后对于？来说是常量的那个因子 /( z ) 从积分号取出，我们便得到 


2ni 



f(z)dZ 




f(z) 
2 m 




rie 9 d 


f(Z) 



r 


r 


(3) 
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根据 (2) 和 (3) 式我们有 



/(。-/( 



dK 



我们来估计这个差值.就其右端来说，根据第11目中的不等式(11)，我 们有： 

{ ⑴成 <去，|/⑴ —/ U )| •手=，|/(0-/⑴ |， 

r * r ’r 

由此可见，当 r 继续减小时，可以使它随便怎样地小.另一方面，从 (4) 的左端看岀， 
这差值不依赖 r . 因此，所讨论的差等于 0. 于是柯西公式得证. 

特别，如果曲线 C 乃是圆周 | ? _ z | = i ? ，那么，令 S - 之二，由柯西公式我们 

得出 


/( 之 )= 士 。 /(z + Re t<p )d(p. 



最后这个公式就表达了所谓的解析函数的中值 定理： 

定理 如果函数 /( z ) 在一个闭圆上是连续的，并在这个圆的内部是解析的，那 
么它在圆心处的值，等于它在圆周上的值的算术平均值. 

15. 最大值原理与施瓦茨引理 首先我们来证明一个简单的 引理： 

引理 如果在某一个区域 D 内：1)解析函数 / U ) 的实数部分是常数，或 2) 它 
的模是常数，那么这函数本身也必是个常数. 


在条件 D 的情形下，从柯西-黎曼方程就直接可以得岀 结论杂 


du 

d y 


三 0. 


因 


此,根据这些方程也有 g g 三0 . 由此得出，函数 T ； ( u ) ，也就是说函数 / U ) ，在 
区域 D 内也都是常数. 

现在我们就条件 2) 的情形下来证明这引理.设 I / U ) I = M ， 在这里 M 是一个 
常数.当 M = 0 时，引理显然成立.如果 M 关0,那么我们便考虑函数 

In f { z )=\ n \ f ( z ) I + zarg f ( z ), 

这函数在所设的条件下是解析的.它的实数部分是一个常数 （= In M ) ;于是，根据刚 
才所证明的，函数 In /U ) 本身，从而函数 /(z ), 都是常数.引理于是完全 证明. 

现在我们来证明解析函数的模 最大值原理. 

定理 如果一个不恒等于一常数的函数 / U ), 在区域 D 内是解析的，在 D 上 
是连续的，那么它的模不可能在 D 的任何一个内点处达到最大值. 

根据连续函数的性质(参看第5目）， |/( z ) | 在 D 的内部或边界上达到它的最 
大值 M (图 24) .我们先姑且作相反的假定，设 |/( z )| 在 D 的内部达到值 M ; 并把 D 
中所有那些使 l / U ) I = M 的点的集合记作 &如果 S = D ， 那么我们在 D 内处处有 
| / U ) | = M ，即， | / U ) | 是一个常数.根据引理，由此便将得出 / U ) 在 D 内也是一 
个常数，这是与定理的假设条件相矛盾的. 


如果 A 不与 D 相同，那么必有这集合的一个边界点 _ ^ 存在，它同时也是 D 的 
一 个内点.由于 / U ) 是连续的，我们有 l / Uo)l 二 M ， 因为 
在&的任何邻域内都必有々的点.我们作一个在区域 D 内 
的圆周 C : U - z 0 1 = r ，使得在这圆周上至少有一个不属于 
集合的点^ (这总是可以做到的，因为&是 A 的边界 
点）.这时 I / U , )1 < M ， 又由于 / U ) 是连续的，对于足够小 
的 e >0, 总可以指定圆周 C 的这样一个包含点^在内的部 
分&，使得在 C , 上有 

\ f ( z )\< M ~ e . (1) 图24 

把圆周 C 的其余部分记作(： 2 .显然，在 c 2 上有 

( 2 ) 

根据中值定理，我们有 

f{z)d ^^r lie , /UUS+ ]"('/(") 山 I ， ⑶ 

其中也二是圆周 C 的弧长单元. 

在关系式 (3) 中取绝对值，并考虑到不等式 (1) 及(2)，我们便得岀 

M 二 l /(^ 0 ) l <2^ i ( M-£)/ l + M / 2 }- M -|^ : , 

其中^与/ 2 分别是（^与 C 2 的长度（^ + / 2 =2 w ) .但是最后这个不等式是不可能 
的，因此模最大值原理就证明了. 

注如果函数 /( z ) 不是一个常数，在 D 内是解析的，在 D 上是连续的，此外， 
并且是不会变成0的，那么它也不可能在 D 的内部达到 |/ U )| 的最小值 .要证明这 

结论，只需把最大值原理应用到函数 gU ) = 上去就够了. 

从模最大值原理，可以得出一个对以后很有用的 结果： 

引理 (H •施瓦茨 ( Schwarz )**) 如果函数 / U ) 在圆 | z | < 1 内是解析的，在闭圆 
\ z\<l 上是连续的，并且/(0) 二 0,又在圆内处处都有 |/ U )|<1， 那么在这个圆内 

有 

| /( 2： ) | ^ | 2： | . (4) 

这时,如果即使在圆内的一个点处有 \ f ( z )\ = \z \ ，那么最后这个等式在整个圆内都 
成立，并且 

f ( z ) = e ta z 9 (5) 

其中 a 是一个实常数. 

* 集合的边界点与内点，是同区域的边界点与内点一样地规定的(参看第3目）. 

絲 G.A. 施瓦茨 (1843— 1921)，德国数学家. 
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为了证明这个引理，我们来考虑函数 

\fhl y 当減 

(p{z)^^ z 

v "(0), 当之= 0. 

从引理的假设条件可以知道， pU ) 在环形 0< UI <1 内是解析的，并且在闭圆 U I 
<1上是连续的(在点 z = o 处的连续性，可以从 

得出）. 

在第22目中将要证明， < pU ) 在点 z = 0 处是解析的.因此，我们可以对 cp[zW 

用模最大值原理.由于在圆周1^1=1上我们有1^(^)1 = | <1，所以按照模最 

大值原理，在圆内就处处有 |> U ) | <1，即， | / U ) | < | d . 引理的第一部分已经证明. 

现在如果在圆的某一个内点 q 处有丨 / Uo)l = Uol ， 那么在> 这个点处就有 

\< p ( z 0 )\= l , 但是按照模最大值原理，这时便在圆的所有点都有根据本 

目开头的那个引理， < pU ) 是一个常数.因为 ku ) Ml ， 所以可把这个常数表示成， 
的形状，这里的 a 是一个实数.因此 ， /U ) = . 施瓦茨引理得证. 

在几何上，施瓦茨引理表明，在任何一个利用解析函数 w = / U ) ，/(0) = 0,把 
单位圆映射到一个位于单位圆内部的区域 △ 上去时，任意一个点 z 的像，都比点 z 
本身距坐标原点更近(图 25) .而如果即使有一个点 z 的像是与这个点本身距坐标原 
点有同样距离的话，那么 △ 就与单位圆重合，映射本身成为一个旋转. 



图25 


16 . 一致收敛性 这一目有辅助的性质.我们在这目中将讨论一些对以后很重 
要的、有关解析函数的序列与级数的一致收敛性的问题. 

已知函数序列乃 U ) ， / 2 U ) ，…， 如果对于任何 e >0 ， 总找得到一个只与 e 有关 

的数&，使得当时，对区域 D 内(或曲线 C 上)所有的点 z 来说，不等式 

\fn(z) - f ( z ) I <e (1) 

都成立，这时这个序列就称为在区域 D 内(或在曲线 C 上) 一致收敛 于函数 /\ U ). 

我们先证明两个定理，它们是与数学分析中对应的定理相类似的. 


定理 1 在一个区域 D 内（或在一条曲线 C 上）一致收敛的连续函数序列 
J \ ( z ) , J ' 2 ( z) ，… J „( z ) ，…的极限 ./( z ) ，也是一个连续 函数. 

任意给定一个数 e >0, 并把区域 D (或曲线 C ) 的任意一个点记作由于序列 
是一致收敛的，我们总可以找到一个数《，使得对 D 内的 （ C 上的)一切 z 来说，都有 

1/(，) — /"(之)丨〈音. (2) 

由于人 U ) 在点 &是 连续的，总可以找到一个数5>0,使得对 D 内 （ C 上)满足不等 
式 | 2： _ 2 ：o | < 5的一切点2：来说，都有 

/"(之） _ /" Uo ) 丨 <y (3) 

对于这样的点 z 与前面所选定的那个数〃来说，由不等式 (2) 与 (3) 我们便有 

\ f ( z ) - f ( z 0 )\^\ f ( z ) I + \ + I /» ( z 0 )~ A Z {) ) I 

^ e , e , £ _ 

< T + T + T = e> 

而这就表示了 /( 幻是连续的. 

定理2如果连续函数序列/ | (^)，/ 2 (=)，".，人（2)，〜在曲线 C 上一致收敛 
于函数 / U )， 那么极限关系式 

lim f u { z、clz 二 X \ mf n { z )dz (4) 

"400 」 J C w_ ^°° 

也必成立. 

给定一个数£>0,由于序列是一致收敛的，我们总可以找到这样的一个&，使 
得对于所有的与曲线 C 上所有的点 z ， 都有 

/"(之) - /(之 ) 丨 <+ ， 

其中 Z 是曲线 C 的长度.对于这样的 w ，我们有 

f ( z)dz - f u ( z)dz = \ f ( z ) - f n ( z)\dz < + • 1 = e ， 

J C J C J C i 

这就表示了关系式 (4) 是正确的. 

刚才所证明的这个定理，使得在一致收敛的函数序列的情形中，可以在积分号下 
取极限. 

同一致收敛的序列这概念紧密地关联着的，是一致收敛的级数这个概念.如果函 

数项级数 的部分和的序列 s 0 ( z ) = f 0 ( z ), s l ( z )= fo ( z )+ f l ( z ),-, 

〜（2) = /。（2)+/1( ; 2：) + — + /„(2)，〜在区域0内（或在曲线 C 上) 一 致收敛，那 

么级数 i AU ) 就称为是在这个区域 D 内(或这条曲线 C 上) 一致收敛的 

7, =0 

像在数学分析中那样，我们来证明函数项级数一致收敛的一个充分条件，这个条 
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f— -*i 

16 


件是便于应用的. 

oo 

定理 3 如果函数项级数 /„( z ) 在区域 D 内被某一个收敛的常数项级数 


2 ^所控制，即，在 D 内的任何一个点处都有 

w = 0 

\ f n ( z ) |^ a H ( w =0， l ,2, …）， （5) 

那么所给的这个函数项级数必在 D 内一致收敛. 

事实上，根据熟知的比较定理，所给级数在 D 的任何一点 z 处都收敛.我们把它 
的和记作 5(2：). 对于任何一个 w 来说，由条件 (5) ， 这级数的余项 r „( z ) = s ( z )- 

都满足不等式 

I 厂 „ ( 之 ） 1<1/„ + 1( 之 ）I + Ifn + iiz) I + —<a„ + 1 + a„ + 2 + …. （ 6) 


这里右边是收敛的常数项级数的余项 



，当 



00 时趋于0.因此，对于 


n 


任意一个 e >0, 我们总可以找到一个只与 e 有关的数&，使得从 &起 就都有 
于是根据不等式 (6) ，对于 D 内的任何 z 与任何 n > n 0 ，不等式 

s ( z ) ~ s n ( z)\<e 



< 



成立.这就表示了，所给级数是一致收敛的. 

由定理1与定理2可以推知，一致收敛的连续函数项级数的和，是一个连续函 
数，并且这样的级数可以逐项地来求积分 ， B 卩 ，极限关系式 


y % /% 

2 fn(z)dz= 2 fn(z)dz ⑺ 

n =Q J C J C U =Q 

是正确的. 

关于函数项级数是否可以逐项地来求导数的问题，我们将在第 19 目中讨论(魏 
尔斯特拉斯定理). 

现在我们来讨论依赖于参数 a (实数或复数)的函数族 / U ， a ). 如果对于任何 
£>0,总可以找到一个5= 5 U ) ，使得当 I a - a 0 I < 5时，对于区域 D 内（或曲线 C 

上)所有的 b 不等式 

\ f ( z 9 a ) ~ f ( z ) I <e (8) 

成立，那么我们就说，当 a — 时， /( z ，《) 在区域 D 内（或在曲线 C 上) 关于 z —致 
地趋近 于函数/(%). 

完全同对序列的情形一样，可以 证明: 一致收敛的连续函数族的极限是一个连续 
函数，并且对于这样的函数族来说，极限关系式 


lim f ( z 9 a)dz = 

a ^ a Qj C 



lim f(z 9 a)dz 



(9) 


也必成立. 

在以后我们将需要涉及沿着无限曲线的积分—— 反常积分 ，在那时我们将总是 
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只考虑这样的一些曲线 C ， 即它们在任何一个圆内的曲线段都是逐段光滑的.给定在 
c 上的那些函数 / U ) ， 我们将假定是逐段连续并且是有界的. 

现在我们来定义函数 / U ) 沿着一条无限曲线 C 的积分.先设 C 仅在一端是无 
限的， a 是它的端点.我们把以 a 为端点而其长度等于/的 C 之一部分记作 C , ，于是 

作为定义，令 

/% /% 

f(z)dz — lim f(z)dz ， (10) 

J c 卜 c, 

而且，如果这个极限存在，我们就说(反常)积分 (10) 收敛.如果曲线 c 在两端都是无 
限的，那么我们就用任意一个点 a 把 C 分成两个部分，并定义沿着 C 的积分为沿着 
这两个部分的积分的和. 

设函数 / U ，？) 对于区域 D 内所有的点 z 以及对于曲线 C 上所有的点 （ 都有定 
义.如果对于任何 e >0, 总能够找到一个数 / u ， 使得当时，对于 D 内所有的点 z 

都有 

f f(z y ^)d^ - f f{z^)d^ <e (11) 

J c J c t 

(我们假设， c 只有在一端是无 限的; 可以像在上面那样，把它推广到一般的情形中 
去），我们就说，积分 

F(z)= \ f(z ， ⑽ 

J C 

在区域 D 内一致 收敛. 

定理 4如果函数 / U ,() 对于单连通区域 D 内所有的点2与对于曲线 C 上所 
有的点？来说，依照 z 是解析的，依照？是逐段连续的，又积分 

F(z)= \ f(z ， ⑽ (12) 

J C 

在区域 D 内一致收敛，那么 F ( z ) 是一个在这区域内的解析函数' 

为了证明定理4,我们要利用柯西定理的逆定理.按照那个定理，如果函数 FU ) 
在单连通区域 D 内是连续的，并且它的沿着任何一条属于这个区域的闭周线的积 
分，都等于0,那么它在这个区域 D 内一定也是解析的(这定理的证明见下一目）. 

由所要证明的定理的假设条件中，可以用通常的方式(如同定理2或关系式 (9) 
那样)来证明函数 FU ) 在 D 内是连续的.余下还要证明， FU ) 沿着属于区域 D 的 
任何一条闭周线 r 的积分都等于0,我们有 

' F(z)dz=\ If f{z^)d^\dz. (13) 

Jr J r (J c ) 


* 比较第 19 目中的定理 1. 
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由于积分 (12) 是一致收敛的，根据数学分析中已知的 定理' 可以在 （13) 式的右 
端中交换求积分的次序，于是我们得到 

F(z、dz 二 { f{z y ^)dz } d^ = 0, 

Jr J c [Jr ) 

因为里面的那个积分按照柯西定理是等于 0 的.于是定理4得证. 

注意，在有界曲线 C 的情形，要使函数 FU ) 在 D 内是解析的，并不需要任何关 
于积分 (12) 的收敛性的补充假设——这可从没有补充假设下在关系式 (13) 中交换求 
积分的次序的可能性得岀. 

17. 高阶导数 按照定义，解析函数——这是在某一个区域 D 内的每一个点处 
都具有导数的复变函数(见第5目）.我们来证明，由函数的解析性，便可以自动地得 
出，它的所有的各阶导数也都存在并且是解析的. 

定理 1( 柯西， 1842) 如果函数 / U ) 在区域 D 内是解析的，在 D 上是连续的， 
那么它在 D 内的每一个点处都具有所有各阶的导数，并且其第 w 阶导数可以用公式 





n ! 
2 m 




/( ⑽ 

C (?- z) n 


( 1 ) 


来表示，其中 C 是区域 D 的边界. 


设^是区域 D 的任意一个内点.根据导数的定义，并且对于点 





+ /1应用第 


14目中的柯西公式，我 们有: 


f { z ) 




f(z + h ) - f ( z ) 


h 


1 7 lim 1 




Zm h—oh 


/(?) 





^ — z — h 







7 lim 


/(M 


2 m h-^oj c - z — h)(g — zY 


但是，当 / I —0 时，显然函数 卜 对于 c 上所有的点 （来 说都是一致地趋于_ 
的，所以根据上一目中的定理 2( 对依赖参数/ I 的函数族的情形），这极限存在，并且 



2 m 


J C 


m)dK 


( 2 ) 


对于〃=1，定理已经证明了.假设这定理对于一个正整数 w - 1来说是正确的， 
那么就可以用完全同样的方式来证明它对于〃来说也是正确的.这样就完整地证明 


了这个定理. 


注 1 从证明中可以看出，还可用下述的形式来表述这个定 理:如 果函数 〔) 

在区域 D 的边界 C 上是连续的，那么用柯西公式来表达的函数 


在这区域 D 内是解析的. 


f ( z ) 


2 m 




c 


cp ( K)dK 


(3) 


* 见 OHXTe _ b u ， 第二卷，第 733 页.在那里所说的是关于实变量的定积分的，但是在引进参变量及分开 
积分 (13) 式的实数部分与虚数部分之后，就可以化成这样的积分. 
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注2 


把柯西公式从形式上对 



微分，也可得到导数公式 （1); 所证明的定理肯 


定了这样的微分过程是合法的. 

由公式 (1) 可以导出重要 的柯西不等式 .把函数 / U ) 的模在区域 D 内的最大值 
记作 M ， 从点％到 D 的边界的距离记作只，把这边界（：的长度记作/，由 （1) 我们有 


j U \z) 


n ! 
2/r 


J 


f (⑽ 

C z) tl 





Ml 


27tR n 


⑷ 


特别，如果 / U ) 在圆内是解析的，那么，取这个圆作为 D ， 我们得到 


l / M Uo ) l <^，” 二 0，1，2,… （5) 

这就是我们所要证明的柯西不等式. 

我们利用所得到的结果来证明解析函数论中的两个重要 定理： 

定理 2( J . 刘维尔 ( J . Liouville ) * * *** ) 如果函数 / U ) 有界，并且在整个平面内都是 
解析的，那么它必是一个常数. 

设在平面内处处都有 l / U )|< M .对于平面上的任意一个点 z 与任何 i ? 来说， 
不等式(5)在〃 = 1的情形下给岀 

由于这里的左端与无关，而右端当只增大时可以变成随便怎样小，所以 l / u)l 
二 0. 由此可见，在整个平面上 / u )=0 .从此，根据第12目定理4得岀 

f ( z ) _ f ( z Q ) 二 f ( z ) dz = 0 , 

J z () 

亦即函数 / U ) 是常数.定理得证. 

注定理容许如下的拓广. 

如果函数 / U ) 在整个平面上解析，并且它的模增长不比 M | z | "快，其中 w 为整数， iVf 为常 
数，那么这函数是幂次不高于 W 的多项式 

证明与前面相类似.设 A 是平面的一个任意点，由不等式 (5) 我们有 

I 广 +1) “)1<學#(” + 1)!， 

注意到 I d < I I +尺，当尺―⑺时过渡到极限后我们得到 / w+ " U ) 二0.因为 Z 。 是平面上任意 
一点，所以 / M +1) U _ o , 由此用上面同样的方法不难得出所需要的结果. 

下一定理是第12目中柯西基本定理的逆定理. 

定理 3( 莫莱拉 ( Morem ： T *，1886 年）如果函数 /( z ) 在一个单连通区域 D 内 
是连续的，并且积分 f f ( z ) dz 沿着任何一条位于 D 内的闭周线 C 都等于0,那么 


* 这定理是柯西 (1844) 首先证明的，但是在法国数学家刘维尔 ( 1809— 1882) 的著作中实际上已经被使用过了. 

絲 特别，当 rz = 0时我们得到定理 2. 

*** G. 莫莱拉，意大利数学家 (1856 — 1909). 
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/ U ) 在这个区域 D 内是解析的. 

从定理的条件可以推知，在区域 D 内积分 f f ( z ) dz 与积分的路线无关，这就 
是说，当固定点时，这个积分便确定了 Z 的某一个 函数： 

F ( z ) — f ( z ) dz . 

逐字重复第12目中定理2的证明，我们就看到，这个函数具有导数 F / ( z ) = 
/ U )， 即，它是解析的(在所引用的定理中，我们只用到函数 / U ) 的连续性及积分与 
积分路线无关的性质）.但此时按照本目中的定理1，函数 /( 幻作为一个解析函数的 
导数，它本身也是个解析函数.莫莱拉定理被证明了. 

§5用级数表示解析函数 


在本节中我们将讨论关于利用幂级数及其推广 —— z — a 的正次幂与负次幂的 
级数——来表示解析函数的问题.把函数展开成级数,不仅有理论意义,而且也有实 
用意义.例如，我们将指出，利用级数可以计算函数的近似值，在许多带实用性质的问 
题(解微分方程等)中，它们的解可以立刻用级数的形式来得到，等等. 

在这里我们只讨论关于函数展开成级数的基本理论命题，其中大部分都将在以 
后叙述复变函数理论及其应用时，起着极重要的作用(特别是见于第五章及其后面的 
那几章).特别，我们将要证明下面三个概念是等价 的:这 就是把§2中的意义下的解 
析函数看成是在定义区域内每一点都是可微的函数，以及把解析函数看成是在定义 
区域的每一点的邻域内都可以被表示成幂级数的和的形状的函数(见第18目中的泰 
勒定理及第19目中的定理 3) ——这又给出了建立解析函数论中的一种观念.在第 
25目中，我们把解析性的概念推广到多值函数上去后，使得这个概念更拓广了. 

18 . 泰勒级数 我们首先把数学分析中已知的泰勒公式拓广到复变函数上，然 
后在此基础上来证明，每一个在一个点处解析的函数，都可以在这个点的邻域内被表 
示成幂级数的和的形状. 

利用等比级数前 n + 1项的和的公式 


把它改写成 




的形状(这公式对于复数 g 来说也是正确的）.在函数 / U ) 的解析区域 D 内固定某 
一点 a ，并利用公式 (1) 写成 
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z — a 




现在把这等式的两端各乘以&/(?)，并且沿着某一条位于 D 内包含点 z 及 a 的闭 


周线 C ， 按（求这等式的积分.利用第14目中的柯西公式与第17目中的高阶导数的 
公式，我们便得出经典 的泰勒公式. 

+ - a ) + …+ ^ ”(广) “ - a ” + 尺"， ⑵ 


其中余项的形状是 


R 


n 


{ z ~ a) n + 
2 m 


/(m 


j 


C (?- z )(^~ a) u 


⑶ 


问题在于，要在怎样的条件下，方能使得当 W — 〜时有0;或者，完全一样，要在 
怎样的条件下函数 / U ) 方可以用它的以点 a 为中心的泰勒级数+来表示，即， 


f { z ) 



/ M) (a) 


n 


n 


( z - 


a 



⑷ 


下述定理给出了这个问题的 答案: 


定理 ( A . 柯西，1831年）函数/(幻在任何一个以点 a 为中心的开圆内，只要 
/( z ) 在这个圆内是解析的，就都可以用它的泰勒级数 (4) 来表示\在每一个属于这圆 
的闭区域上，泰勒级数一致收敛. 

函数 / U ) 在其中是解析的那个圆（以点 a 为圆心），它的半径记作 i ?， 并考虑任 
意一个数以及圆 U - a |< yyT ， 其中 6<1 是任意一个正数•设 z 是 
最后那个圆上的任何一个点，而 C 是圆周 I?-a | ^ R \ mn ^\ z ~ a \< kR \ 

\^~ a \ = R '. 因此， 

\ ^ ~ z \^ \ ^ — a \ — I 2 ： ~ a I — kR — — k ) R ', 

所以由公式 (3) 便得出 


P ― 

(z - a ) w+1 

「 /(m 


2 m ^ 

c ( ^ - z ) ((- a ) w+1 


^k n + 1 R /n + 1 M-lnR' _Mk n + x 
〜 2 ^ R /n+2 (l-k)~T r F 9 

其中 M 是 / U ) 的模在圆 U - a |< JT 内的最大值(函数 / U ) 在这个圆内是解析的, 
因而是有界的）.因为々<1，由此可见，当 72 — w 时，0,并且对 K 的估值与 z 无 

关.所以，在任何圆 U - a I 〈紐/内(其中0<6< 1) ，泰勒级数都一致收敛. 

由于任意一个位于使函数 /( 幻是 解析的那个圆内的闭区域，总可以被完全放入 
某一个圆 k - al 〈伙 /内，其中 oc ^ cucxirci ?， 所以在这样的区域上级数也一 


* 对(实数幻这种形状的展开式最早出现在 B . 泰勒 (1685 — 1731)1715 年发表的文章中，但是仅在1742年 
麦克劳林 ( Maclaurin ， 1698— 1746) 才系统地用它. 
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致收敛.定理证明完毕. 

因此，任何一个在某一个圆内解析的函数，都可以在这圆内用幂级数来表示.在 
这里发生了一个问 题:反 过来，是不是任意一个收敛的幂级数的和，都是一个解析函 
数呢？要回答这个问题，必须先讨论幂级数的某些性质.这个我们放到下一目中去 
做，而现在则列举一些初等函数的泰勒展 开式： 


〆 二 1 + Z + 








(5) 


(对于任何 z 来说都收 敛)； 

2 3 ' 

ln(l + 2:) = 2 ： — + -， 

〜 (6) 

(l + z)Ll + az + ^ ] ^z 2 + a(a — 1 3 ) ! (a — 2 ) z 3 + ~* 

(对于 M < 1 收敛; 这些展开式一望而知是为那些单值分支的，它们在 z = 0 时分别 
等于0和 1) .获得这些展开式的方法，也同在通常数学分析中的方法完全一样，对这 
些我们不多说了. 

19. 幂级数 我们先从两个与由解析函数组成的一致收敛级数有关的普遍定理 
开始，这些定理最早由 K . 魏尔斯特拉斯于1859年证明的.第一个定理指明，一致收 
敛的极限保持了解析性性质. 

定理1设 / oUh / iU )， …， /„ U )， …是定义在单连通区域 D 内的解析函数 
序列，假如级数 


XI fn( Z ) ⑴ 

w = 0 

在这区域 D 内一致收敛，那么级数和在 D 内也是一个解析函数. 

事实上，根据第16目，级数 (1) 的和 sU ) 在 D 内连续.设 C 是位于 D 内的任何 
一条闭周线•，由于级数 (1) 的一致收敛性可以沿着 C 对它进行逐项积分，并且得到 



s(z)dz 


2 



C 


f n (z)dz = 0, 


因为根据第 12 目中的柯西定理，解析函数 /„ u ) 沿着单连通区域内一条闭周线的积 

分等于0.现在按照第17目中的莫莱拉定理我们能够确信，函数 〆 z ) 在区域 D 内是 
解析函数，定理得证. 


* 在这公式中 a 为任意一个复数.在自然数 a = w 的特殊情况,级数终止在第 n 项，从而在整个平面内是收 
敛的. 


用级数表示解析函数 
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第二个定理表明，对于解析函数，有关级数的逐项微分的可能性问题，解决起来 
比通常数学分析要简 单些： 

定理 2 由在区域 D 中解析和在 D 中连续的函数组成的任意级数 （1)， 在 D 中 

一 致收敛，那么可以在 D 中逐项微分任何次数. 

设 S 是区域 D 的边界线 C 上任意一点，而 z 是该区域的任意一个内点.因为当 
固定^时，差的模有下界为一个正数，所以级数 f ； t / ,,( ^ + ] (其中6为任 

意自然数)关于？在(：上是一致收敛的.因此，可以沿着 C 对它施行逐项积分，这就 
意味着，级数 

AL 「 /" ⑴邱 — 七 r (k) ((?) 

2 m r ( t - z ) k+] 人 ( z ) ⑵ 

n^O ^ JlL J c V b Z} ” 二 0 

(对级数的每一项，我们使用了第 17 目中的柯西求导公式）.留下要证明的是，级数 

* 

(2) 的和是级数 (1) 的和 的々 阶导数.但是根据一致收敛性，可以把公式 (2) 的左 
边部分写成如下形状 


AL 

2 m 





n 


C 


(?- 


Z 


k+i ^X> 


k\_ 

2 m 



;( z ) 


c 


(?— 


z 


k ^-1 


(k) 


( z ). 


(我们再次使用同一个柯西公式），这就是所需要的. 


注 


为了证明闭区间] 5 中解析函数构成的级数的一致收敛性，只要求它在这区域边界上一 


致收敛就足够了.这直接由第15目中的最大值原理推出，按照这一原理 



⑼ 


/;,+ 1 ⑴ +/;, + 2(之）+ 


» «參 


max| f n + ] (?) + / w + 2( ?) + 


_ • 


注2简单的例子说明，定理2可以确认的只是在区域 D 内由导数组成的级数的收敛性，而 


不是在 D 内.事实上，级数 



显然在闭圆 U | <1上是一致收敛的，因为它在闭圆上受一个收 



敛的级数2 


控制.但是导数级数 





M 一 

S 七 


(按照定理2在 | Z | < 1时是收敛的)在圆的边界点 



1上是发散的. 

在今后幂级数将起着基本的作用.下述这个定理阐明了它的收敛性的 特征: 


定理 3( N . 阿贝尔 ( N.Abeir ，1826 年）如果幂级数 乏] ^(%-“）"在点：^处 

?/ = 0 

收敛，那么它在满足不等式 | 2 ： — a | < \ z 0 — a \ 的任何点 2 ： 处也必收敛，并且在任何 
一个圆 \ z ~ a \ ^：k I 2 ： 0 — a I (0< 々 < 1) 内，这级数都是一致收敛的. 

我们假定 z 是圆内的任意一个点，并把级数的第 n 项表示 
成 



* N . 阿贝尔 （1802 —1829)，挪威数学家. 
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的形状.由于级数在点^处收敛，它的一般项趋于零，所以它在这个点处是有界的， 
即，对于一切 w 都有1^(以-幻’1<]^.除此之外，根据所给条件我们有< 

Zo a 

々.因此，对于一切 〃都有 

\ c n ( z ~ a ) n \< Mk \0< k < l . (3) 

由此便得出级数在圆 \ z - a \< k \ z 0 - a \ 内是一致收敛的.由于数 A 可以取得随意 
地与1接近，这样就证明了级数在圆 U - a |<| z 0 - a | 内的任何一个点处都是收敛 
的，阿贝尔定理的证明于是便完成了. 


从阿贝尔定理可以 导出: 幂级数的收敛区域是一个以点 a 为圆 

w = 0 

心的开圆(它也可能退化成一个点，或者充满整个平面），或许还有在这个圆的边界上 
的某一些点.这个圆的半径，叫做这幂级数的收敛半径. 

我们来指出一个确定收敛半径只的 公式： 

lim ^ \ c n I , (4) 

XV n~^°° 

其中 M 示上极限*，这个公式是 A . 柯西在1821年所得到的，到 J . 阿达马 ( J . Hadamard ) 才主要 
地加以使用 （ 已经在20世纪里了）.它被称做柯西-阿达马公式. 

要导出这个公式，必须证 明:对 于满足 (0<々< p 的任何 z ， 幂级数都 收敛; 而对 
于满足的任何 z ， 这级数都发散.根据上极限的定义/对于任何 e >0, 总可以找到这样 

的一个〜，使得从 n () 起都有^^^^< + + e . 我们选取 e 使得+ + ，于是当并 

R m ^ 


且 | z - a |< 祕时，我们就有 


\ c n { z - a) n I < — 

R n 





由于 A < 1 ，所以根据熟知的比较定理，由上式左端的那些项所组成的级数，是收敛的 • 

并且，从上极限的定义我们 有:对 于任何£>0,我们总可以找到无穷序列 n = n k ，使得对这些 


〜来说都有>去 - e ，即， 

c n ( z ~ a ) n ^ I > 

k 



)( Z ~ a )\\ 


但是，当 I z - a I >只时，总可以选取 e 使得有 - e )\ z ~ a \ >1，所以就对应于 e 的那些无穷序 
列《 = &来说，项、 ( z - a )、 的模将无限制地增大，因之，级数是发散的(它的一般项不趋于 0). 

k 

魏尔斯特拉斯定理与阿贝尔定理对上一目末所提出的那个问题给予了肯定的回 
答： 


* 见 OuXTeHTOJTbU ， 第 1 卷 . 
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定理 4 任何一个幂级数的和，在它的收敛圆内都是一个解析函数. 

事实上，设 U - a \< R 是我们的幂级数的收敛圆.在任何一个圆 U - a\<kR 
内(其中0<々<1)，根据阿贝尔定理，级数都一致收敛.而由于级数的项 c 7 t { z ~ a) n 

都是解析函数，所以根据魏尔斯特拉斯定理，它的和在这个圆内也必然是解析的.但 
是因为在收敛圆内的任何一个内点 z ，都可以被放在某一个圆 \ z - a | ^kR ,0< k < 
1的内部，所以这样就证明 了:级 数的和在它的整个收敛圆内都是解析的. 

最后，我们证明下述定理是成 立的： 

定理 5 任何幂级数都是它的和的泰勒级数. 

事实上，设在某一个圆内有 

oo 

/(之)二2 c ti (z - a ) u . ⑸ 

这时令 z 二 a ，我们得到 f ( a ) = c 0 . 对 i 数 (5) 进行逐项微分，然后令 z = a ，我们得到 

/(a ) = q . 继续逐次对级数 (5) 微分并且在每微分一次之后都令 z = a ，我们便得到 

f ( a )^2 c 2 , /〃( a )=3! c 3 ，… ，/ U) ( a ) 二 w ! c 、，•"• 

因此， 



所以级数 (5) 其实就是函数/(幻的泰勒级数. 

定理5叫做展开成泰勒级数的展开式的唯一性 定理， 因为由它便可以得出 :不论 
用任何方式把解析函数 / U ) 展开成幂级数，其所得到的展开式，总是这个函数的泰 
勒展开式. 

此外，由这一定理和第18目中的定理可以得出，幂级数 (5) 的收敛半径与从圆心 
a 到该级数的和的解析性被破坏的最近点的距离相同.例如第18目中级数 (6) 的收 
敛半径等于1，因为在 z 二 -1 时它们的和失去解析性(当然，我们只对 a 不是自然数 
来讨论第二个级数). 

20. 唯一性定理 在第14目中我们已经知道，一个解析函数可以由它在解析区 
域的边界上的值来完全确定.作为这个定理的补充，在这里我们要证明 :一个 解析函 
数，可以由它在任一点列上的一组值来完全确定，只需这点列向其解析区域的某一个 
内点收敛， 

我们先从与解析函数的零点有关的一个定理开始.设有任何一个点 z = a ，函数 
/( 幻在其上取0值， /( a ) 二0，这个点就叫做函数 / U ) 的 零点. 如果一个解析函数在 
它的零点 a 的邻域内不恒等于0,那么在它的以点 a 为中心的泰勒级数中，不可能全 
部的系数都等于 0( 不然的话，级数的和就要恒等于0 了）.这个展开式中那些异于0 
的系数的标号最小的那一个，叫做零点 a 的阶数.因此，在 n 阶零点的邻域内，函数 
的泰勒展开式的形状是 

f ( z ) = C n (z ~ a) Tl + C n+A (z- a) n + l + …， （1) 
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其中 C n ^0 ? n - 

显然，零点 a 的阶数，也可以这样来 定义： 它就是最低阶的异于0 的导数 / n )( a ) 
的阶数. 

显然也可以知道，在 n 阶零点的邻域内，解析函数 / U ) 可以表示成 

f ( z ) = ( z ~ a ) n cp ( z ) (2) 

的形状，其中函数 

( p { z ) = c n + c n + l ( z ~ a ) + ••• , cp ( a ) = c n ^0 (3) 

在点 a 的邻域内也是解析的(因为它可以用收敛的幂级数来表示）. 

由于 〆 ％)是连续的，所以它必在点 a 的某一个邻域内处处异于0.由此便有 

定理 1设函数 /( z ) 在它的零点 a 的邻域内是解析的，并且在点 a 的任何一个 
邻域内，都不恒等于 0. 那么就必有点 a 的一个邻域存在，在这邻域内函数 /( 幻除 a 
以外没有别的零点. 

从这个已证明的定理中，就可以导岀我们在本目开始时已经说起过的那个解析 
函数的唯一性定理. 

定理 2如果函数，^)与 / 2 ( z ) 在区域 D 内都是解析的，并且在向区域 D 的 
一 个内点 a 收敛的某一点列〜上，这两个函数的值相同，那么在区域 D 内必定处处 

都有 

f \、之 • 

为了证明这个定理，我们考虑函数 

这函数在区域 D 内是解析的，并且那些点 A 都是它的零点.由此可见， / U ) 必定在 

点 a 的某一个邻域内恒等于0,因为假如不然的话，就要同刚才所证明的定理1相冲 
突了 .因此，函数 / U ) 的全体零点的集合，至少具有一个内点. 

我们把函数 / U ) 的零点集合的所有内点的总和记作 &如果 €与 D 相合，那么 
我们的定理便已被证明了，而如果《仅是区域 D 的一个部分集合的话，那么我们总 
可以找到集合€的一个边界点6,使它同时又是 D 的内点.因此，集合6中存在收敛 
于点6的序列，并且由于 / U ) 在点6处是连续的，我们有 /( 6 ) = lim /( 6 J = 0， 

即，点6是 / U ) 的零点.另一方面， / U ) 在点6的任何一个邻域内都 i 能恒等于0, 
因为不然的话6就是集合€的内点，而不是一个边界点了 .由此，根据定理1便可得 
出，在点6的某一个邻域内没有 / U ) 的任何一个别的零点，但这就与&是集合沒的 
边界点这一事实相矛盾.所得到的矛盾情形，证明了唯一性定理是正确的. 

从唯一性定理可以 得出： 在某一个区域 D 内解析而且不恒等于0的一个函数 
/ U )， 既不可能在区域 D 的任何一个子区域内都取0值，也不可能在任何一段位于 
D 内的弧上都取0值，甚至于也不可能在 D 内一个向它的某一内点收敛的点列上都 
取0 值. 
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但是，很容易举岀这样的例子，函数的零点的无穷序列可以向函数的解析区域的 
一 个边界点收敛:函数/’(2：)=^11丄在由点2：,,=丄 O = ± 1，±2,…）所构成的那个 

z rm 

无穷点列上都取0值，而这点列是向点^二0收敛的. 

21. 洛朗级数 泰勒级数是一种工具，很便于用来表示在圆形区域内解析的函 
数.但是，还需要有一种工具，可以用来表示在别种形状区域内解析的函数，这也是非 
常重要的.例如，当研究在点 a 的某一个邻域内，除了点《本身以外处处解析的函数 
时，就需要来考虑具有 o < U - « I < i ? 形状的环形区域.事实上是，对于那些在环形 
区域 r <\ z ~ a\<R 内(其中 r >0， i ?< oo ) 解析的函数来说，可以建立按照 （ z - a ) 

的正次幂与负次幂而展开的式子，它的形状为 


f ( z ) 


^ c ， 人 z — a )" ， 


⑴ 


n 


这是泰勒展开式的拓广.在本目中我们就要来讨论这样的展开式. 


设函数 / U ) 在某一个环形 K ： r <\ z ~ a \< R 内（其中 r >0, i?<oo ) 是解析 


的.我们任意选取两个数/与 iT ， 使 rCr / CJTCi ?， 以及 


个数々，0<6<1，然后 


/ 


来考虑环形 U-a I 在这个环形的任意一个内点 z 处，我们可以把 f ( z ) 


照柯西公式(第14目）来表示，这公式在现在的情形下的形状是 


f ( z ) 


2 m 


其中的那两个圆周 C ： \ a 


「 fAKUK- 

J c Z 

及'与 c : I f — a 


2 m 




. fAKUK 

c ^-z 

/ 都是按逆时针方向通过的. 


⑵ 


对于第一个积分，_有所以，在这积分中的分式，可以 


展开成一个在 C 上关于 （ 一 致收敛的等比级数： 






a 


丄 , z — a , 

^ (?~ a ) 2 


( z ~ a) n , 

U +i + 


(-a 


这个展开式乘以 &/ U ) ，然后再逐项对 e 求积分（由于级数一致收敛，这样做是可 


以的），我们便得出了一个把 (2) 式中的第一项展开成幂 级数: 


f \( z ) 


2 m 


c 


/( ⑽ 


2 C H (Z- a ) tl ， 


⑶ 


n = 0 


其中 


c 


i r nodK 


2m J c (?-a) wH 


n 


0，1，2, …）. 


⑷ 


/ ，0 (a) 


要注意，我们不能把表达式⑷像在第 18 目中那样地表示成的形状，因为 ，一 
般说来， / U ) 在点 a 处不是解析的. 
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对于 (2) 中的第二个积分，我们有 

^ < K : k <\， 

z — a r 


因此，级数 


^ z z — a 



在 C 上一致收敛. 

同前面一样，我们可得出一个把 (2) 式中的第二项展开成幂级数，但现在是按照 
(2： - a ) 的负次幂来展开的： 


其中 



X) C- n {z- a)~ n , 


(5) 


(卜 a )"- 1 % (n 二 1，2,3, …). （6) 

我们在公式 (5) 与 (6) 中，用历经整数值-1，-2,…的 n 取代历经整数值1,2,… 
的 - n ，因此，把两个展开式 ( 3 ) 与 ( 5 ) 合并成一个，我们便得到 


f ( z )= f x ( z ) + f 2 ( z ) = 2 c n { z - a ) n . (7) 

并且，根据第 13 目，在公式 (4) 与 (6) 中的那两+圆周 C 与 c ， 都可以用任何一个圆周 

其中 /〈 pCJO 来代替.所以这两个公式也可以合并成 一个： 

c, ' = 2kI ( ^- 1 )" + 1 ( M =0, 土 I 士 （ 8 ) 

在这里所得到的函数 / U ) 的按照 z - a 的正次幂与负次幂的展开式具有依公 
式 (8) 所规定的系数，这个展开式 (7) 就叫做函数 / U ) 的以点 a 为中心的洛 朗展开 
式; 级数 (3) 叫做这展开式的正 则部分 ，级数 (5) 叫做它的主要 部分. 

因为在我们的讨论中，/与可以取得随意地接近 r 与1?，而 々与 1的相差也可 
以随意地小，所以对于函数 / U ) 在其中解析的那环形内所有的点展开式 (7) 可以 
认为已经建立. 

根据阿贝尔定理，洛朗级数的正则部分在圆 \ z ~ a \< R 内处处收敛，并且在任 
何一个圆 | z - a |</ y ?(0< A < l ) 内，它都是一致收敛的.主要部分代表一个关于变 

量 Z = 1 的幂级数，因此，根据同一定理，当 | Z |< l / r 时它收敛，亦即它在圆 

z — a 


z-al > r 的外面处处收敛，并且当 k - a | (0<々<1)时，它也是一致收敛的. 

这样，我们便已经证 明了： 
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定理 1( 洛朗 ( P . Laurent ) , * ** 1843年）在一个使函数 /( z ) 解析的任何环形 K : 
r <\ z ~ a\<R 内，这个函数 / U ) 可以用它的洛朗级数 (7) 来表示，这级数在属于环 
K 的任何闭区域内都是一致收敛的. 

完全同在第17目中一样，从洛朗级数的系数公式(8)，可以导岀下述柯 西不等 
式:如 果函数 / U ) 在圆周 \ z ~ a\=p 上是有界的，设 |/ U ) KM ， 那么便有 

\ c tl \<^ U =0，± l ，±2，〜）. (9) 

P 

最后，我们要注意，任意一个形如 


〉 ▲ c„(z - a) u 

的级数的收敛区域，总是某一个圆 U-a I <1?，其中 0<r< 0 <只<^. 
这很容易用阿贝尔定理来证实，只要把级数分成正则部分与主要部分就是了.对于 r 
< R 的情形来说，下述定理成立. 

定理2 如果级数 


D c n { z - a) n (10) 

在环形 r <\ z ~ a\<R 内收敛，那么它的和/(幻在这个环形内必是解析的，并且展 
开式 （10) 是函数 /( z ) 的洛朗级数. 

实际上， /( 幻是一个解析函数这事实，可以像上一目的定理4那样，稂据阿贝尔 
定理与魏尔斯特拉斯定理来证明.并且，在任何一个圆周 y ：\ z ~ a\=p (其中 r<p 
< J ?) 上，级数 (10) 都一致收敛，而且在乘以 U - a ) — " — 1 U =0，±1， ±2,…）之后仍 
保持这性质.如果把展开式 

r f } Z Li = S c k ( Z -a) k — ”- 1 

\ ^ ^ / k — 

沿着圆周 7 求积分，并利用那个对于任何整数 w 都容易证明的关系式 



(参看第13目中对公式 (4) 的证明），那么我们便得出级数 (10) 的系数的表 达式: 


_ 1 「 f ( z)dz 

Cn ~27 i} y ( z - a) tt + l9 

它与表达式 (8) 相符合.因此，级数 (10) 是函数 / U ) 的洛朗级数，于是定理2得证. 

定理2是展成洛朗级数的展并式的唯一性定理，因为由这定理便可得出 : 不论用 


* P . 洛朗 （1813 —1854)，法国数学家.定理也被 K . 魏尔斯特拉斯在1841年得到过,但是他只是在1894年 
发表了自己的结果.形如 (7) 的级数还在 L . 欧拉 (1748 年)的文章中见到过. 

** 这圆环在 r > R 时，可以是一个空集，而在 r = R 的情形中，收敛集合可能是任何一个在圆周 I z - a I 二 r 
上的集合. 
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任何方式把一个解析函数展开成按照 a 的正次幂与负次幂排列的级数，其所求 
得的展开式是这个函数的洛朗展开式. 

22. 奇点 在上一目中所发展的洛朗展开式这一工具，使我们能够在所谓孤立 
奇点的邻域内完整地研究一个解析函数的性状，这种孤立奇点是这些函数的解桥性 
被破坏的点中最简单的一种类型.如果有点 a 的一个邻域0< | z - a | < (点 a 本 
身不在内)存在，函数 / U ) 在这个邻域内是解析的，那么点 a 就叫做是函数 /( 幻的 
一 个孤立 奇点. 我们要着重指出，所讲的是关于那些使函数在其邻域内是单 值的点 
( 函数是单值的这一条件，包括在函数是解析的条件中，见第5目）.关于多值性的奇 
点，我们将在第25目中讨论. 

孤立奇点，依照函数 / U ) 在它们的邻域中的性状，可以区分成三种 类型： 

(1) 如果有一个有限的极限存在，则点 a 就叫 做可去奇点. 

(2) 如果当 z 趋于 a 时函数是无穷大， B 卩，如果存在着 


lim/'( z) = °° 

z ^ a 

(这表示了，当之― a 时，|/( 2：) l — oo )， 则点 <2就叫做 极点. 

(3) 如果@(幻不存在，则点 a 就叫 做本性奇点. 

我们来陈€函数有关它们的奇点的一些基本性质.如果点 a 是函数 / U ) 的一个 
孤立奇点，那么根据上一目中的定理1，这个函数在它的解析环形0< U - a 丨 < i ? 内 
可以展开成洛朗 级数： 


f(z) 


+ 



(z~ a) f 


+ … + 



-l 




+ c 0 Ci(z ~ a) c n (z — a) n + •••• ( 1 ) 


这个展开式依奇点的特性而有不同的形式.我们来举三个与此有关的定理. 


定理1为了点 a 是函数 / U ) 的 


个可去奇点，其充分必要条件是, / U ) 在点 


a 的邻域内的洛朗展开式中不含有主要部分. 

显然，如果 / U ) 的洛朗展开式中不含有主要部分，即，如果 /( z ) 是可用幂级数 

f(z) = c 0 + c { (z — a) + ••• + c tl (z — a) n + • * * ( 2 ) 


来表示的，那么有限的 存在+ ，所以 a 是一个可去奇点. 

反过来讲， 设点 a 3函数 /U ) 的一个可去奇点.那么，由于 &/( z ) 存在并且是 

有限的，因此函数 / U ) 在 a 的邻域内是有界的，设 | / U ) | <M 

我们利用第21目中的柯西不等式 

lcJ<Mp-\ 

因为其中的数 p 可以选取得随意地小，所以显然由此便可得出，所有具有负下标的 
系数 c „ 都等于0,因此， / U ) 的洛朗展开式不含有主要部分.定理于是得证. 


* 根据第19目中的定理4, (2) 式的右端在点 z = a 处是解析的，因而，它是连续的，并且当 z ~* a 时，它的 
极限等于级数在点 a 处的和，即，等于 q . 
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注实际上我们已经证明了一个更强的结 论:如 果函数 / U ) 在一个孤立奇点 a 
的邻域内是有界的，那么点 a 必定是这函数的一个可去奇点. 

现在已经很明显，“可去奇点”这个名称被证实是恰当的，因为只要令 f ( a ) = 
lin / U ) 二 c u ， 就可以把这样的奇点“去掉”.而且这样做了以后，函数 / U ) 在点 a 处 

•X—► /J 

将是解析的了，因为那时在整个圆 \ z ~ a \< R 内它都可以用幂级数 (2) 来表示(见第 
19目中的定理 4). 

现在我们转到极点的情形上来.由极点 a 的定义可以推知，在它的某一个邻域 
0< U - a |< J R / (其中内，函数 / U ) 是异于0的.在这样的邻域内，函数 

是解析的，对于这个函数来说，显然 limg (幻=0.因此，根据上面的定 

理，点 a 是函数的一个可去奇点，而且在令 gU ) 二0后，我们便得出，点 a 是函 
数 & U ) 的一个零点.反过来讲，如果函数 gU ) 在点^处等于0 (而不是恒等于 0) ， 

那么根据第20目中的定理1，函数/(幻=^在《的某一个邻域 0< u - a |< i ? 

内是解析的.显然，点 a 是函数 / U ) 的一个极点. 

因此，解析函数的零点与极点是十分自然地互相关联着的.我们并且规定把函数 


= 的零点 a 的阶数，称做是函数 / U ) 的极点 a 的阶数. 

定理 2要点 a 是函数 /( z ) 的 一 个极点，其充分必要条件是， /(2：) 在点 a 的邻 
域内的洛朗展开式的主要部分，只含有限多 个项： 


f ( z ) 


( z - 


a 



+ 


+ 


c 


i 



z 


a 


2 c k {z- a) 


k 


k — 0 


这时，展开式中最先的那个负次幂项的下标数，其数值等于极点的阶数. 


(3) 


设点 a 是函数 / U ) 的一个 w 阶极点.于是函数在点 a 
处有一个〃阶的零点，并且，根据第20目，在点 a 的一个邻域内它可以表示成 

g(z) = (z~ a) n (p{z) 

的形状，其中 pU ) 是一个解析函数，并且在这个邻域内 


’⑴ g(z) (z~a) fl cp(z)' 



但是函数_在点 a 的某一个邻域 k-a I <1?内是解析的，因此，它在那个邻域内 
可以展开成泰勒 级数： 



(z - a) + ### + c 0 (z — a) w + •••, 


其+〔，六到猶傾? BU 懷 4 试帕，谢门麟麟細厮却3)， 

它是在点 a 的邻域 o < U - a |< i ? 内成立的. 
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现在反过来，设展开式 (3) 在点 a 的某一个邻域0< k-a | <只内成立，并且 
c - fl ^0 . 于是函数 p (2：) = (2：- a )"/( z )，9( a ) = c _„ 在圆 |2- a |< i ? 内便可以用泰 

勒级数 

cp ( z ) = c- n + C- tl + l ( z - a ) + ••• (5) 

来表示，这就是说， U ) 是解析的•由于 limpU ) 二 c _„ 关0，所以 

lim/U) = lim , ^^ Z \ n = 00 ， 

z—a \Z ~ a ) 

于是点 a 是 /( z ) 的一个极点.函数 g ( z ) = 二 ^( piz ) 显然在点 a 处有一个^ 2 

阶零点，因此，极点 a 的阶数等于 rz . 定理于是得证. 

从所证明的这两个定理可以直接得出 

定理3当在点 a 的一个邻域内函数 / U ) 的洛朗展开式的主要部分含有无限 
多个项时，而且也只有当这时，点 a 才是函数 / U ) 的一个本性奇点. 

下述定理说明函数在一个本性奇点的邻域内的 性状： 

定理 400. B . 索霍茨基* ,1868年）如果点 a 是函数 / U ) 的一个本性奇点，那 
么对于任何一个复数 A ，总有一点列 z k ~^a 存在，使得 ) — A . 

首先，一定存在着一个点列 Q - a ， 便得&2/(%) = 00,因为假如不然的话， 

f ( z ) 在点 a 的某一个邻域内是有界的，而点 a 就将是 / U ) 的一个可去奇点了（见定 
理1后的注）.现在设已给定一个任意复数 A . 在下述的两种情形之中必定有一种成 
立:1)在点 a 的任何一个邻域内都可以找到一个点 z ， 在这个点处有 / U ) 二 A ， —— 
这时索霍茨基定理便已经证明，因为这样的点构成一个序列 z k — a ，在序列的所有点 

处都有 f ( z k )= A ;2) 在点 a 的某一个邻域内函数 / U ) 不取 A 值. 

在第二种情形中，函数 = 在所说的那个邻域内是解析的.点 a 既 

不可能是函数 gU ) 的极点，也不可能是它的可去奇点，因为假如 a 是函数 g ( z ) 的极 
点或可去奇点，就要存在着有限的或无限的极限 lj ^/( z ) = Hm ( A + ^ jj . Hilt , 

点 a 必是函数 gU ) 的一个本性奇点.根据刚才所证明的 ，一 定有一个点列 a 存 
在，使 limg "( A ) = ° o .对于这点列来说，显然有 

lim/() = lim (A + 卜 A ， 

于是证明了索霍茨基定理. 


* 这个定理通常认为是属于魏尔斯特拉斯的，但是它在俄罗斯数学家尤利安•瓦西里耶维奇•索霍茨基 
(lOjinaH BacHjibeBH ^ Coxoukhh ,1842 一 1929) 的学位论文中已经被证明，并且在魏尔斯特拉斯的论文出现之前八 
年，就已经发表了.与索霍茨基同时意大利数学家卡索拉基 (F.Kasorati) 也得到了这一定理、 
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索霍茨基定理同这^目中前面的那几个定理，使我们能够 断定: 在一个孤立奇点 
的邻域内，解析函数或者趋于一个确定的(有限的或无限的)极限，或者是完全不确定 
的，即，可以(循着不同的点列)趋于任意一个预先给定的极限.任何中间情形都是不 
可能的. 

我们来举几个初等函数的例子，它们具有不同类型的 奇点： 

例 1函数在坐标原点处都有一个可去奇点.要证实这个，最简单的办 

Z z Z 

法是利用第18目中大家所熟知的泰勒展开式(5)，与本目中的定理1.例如，在任何的情形下 
我们总有 

sin z — ' z 2 . z 4 

之 1 3! 5! ， 

所以点 z = 0 是函数^的一个可去奇点. 

z 

例2函数—有无限多个极点，就是点± 7 7 t { 2 k + \) i , k = 0 , ±1，±2,…，在 

/ +1 

这些点处分母变成 0( 这些点排列在坐标轴的那两条等分角线上）.所有这些极点都是一阶极点，因 
为函数^ = / + 1在这些点处都有一阶零点(其导数在这些点处不等于 0). 

/U) . 

例3函数 d，sin 1 ，cos 1在坐标原点处都有本性奇点.要证实这个，最简单的做法是，在第 

Z Z 


18目的泰勒展开式 (5) 中用1来代替 z . 然后再利用本目中的定理3 (例如，在任何^关0的情形 

Z 

下，我们都有 



我们举这三个函数中的第一个作为例子，来检验索霍茨基定理的正确性.对于 A = 00, 可以取 
^ z k -\ ,k = \ ，2,3,…来作为这定理中的点列 A ，因为，显然我们有 lim f(z k )= \\me k = 对于 

K k-^oo k-^oo 

A = 0, 可以取 a = - j J = l ，2,3, …，因为在那时就有 lim / U )= lim〆 =0; 最后，对于一个有 


限数 A 参0,我们可以取 a = 「 A } 0h . ，々二 1，2,3,…，于是 lim / U )= lim g lnA + 2fer/ : A (记号 In 

In A + Zkm 卜 oo ^oo 

表示对数的某一个值). 

例 4 函数 / U ) = 4—在坐标原点处有一个非孤立的奇点，因为坐标原点是这个函数的极 


点 Q = 土 


7^1 的聚点 (参 看例 2) . 


根据奇点的特征，可以区分出下述简单的两类单值解析 函数： 

(1) 整函数如果函数 / U ) 完全没有奇点'那么 / U ) 就叫做是 一个整函数, 


* 在这里和随后的定义中谈到平面的有限点，在主要内容中不强调这一点，因为无穷远点的概念我们将在 
后面的第24目中引人. 
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或全纯函数. 根据第18目的泰勒定理，可以断定，任何一个整函数都可以用一个在整 


个平面内收敛的幂级数 I ] 来表示(而且，反过来，每一个可以用一个处处收敛 

w = 0 


的幂级数来表示的函数，也都是一个整函数）.所有的多项式，指数函数 ， sin ^,cos ^ 
等，都是整函数的例子.显然，整函数的和，差与积，都仍然是整函数. 

(2) 分式函数 如果函数 /( 幻 除了极点以外没有别的奇点，那么 / U ) 就叫做 
一个分 式函数，或亚纯函数 .从这个定义可以 得岀： 在任何有界区域内，一个亚纯函数 
只可能有有限多个极点.事实上，假如在一个有界区域内它可以有无限多个极点的 
话，那么就必定存在着这些极点的向某一个点 a 收敛的序列，这个点 a 就是一个非 
孤立奇点，而不是一个极点了.但在整个平面上，极点便可以有无限多个.所有整函 
数，有理函数，三角函数等，都是亚纯函数的例子.显然，两个亚纯函数的和，差，积与 


商，以及一般地说，亚纯函数的任何有理函数(/ pA ， …， / J ， 都仍然是亚纯函数. 

关于整函数与亚纯函数的详细讨论，见第五章. 


23. 留数定理.辐角原理 在这里我们要介绍一个对以后的应用极端重要的概 
一函数的留数这概念_，并证明一些与其有关的一般性的定理.留数的计算的例 


念- 

子，与其各种应用，我们将放在后面来讨论(主要是在第五章与第六章中）. 

设点 a 是函数 / U ) 的一个孤立奇点，7是以点 a 为圆心的沿正方向行进的某一 
个足够小的圆周 U-a |= 卜则数 



f ( z)dz 




叫做 /( z ) 在奇点 a 处 的留数 ，记作 res /( a ). 根据第13目我们知道，当^足够小时， 
留数的值与 p 的值无关. 

从第21目中的洛朗级数的系数公式 (8) , n =~ l 时可以直接 导出： 


res /( a ) 



( 2 ) 


即，函数 /( z ) 在 一 个奇点 a 处的留数，等于 /( z ) 在点 a 的邻域内的洛朗展开式中 
- 1次幂项的系数. 

由此便得出，在可去奇点处函数的留数总等于0.在 n 阶极点处的留数，容易由 
下述公式来 求得： 


res /( a ) = 



lim ^ \( z ~ a ) n f ( z ) \. 
dz 


(3) 


要得岀这个公式，我们只需把洛朗展开式 


/(之） 二 



( z - a) n 


+ 



_參 • 


* 留数的概念是九柯西在 “MSmoire sur les integrales d 6 finies ”（1814) 中引进的.在他自己的“数学习题” 
(“Exercices de math ^ matiques ”)（ 1826— 1829) 中，他还给岀了这个概念在数学分析上的许多应用.柯西在他自己 
的著作中指出，他发展欧拉的思想，而得出了留数的概念. 


用级数表示解析函数 


乘以 U - a )" ，把所得到的等式微分 w 


1次，然后再当 Z 


a 时取极限就可以了（不 


可能直接把 


Z 


a 代入导数中去，因为 a 是 / U ) 的一个奇点) 


对于一阶极点，公式 (3) 有着特别简单的形式: 


res 


f ( a ) 


lim \(z — a ) f ( z ) \ . 


⑷ 


如果在点 a 的邻域内，函数/(幻被规定为两个在点 a 处解析的函数 的商: 


/( 


Z 


(p(z) 

中 （ Z ) 


并且 〆 《)关0,而 ip ( z ) 在点 、 a 处有一阶零点(即 0( a ) 
(4) 就可以用下面这一公式来代替： 


0,而，那么公式 


res /( a ) 


lim^7T~r (z — a ) 


( p ( z ) 


lim 



ip ( z ) - ( p ( a ) 


<p(z) 

( p ' ia ) 


⑸ 


2： 


a 


例亚纯函数 cot z 2 在点 土 


土 kjr (k = 1 , 2 , 3 , 


翁# 春 


) 处有一阶极点，在点 z = 0 处有二阶极 


点(要证实这个，最简单的办法是考虑函数 tan /的零点）.按照公式(3)，在点 z = 0 处的留数等于 


lim 姜 

z^OClZ 



cot 





in 2 z 2 — 2 z 


sin 





4 

T 



+ 


= 0 



(这也可以从下述事实来 看出: cot z 2 的以点 z = 0 为中心的洛朗展开式，只能够含有 z 的偶次幂）. 


按照公式(5)，取 




, ip ( z ) = sin z 2 , 得出在点 z = 土 


处的留数等于 


COS Z 

2 2： cos 



= 2 i = 1 


2 




留数理论的应用，主要是以下面这个重要的留数定理为基 础的: 


定理 1( A . 柯西，1825年) 


的内部，除了有限多个奇点 
绕行，则有 


a 


设函数 / U ) 在区域 D 的边界 C 上连续絲，在这区域 
，…，〜处外，处处都解析.那么，如果 C 按正方向 



C 


f ( z)dz 




9 % 

2 ni 2 res f { a k ). 


⑹ 


这定理的证明，可以从多阶连通区域的柯西定理(第 13 目）得岀.我们把每 


个 


奇点心都包括在一个小圆周 y k ： \ z - a k 


ft 内，并且把 ft 取得足够小，使所有这些 


小圆周都全部位于区域 D 内，而且彼此不相交（图 26). 由于函数 /( z ) 在由曲线 C 
与全体小圆周 h 所围成的那个区域 IT 内是解析的，在上是连续的，所以根据所 


我们把分子与分母都用它们在点 


0的邻域内的泰勒展开式中的前几项来代替. 


** 在这里以及在以后，我们说 “/ U ) 在一个区域的边界上连续”，总理解为是“沿着这区域连续”的意思，即， 
其意义是 说:在 边界上的任何一个点^处，都有极限 

lim f(z) = /( z {) ) 


存在，这时 
痕的每一边上 


^是沿着区域 D 的点来趋近的.如果 C 有重点，例如两岸割痕，那么条件可以减弱，只要求从割 
列时 / U ) 的极限值存在(并且从一边和从另一边的极限不一定要相等). 
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引用的定理， 


f(z)dz + 2 一 f(z)dz = Q ， 

J c k = l ^ 

其中所有的八都是按照顺时针的方向来行进的.我们把绕 
行这些圆周 a 的方向完全改变，并利用留数的定义(1)，按照 
这定义有 

/% 

f(z)dz = 2mres f(a k )， 

J 4 图26 

于是便得到了所需的结果 (6). 

留数定理的根本重要性 在于: 它使得我们可以把对一个“整体范围内”的量—— 
如沿着一条闭周线的有限量的积分——的计算，化成对一些“在小范围内”的量、微分 
的量——如留数就是这样的一些量——的计算.实际上，留数是利用沿无限小周线的 
积分，或者甚至于是利用简单的取极限方式(公式(3)，(4)与 (5)) 来计算的.把对一个 
“ 整体范围内”的量的计算化成对一些微分的量的计算这个方法，在数学分析中是很 
普通的(参看利用原函数来求积分的计算，原函数是根据已知的导数来确定的）.关于 
留数理论的应用，我们将专门在第五章中讲述. 

我们还要谈一谈对数留数的概念.所谓一个解析函数 /( 幻在点 a 处的 对数留 
数 ，是指 / U ) 的对数导数 

u n / u ) r = 傷 

的留数. 

显然，说起对数留数，不仅在 / U ) 的奇点处有意义，而且在 /( Z ) 的零点处也是 
有意义的.如果点 a 是 / U ) 的一个〃阶零点，那么在点 a 的邻域内 

f(z) = c n (z - a) n + c n + 1 (z - a) n + l + ^ 0 , 

因此， 

/ "(2：) = — a)” _1 + (w + 1)C„ + 1 (2 ： - a)” + …， 

而对数的导数 






nc 




+ (w + l)c n + 1 (z~ a) + 


» • « 




C n + c n ^i(z- a) + 


•參 


等式右端的第二个因子在点 a 处是解析函数，因为所以它可以展开成具 
有中心 a 的泰勒级数(级数中与 z 


无关的那项等于 n ), 于是 








d 0 (z — a) + di(z — a ) 2 + 


m m m 



+ <^ + 4(2： — <2) + "、 


这样，我们便已得出了对数的导数 Un / UW 在点 z = a 


(7) 


的邻域内的洛朗展开 
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23 




图27 


定理 3如果函数 / U ) 在区域 D 内除了在有很多个极点处以外是处处解析的， 
在这区域的边界 c 上是连续的，并且在 c 上不等于0;再假设 / U ) 在 c 上连续，那 
么这函数在 D 内的零点的总个数与极点的总个数(每一个零点与每一个极点，都按 
照它是几阶而被计算几次)之间的差，等于向量 W 绕行曲线 C 在映射 w = /( 幻下的 
像曲线 r 时的回转次数，或者，完全一样，等于在区域 d 内 / U ) 的对数留数 的和： 

N-P = ^A ca r g f( z )^\ c ^d z . ( 10 ) 


关于计算函数的零点与极点的个数的进一步结果及其重要应用，我们将在第75 
目中来陈述.在这里我们只举岀公式 (8) 的另外一种形式，它不仅顾及零点与极点的 
个数，并且还顾及它们的位置. 

我们除了考虑那个满足辐角原理的条件的函数 / U ) 之外，同时还考虑另外一个 


在 D 中解析并且在5上连续的函数 pU ). 可以是函数 g ( z ) = pU ) 的奇点 


的，显然只有 / U ) 的那些零点与极点，并且在每一个这种点 



的邻域内，这函数都可 


以展开成如下的 形状: 


g ( z ) = + j 士 一 + ••• = ± — + ••• 

r ( Z — C Z — C 

(见定理 2) ，其中的符号“ + ”用于当点 C 是 / U ) 的零点时的情形，符号“ - ”用于当点 
C 是 fU ) 的极点时的情形.由此可见， gU ) 在点 C 处的留数 等于士 ( p ( c ) rz ，在关系式 

⑻中用函数 gU ) 来代替函数，我们 得到： 

1 r 广 c J 

2^1 c <p(z)y^jdz = + … + ~ pxCpibx) - p m <p(b m ). 

(ID 

特别，当令 ( p { z ) = z 时，便有 

1 f f iz) j ^ ^ u 

2^ i \ c z i ^) dz= h nkUk ~ h pkbk ' 


( 12 ) 
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这里的右端部分表示在区域 D 中函数 /( z ) 的所有零点的和与所有极点的和之间的 

差，其中的每一个零点与每一个极点都按照它的几阶而在和中被计算几次. 

现在我们不考虑函数/(幻，而来考虑函数#(幻=/(幻-〃，其中〃是一个固定的 

复数.函数 # U ) 的极点与 / U ) 的极点相同，而它的零点则是函数 / U ) 的 a 值点，即， 

使 / U ) 在其处取值 a 的那些点.如果 / U ) 在区域 D 内除了在有限多个极点处以外是 

处处解析的，在这个区域的边界 C 上是连续的而且不取值 a ，并且/ Xz ) 在 C 上连续， 

那么公式 (10) 与 （12) 就可以应用于函数 〆 Z ) 二 / u ) 1 .于是我们便 得到： 

1 r \ 1 I … 

2^7 L ； fufh dz = 2^ Acaig ^' (z) - a}= （⑶ 

^d\c z f{z)- a dz = g - ' (14) 

其中 aj ， a 2 ，…， a / 是函数 /(2：) 在区域 D 内的 a 值点，它们的阶数+分别是 w ,， w 2 ，…， 
… ，而心1，6 2 ,…，心则是/(2：)在 D 内的极点，它们的阶数分另提 A ， p 2, …， Pm . 

24. 无穷远点 直到此时为止，我们所考虑的只是复变量平面上的那些有限点. 
但是在许多问题的讨论中，如果把无穷远点也引进来，将是很有用的.要引进无穷远 
点，最直观易懂的做法是借助于所谓的球极平面投影，就是把 z 平面投影到一个其 
南极与 z 平面相切的球面上去的投影.这种投影，使复平面上的每一个点^都同球 
面上的一个点 Z 成对应，这个点 Z 便是连接.点 z 与球面的北极的那条射线同球面 
的交点（图 28) .球极平面投影在复平面同不包括北极的球面之间，建立起一种 一一 
对应的关系.点 Z 可以看作是复数 z 的球面映像，这球面本身，就叫做复数 球面. 


Z^°° 



图 28 


为了要把这种对应关系扩大到整个球面上来，我们引进一个假定的无 穷远点 (复 
Wiz =，并把它当作是同球面的北极成对应的.数 z =〜不能像通常的复数那样 
来作算术运算.但是，譬如说，如果对于任何 M >0, 总可以找到一个下标数&，使得 

当时都有 | >M 的话，我们就说序列向无穷远点收敛： limz w = 00 ( 前 

?l —>oo 

^ 函数 / u )- a 的对应的零点的阶数，叫做 / U ) 的 a 值点的阶数. 
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面在类似的情形中，我们已经这样做了）.这种说法被证实是适当的，因为序列的点 
%的球极平面投影乙确实形成一个向球面的北极收敛的点列. 

加入了无穷远点的那个复变量平面，叫做完 全的复数平面 (于是，没有这个无穷 
远点的复数平面，就称做是 开的） .我们已经知道，完全的复数平面是与球面对等的， 
凡是与无穷远点有关的那些概念的几何表示，用复数的球面映像来表示为最方便. 

所谓无穷远点的邻域，我们是指在球面上以北极为圆心的一个圆，或者，换一种 
说法，是指所有那些满足不等式 Id >只的点 z (包括无穷远点在内）的集合.在引进 
了这个概念之后，我们便可以讨论包含无穷远点于其内部或边界上的那些区域，即， 
那些无界区域.在第3目中谈到的关于有界区域的连通阶数的定义，可以一字不改地 
移用到无界区域上来(例如，点 z = CX ) 的邻域，包括点2 = ⑺ 在内的，是一个单连通区 
域; 而把点除外的那个邻域，则是一个二阶连通区域）. 

在第5目中曾利用邻域来定义函数的极限，这定义也可以一字不改地推广到无 
穷远点&与上来.这时趋于极限^二 oo 的那个函数，叫做 无穷大 (参看第22目 

中极点的定义）. 

设函数 / U ) 在无穷远点的某一个邻域内是解析的(点 Z =〜本身除外，因为到 
现在为止，在这个点处的解析性的概念，还是未曾定义的）.第22目中的奇点的定义， 
可以不加任何改变地推广到这种函数 上来: 我们按照极限 lim / (幻是有限的、无穷 

►OO 

的、或根本不存在的，而说 z = °°是函数 / U ) 的 可去奇点、极点或本性奇点. 

但是与洛朗展开式有关的奇点的类型的准则(第22目中的定理1 -3)，这时却 
改变了，这可以从下面的讨论中看到.我们令 

% = +及 / U ) = /(+) = ?“)， 

于是函数 〆 0在点的某一个邻域内是解析的•点对于 〆 0来说是一个 
奇点，其类型与点 z = o ° 对于/(2：)来说的奇点类型相同，因为&/(2：) = lim ^ p ( ^). 

函数 / U ) 在点2 = 00的邻域内的洛朗展开式，显然可 以从 〆 在点 ？ = 0 的邻域内 
的洛朗展开式中，用一个简单的代换^=1而得到.但是在这样的代换下，展开式的 

Z 

正则部分就改变成主要部分，而主要部分则改变成正则部分. 

因此，下列定理成立. 

定理 1当无穷远点是函数 / U ) 的一个可去奇点时， / U ) 在无穷远点的邻域内 
的洛朗展开式完全不含 Z 的正次 幂项； 当无穷远点是一个极点时，展开式含有有限 
多个 Z 的正次 幂项； 当无穷远点是一个本性奇点时，展开式含有无限多个 Z 的正次 
幂项. 

如果 / U ) 在点2 = ㈤ 处有一个可去奇点，通常就说 / U ) 在无穷远处是解析的，并 
且取 /( 二 lim/U ). 这时，显然函数 / U ) 在点 z = oo 的某一个邻域内是有界的. 

Z—^OO 

设函数 / U ) 在整个复数平面上是解析的.由于函数在无穷远点处是解析的，所 
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以它必定是在无穷远点的某一个邻域内是有 界的; 设当 U | > R 时 | /( z ) | < M , .另 

一方面，由于 /( z ) 在闭圆 U |< i ^ 上是解析的（因此是连续的），推出它在这个圆上 
必定是有 界的; 设在这个圆上 I /“ ） I < M 2 .于是函数 /( z ) 便在整个平面上都是有 

界的: 对于一切的 z 来说，我们都有 I /⑴ I < M = max ( M m M 2 ). 

因此，我们可以给予刘维尔定理(第17目）以下述的 形式： 

定理2 如果函数 / U ) 在整个 z 平面上是解析的，那么它必定是一个常数. 

最后我们还要谈到在无穷远点处的留数的概念.设函数/(幻在点 z = 〜的某一 
个邻域内是解析的(无穷远点本身或许除外），所 谓函数 / U ) 在无穷远点处的留数, 

我们指的是 


res/Coo)^^ r f{z)dz, 

其中厂是一个足够大的圆周 UI =卜并且是按照顺时针方向来通过的(这样便使得 
点、 z 二⑺ 的邻域，如同有限点的情形一样，始终都保持在左边）.从这个定义可以直接 

得岀 ：函数 在无穷远点处的留数，等于这函数在点 z = oo 的邻域内的洛朗展开式中 
2： 1 的系数的负数. 

最后，容易得出 

定理3 如果函数 /( z ) 在整个2平面上只有有限多个奇点，那么所有它的留 
数，连在无穷远处的留数也包括在内，其和等于 0. 

事实上，设，…，^是函数 /( z ) 的有限多个奇点， y 是一个包含所有这些 

奇点在其内部的圆周 \ z \= p . 根据积分的性质、留数定理以及在无穷远处的留数的 
定义，我们有 


0 



f{z)dz — res f(a { ) + • • * + res f{a n ) + res /(°°), 


这便是所需要证明的. 

25. 解析延拓.解析函数概念的拓广 在本目中我们将讨论关于函数的解析延拓 
的问题，并且将要引进多值解析函数这个概念，它把第5目中的解析性概念加以推广. 

设两个没有公共点的区域 D 。与 Di 有一段公共的 

边界7 (图 29) 并且在这两个区域内已经分别给定了两 
个(单值的)解析函数/。（2)与 U ). 如果有一个在区 

域 Do + y + Di 内解析的函数 / U ) 存在，它在 D 0 中的 

所有的点处都等于 / oU ) ，在 Di 中所有的点处都等于 



f(z) 


fo(z )， 在 A ) 内， 




在仏内, 


( 1 ) 


图29 


那么我们就说，函数是函数 / o ( z ) 向区域内的直 接解析延拓. 根据唯 


性 
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定理(第20目），在给定了的区域 D 。，!^ 和一段边界7,已知函数 / oU ) 的解析延拓 

(如果这是可能的话)是单值地确定了的. 

我们引岀解析延拓的一个简单的充分条件，就是所谓连 续延拓 原理： 

定理 1设已经给定了两个没有公共点的单连通区域与，它们的边界有 
一段7是公共的，并且在这两个区域内分别给定了两个解析函数 / oU ) 与 AU ). 如 
果，除此之外，这两个函数还分别在各自区域 D 。 + y 与乃 1 + y 内连续，并且在曲线7 
上所有的点处都彼此相等，那么函数 AU ) 是函数 / oU ) 在区域 Dirt 的直接解析延 
拓. 

这定理的证明可以根据莫莱拉定理(第17目）与柯西定理(第12目）导出.实际 
上，根据我们的假设条件，函数 

ToU ) 在 内， 

f(z)=< fo(z)=f { (z), 在 y 上， （2) 

Ji(z) 9 在 DA 

在区域 D 二 De + y + M 内是连续的.我们来 证明： 它的沿着任何一条位于 D 内的闭 
周线 C 的积分都等于0.如果 C 全部在区域 D 。 内或全部在区域0 1 内，那么这就是柯 
西定理的直接推论.如果 C 属于乃^与 Di ，那么，把周线 C 在内的部分与在 Di 内 
的部分分别记作 G 与 q ，把曲线7在 C 的内部的那部分记作 c (见图29)，根据柯 
西定理(用推广后的形式，见第12目中的定理5)，我们便有 


f ( z)dz = 0, 

J Cq + c* 

把这两个等式加起来，我们得到 



f ( z)dz — 0. 




f { z)dz + 






f ( z ) dz =0. 


由此根据莫莱拉定理我们便可以得出结论说，函数 / U ) 在区域 D 内是解析的，而这 
也就是说， JSU ) 是 / oU ) 的解析延拓.定理得证. 

简短地来讲，这个所证明的定理就 是说: 如果解析函数是一个解析函数 

fo ( z ) 经过弧7 的连续 延拓，那么它必定也是 f 0 ( z ) 的解析延拓' 

以定理1为基础，我们可以把前面所引进的那个直接解析延拓的概念稍加推广. 
这就是，我们假设区域与仏除了有公共的一段边界 y 外，还可以有公共的内点 

(见图 30) ，并设在这两个区域内，像在前面一样，给定了解析函数/0心)与力 （ z ). 于 

是，如果函数/。（^与/ 〆 ;^分别在 D 0 + 7内与在 A + y 内是连续的，并且它们在 


* 在实数区域中，类似的定理并不正确 :如果 在两个相邻的开区间 U ，6) 与 （6， c ) 内分别给定了两个可微函 
数/0(1)与/ 〆 •!：）,在这两个开区间的公共边界点6处函数/0(1)与 A U ) 都连续，并且彼此相等，那么把这两 
个函数联合起来而得到的那个函数 /( I ), 就可能不是在 U ， c ) 内可微的 —— 它的图形可能在6处有一个角点. 
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7上的值都相等，我们就说，/, U) 是 / u U) 经过弧 7 的直接解析延拓. 

如果 D ( ，与 D , 没有公共内点，那么这个定义就同旧的定义一致.如果认与 D , 有 

公共点的话(例如，在图30中有公共的部分 V )，那么依照公式 (2) 所定义的那个函 
数 / U )， 在 5' 的这些点处可能是双值函数，因为不论从哪里都不能推出 / u ( z ) 与 

/, U ) 在 Y 中的点 z 处的值必须相等这个结论来.因此，解析延拓的这第二个定义， 

要比第一个定义更为一般. 

我们还要把我们的定义再推广一些.设已经给岀了这样的一串单连通区域， 

> 

D ,， …， a ，其中每两个相继的区域 A 与 R + l 都有一段公共的边界(图 31). 并 
且设在每一个区域 A 内都已经给定了一个单值的解析函数/^ U ). 如果对于任何一 
个々= 0，1，…， W -1 来说，函数厶 U ) 与厶 +1 U ) 都分别在 d a + 内与 a +1 + 

L +1 内是连续的，并且在1 +1 上它们的值相等，那么我们 便说: /„(2)是/«(2)的 
经过所给的那一串区域向区域 D ,, 内的解 析延拓 _ .当 w 二1时，我们便得到先前的那 
个定义. 



图30 



图31 


我们要注意，就是在这里，当已经是 

了时，函数 / Q ( z ) 向区域 D ,, 内的解析延拓(如果这是可能有的话)也是单值地确定了 
的.而当这区域串的一个中间环节 R 改变时，或者甚至于只要把某一段弧7^ +1 用 
区域 A 与 R + 1 的边界的另外一段公共弧么^ + 1 来代替时，解析延拓的值都可能改 
变. 

例设 D 。 与 D , 分别是环形1< M <2 中的上半个环 Im z >0 与下半个环 Im z <0, 并设 

/ 0 U ) 是函数^的用条件 0<arg z < tt 来表示的那一个分支.如果取直线段 （ -2, - 1 ) 来作为 

7oi ，那么/ 0 “)向 R 内的解析延拓，可以完全确定为函数 A 的适合条件 ;r<arg z<1tz 的那个分 
支(在 y ()1 上辐角的值必须是连续地改变的）.如果现在把 / Q ( z ) 与区域及 D , 都保持不动，而用 


* 已没有“直接的”那三个字了. 


线段、：（1，2)来替代 线段仏 ，那么/。（ 2 )向内的解析延拓确定为的适合条件- ? r<arg z 
<; r 的那个分支了(现在辐角的值在上应该是连续变化着的）.这两个延拓 /〆 = )与兄 U ) 是不 
同的，例如， 


✓ 、 / 3?rT 3m 〜 

f\(~ i)=y e^ 1 =e^~ J 


, 7 ,(- 0 =/^ = 


T 


(它们只相差一个符号）.因此，甚至只是连接那一串区域的弧改变时，解析延拓的值也确实可能改 
变. 


现在设/ 0 (2)，0 () ，0 1 与具有上面所说的意义，我们再取区域串中的一个环节 d 2 




D 0 来 


看，设区域0 2 通过线段7 12: (1,2)与！^相连接，于是解析延拓 / 2 U ) 就被确定为函数^的适合条 
件 2; r < aiKz <37 r 的那个分支，所以在上半个圆环内的任何一个点 z 处， / Q U ) 与/ 2 U ) 的值将是 
不同的(相差一个符号).我们看到，当区域 D Q 与 A 互相叠合时，在它们的公共点处，函数的值与 


它的解析延拓的值可能不同. 

所引进的解析延拓的概念，使我们可以来导岀完全解析函数(一般说来，是多值 
的)这个概念. 

设在某一个区域 D q 内已经给定了一个单值的解析函数 f 0 (z). 可能会发生这样 
的 情形: / oU ) 不论经过认的边界 C 的怎样一段弧，都是不可延拓的.例如，设是 

圆 kl < l ， 又 



/ 0 (z) = 之 2 + 之 4 + …+ z 2 +fo(z 2 ), 


因此，在那些点 z = 处，这些点位于圆 Ul = i 内接正2«多边形的顶点上，函数 
/ oU ) 也有奇点.这样，函数 / oU ) 的奇点的集合在圆周 \z\=l 上处处稠密，所以 

/。 U ) 确实是不论经过这圆周的怎样一段弧都是不可延拓的. 

在这样的情形下，我们就说周线 c 是函数 / oU ) 的自然边界， 并且把称做是 

这个函数的存 在区域 ，而这个函数本身，则称为是完 全解析函数. 

现在设尺 u ) 是可以向 A ) 的边界外面延拓的.我们考虑它沿各种可能的区域串 

的各种解析延拓.把所有的这些解析延拓的值当作一个函数 / U ) 的值来看.这样的 
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个函数我们把它叫做 完全解析函数 ，而组成它的那些单值解析函数(函数丸“）的 

那些解析延拓），则称做是它的分支.把用来实施解析延拓的那些区域串中所有的区 
域，以及用来连接这些区域的所有的弧，连接起来所得到的那个区域 D ，称做是 /( z ) 

的存在区域. 

函数 / U ) 也可以不在整个的存在区域内，而只在它的一个部分内来讨论;那时 
我们就把 / U ) 只称 做解析函数. 解析函数的这种定义，是第5目中的定义的推广，因 
为它显然也包括了多值函数的情形在内.在以后，说起解析函数，我们就理解为在这 
个较普遍意义下的解析性.而如果需要着重指出所讲的是在第5目中的意义下的解 
析性时，我们就要说单值的解析函数. 

我们用函数奇点的描述来结束解析函数一般概念的叙述，在这些点上函数的解 
析性被破坏了 .不要想像，这些点是某种例外的、不正常的，从而对应用没有多大好处 
的东西.相反，奇点在研究解析函数时表现岀最大的好处，直截了当地说，奇点中具有 
有关函数的全部重要信息.读者将在学习例如第五章时就会更好地评价这一断言的 
正确性，并且 g 会看到奇点，可以这 样说: 在“作功”中.暂时我们只建议读者记起，根 
据刘维尔定理(第24目中的表述)除常数以外所有解析函数都有奇点，同时也请回忆 
起本书的许多地方，那里在研究奇点的基础上作岀了有关函数性质的重要结论(第 
23目的定理，第19目末的注等等）.我们转向精确定义. 

如果在函数 / U ) 的存在区域内或它的边界上的一个点 a 处，至少有 / U ) 的一 
个分支不是解析的，我们就称点 a 是函数 / U ) 的一个 奇点' 

如在第22目中一样，我们只限于讨论最简单类型的奇点——所谓的孤立奇点. 
如果存在这样的一个邻域 0< U~a I < i ? ，使得 / U ) 沿着在这邻域内的任何一串区 
域,都是可以延拓的，则点 a 称为函数 /U ) 的孤立 奇点. 

我们来考虑由区域 A U 二 0 ， ± 1 ， ± 2 ， …)所构成的区域串，其中每一个 R 都是 

环形 0< k - a |< i ?， 但沿着某一条半径，例如 arg ( z - a )=0, 被割去了的.设 / G ( z ) 

是 / U ) 的一个分支，它在某一个具有割痕 yo 的环形内是单值的解析函数，如果 

在割痕 h 的两侧沿岸上， / oU ) 的值相同，那么我们就说，点 a 是所给分支 / oU ) 的 

单值性的奇点 ( 在这时候，根据第20目的唯一性定理，分支 /o U ) 向其他环形 A 内 

的解析延拓，与 / Q U ) 相同）.这样的奇点，我们在第22目中已经讨论过了. 

如果 / Q ( z ) 在割痕 y Q 的两侧沿岸上的值不相同，点 a 就称做是多 值性的奇点， 

或者叫做 支点. 在这里可能有两种 情形： 

(1) 存在着这样的一串环形 iVDi ，…， Du ，它们是，例如，按照逆时针的方向 

* 一个奇点 a ， 只有当除了在这个点处不解析的那个分支以外，还存在着 / U ) 的一个在点《处正则的分支 
时，才可能属于存在区域.例如,对函数切=1/(/^+1)来说，2 = 1就是这种点，对/1=-1那一个函数的分 
支，它是奇点，并且对于它的另一分支 （/I = 1 ) 是正则的. 



•72 • 


第一章 基本概念 


[26] 


依次互相连接起来的(也就是， A ) 中割痕的下沿与中割痕的上沿相粘合，等等）， 
在所余留下的 R 中与 D ,^ 中割痕的那两条空着的割痕沿岸中的上沿与中 

的下沿)上，/。（ ％)与/„-】 （ z ) 的值 相等. 于是，/„ (之)三/。（之)，/„ + 1 ，…， 

一 般地讲，当々从-⑺变到⑺时，力 U ) 的值周期性地重复着 

/ oU ) ，/, U ) ， U ) 这些值.在这种情形时，我们就说，点 a 是一个有限 w 阶支 
• 

在这种情形中，如果当 z — a 时所有的分支尤 U ) 都趋于一个有限的或无穷的极 
限，那么我们就说，点 a 是一个代数支点.例如，对于函数 = 或 / u )=^ 

V 2 ： 

来说，点 z = 0 与 z 就是这样的支点.而如果当 z — a 时 ， A U ) 的极限不存在，那 

么点、 a 就称做是一个超越支点.例如，对于函数 /( z ) = ^^ 来说，点 z = 0 就是这样 
的一个支点(点 z = 00 是这函数的一个代数支点）. 

(2) 在区域串中所有的环形内，函数的值都是不同的.在这种情形下，点 a 叫 

做对数支点.例如，对于多值函数 w = Ln z 来说，点 z 二0与 z 二 00 就都是这样的支 
点.对数支点也属于超越支点. 

在一个有限 w 阶支点 a 的邻域内，函数 / U ) 可以展开成 广义幂 级数： 

f(z) 二 D c k (z~a)» . (4) 

k = -oo 

事实上，令 z~a = ^\ 于是在 S 平面内就有环形0< | ? | < p = y 及的一串其圆心角 

等于 h 而相邻接的扇形 4(1； 二0，1， … ， 72- 1)，与区域串相对应.我们考虑复合 

函数 we ) 二 /u + r )， 这时在每一个扇形主内，我们都选取函数/的对应的那一 
个分支 a . 显然，函数可以从 a 连续地延拓到4，^，…， Ah 内去，并且在 
△。中与 Ad 中割痕的那两条空着的沿岸上，的值相等.所以点卜0是函数 cp 
a ) 的单值性的孤立奇点，因此，在点 s =0 的邻域内 〆 （)可以用洛朗级数来 表示： 


9^ ~ 2 c kf • 

k = -°° 

m ^=( z ~ a ) T t 代入这等式中，我们便得出了所求的展开式 ( 4 ). 

当 a 关 oo 是一个代数支点时，展开式 (4) 中只含有有限 多个々 是负数的项(或许， 
连这些项也完全没 有）； 而当 a 是超越支点时，则含有无限多个这样的项. 

26. 黎 曼曲面 这一章的最后我们要谈一谈多值函数的黎曼曲面这个概念.利 
用这种曲面，可以使前面所说的解析延拓的过程，以及多值解析函数概念本身，都成 
为在几何上直观可见的了.设已经给岀了一个定义在复变量 Z 平面的一个区域 D 内 
的(多值的)解析函数 / U ). 我们约定，把在解析延拓过程中用来构成区域 D 的那些 
区域 A ，看作是一些互相分开的页片，函数在所给区域 D 内有多少值，它们就被分 
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成多少份页片. 

考虑在之 


平面内的某一串区域 f 入， D , ， 


•參# 


,D 


它们的公共边界段为4 


乃2,…，7^ u ,. 设区域认与]^有公共的部分，并且在这些公共部分的一些部分内 

^(“与/,(幻的值相等，而在另外一些部分内则不相等.我们取对应于与0,的 

那两张页片，并且把它们沿着对应于〜的那条曲线黏合起来.把这两张页片放在 

D 0 + 7 o , + 0,上，使得每一张页片都恰好位于它所对应的那个区域的上面，至于页片 

在使相等的 D ( ，与 D , 的公共部分上面的那些部分，也都黏合起来，黏 

合起来的部分都看作一层页片.而在使 / oU ) 与/,(幻的值不相等的区域/^与 D , 

的那些公共部分上，我们就在各自的上面安放了其所对应的页片的部分，于是在这些 
部分上面，页片是双层的.我们规定，值 /« U ) 属于第一张页片中位于 z 上面的那个 

点值/,(幻属于第二张页片中位于 z 上面的那个点，于是函数 


f(z) 


/❶“）， 

/iU )， 


/iU )， 


在 D 0 rt , 
在 7 m 上， 
在0,内 


在这两张已经黏合起来的页片的全部上是单值的. 


我们再对于那张对应于区域 d 2 的页片来进行完全同样的手续+，等等.这时可 


能会发生，在实施把页片作适当的黏合时，不能使页片不相 


交; 我们规定可以不注意这种相交(见图32,图中表示了 


个 


3阶支点的邻域，是由 


个具有割痕的环 0< U - a |< i ? 所 


Do 


Zo 


黏合而 成的; 我们不必注意在黏合环形 0() 与 D 2 时所发生的 






相交）. 


般地说，最后我们便得到了一块安放在区域 




y 01 + D 】+ … + y 


，„ + D ,, 上面的多层的曲面.如果我们对 


于用来确定解析函数/(幻的各种可能的区域串，都进行这 ® 32 

里所说的手续的话，那么一般说来，便得到了安放在区域 D 上面的一个多层的曲面 
i ?. 这个曲面我们就称为是函数 / U ) 的黎曼 曲面. 

必须指岀： 任何一个解析函数都可以看作是在它的黎曼曲面上的单值函数 .要证 


明这结论，只需把这函数在某一个点 



处的那些不同的值，分别归入黎曼曲面在这个 


点 



上面的那些不同的页片层上去就可以了.例如，根式在&的邻域中的点 



关处的三个值，我们规定把它归入图32上曲面的位于点 z 上方的3个点的值. 


如果函数 w 




/(%)是一个单值函数2： 




的反函数(像我们在§3中所讨 


论过的那些例子里一样），那么，显然它作出一个把它的黎曼曲面映到整个 



平面或 


* 这时可能会遇到这样一些点在这个点上面安放着三层页片一如果 D 2 叠置在 Dfl 与的使 / oU ) 
与 f ' U ) 的值不相等的一个公共部分上面，并且在这个部分内 / 2 u ) 的值既与 ZoU ) 不相等，也与 A U ) 不相 
等，那时就要发生这所说的情况. 
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第一章基本 

它的某一个部分上去的双向单值映射.在一般情形中 ， w = /( z ) 把一个黎曼曲面映 
到另外一个黎曼曲面上. 

我们来举黎曼曲面的几个最简单的例子％ 

例 1 方根 w 二^ 的黎曼曲面 .我们取割去了正向半轴的那个平面来作为区域 A :区域 A 
用不等式 2; br < ar g z <2 U + l )7 r U = 0, ± 1, ±2，-")来表示.在开始的那个区域 D 0 内，我们考虑 
由条件 0 <arg z < 2 n 所确定的那个分支/« U ) ， 然后把它延拓到区域 R ， D 2 ，…， 认」内.与此相 
对应，我们准备 n 张形状与 A 相同的页片,把区域中割痕的下沿与区域中割痕的上沿黏合 
起来，区域中割痕的下沿与区域0 2 中割痕的上沿黏合起来，如此类推.在正向半轴上（以及在 

4 

整个区域内）函数 / o ( z ) 与 AU ) 的值相等.因此，我们必须把余留下来空着的页片 D 。 中 

割痕的上沿与 D „ — ' 中割痕的下沿，互相黏合起来(不必顾虑在这时所发生的页片相交的现象 ）.1 
的在其他区域 A 内的值，不过是重复这些已分出的值 / o ，力，…，/„ m 而已，因此，所构成的这个 n 

层的曲面，便是函数的黎曼曲面.在点 Z = 0 与 Z 的上面，这曲面有72阶的代数支点(见 
图33,其中令72二 4). 

例 2 对数函数 zv = Ln Z 的黎曼 曲面.区域 A 与上面那个 t 例子中相同.在 A ) 内选取分支 
w = \ n \ z \ + farg z ， 其中 0 <arg 2 ：< 2 兀，把这个分支无限制地延拓到区域内去(其中々=± 1， 

± 2，…）.与此相应，无限多张形状与 A 相同的页片按照下述规定互相连接起来 :每一 张页片的 
割痕的下沿与页片 A + 1 的割痕的上沿相黏合.所得到的对数函数的黎曼曲面，有如在图34中所描 
绘的形状.在点 z = 0 与 z = o ° 上面，曲面有对数型支点. 





图33 图34 

例 3 茄科夫斯基函数的反函+ 的黎曼曲面 .我们取去掉了线段 [-1,1] 的 

z 平面来作为区域 A ，设 / oU ) 与， U ) 分别是这函数的把映到单位圆的内部上去与把 R 映 
到单位圆的外部上去的那两个分支(见第7目）.因为 / o ( z ) 把线段[-1，1]的下沿映到单位圆的上 
半个圆周上，而 jSU ) 把线段[_1，1]的上沿映到这上半个圆周上，所以我们应当把页片 D 。 中割痕 
的下沿与页片中割痕的上沿互相黏合起来.同样，应当把中割痕的上沿与中割痕的下沿 
互相黏合起来，因为它们都是被映到单位圆的下半个圆周上去的.所得到的这个双层的曲面，就是 

* 我们建议，用纸黏制岀在这里所讨论的那些黎曼曲面的模型，然后在这些模型上来按迹探究书中所作的 
推理. 
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我们这个函数的黎曼曲面.它在点± 1上面有2阶支点+ ( 图 35) .这曲面与的曲面只相差 
两个辅助的分式线性映射.实际上，用变换^ g 与 0 就可以把函数加 二 Z z 2 -\ 

g — 1 W — 1 

变换成函数(见第 31 目）. 



图35 图36 

例 4反正弦函数 w = Arc sin 2 的黎曼曲面.在第9目中我们曾看到，函数 z = sin w 把半个 
带形 Im w > 0 ,- f < Re 加<~|■映到上半个平面 上* ** ，这时射线 （1) 与 （4) 在图36中被变换成射 


线 _ 1与>1;由 sin w 是一个奇函数，推出半带形 Im wKO , 


n 

2 


<Re 被变换成下 


半平面，并且射线 (2) 与 (3) 对应着同样的两条射线 x<~m x>l ( 图 36) .因此 ，w = Arc sin z 
的那些分支中，有一个分支(我们用 / nU ) 来表示它)把沿着线段（-〜， -1) 与(1，〜)有割痕的那 


个 z 平面(我们把它记作 D 。） 映到带形 A 


)：- y<Re 上，在这映射下有图36中所指出的 


7T ^ 3 k 


那些边界的对应 关系. 因为 sin(w +冗）= - sin w , 所以带形 A :了 <Re ■在映射 z = s\n w 


下变换成 z 平面中同样的区域，我们把这个区域记作 Q ，并且用/, U ) 来表示作出其逆映射的那 
个函数与的边界的对应关系，已在图36中指明. 

显然，分支 / lU ) 是 / oU ) 向内的解析延拓，并且在这样的延拓中，函数 z = sin W 在直线 


Re 


w — 


f 上是保持连续的.与此相应，我们应当把页片 D 。 中与页片 R 中割痕的边沿交叉十字形 


地黏合起来:(4)与 ( U 黏合在一起， (3) 与 (2 J 黏合在一起.这样便得到了一个双层的曲面，这曲面 

在点 z = 1上面有一个2阶支点，在射线（ 1) 的上面有一条割痕，在割痕上放着四条割痕边 
岸 ：⑴、 ⑵、 (3 K 4 J (图 37) .由于函数2 =—扣的周期性，带形4与 Z \ 3 的总和也被映到由页 

片 D 2 与页片0 3 所构成的同样的一个带有割痕的双层曲面上，这个曲面有4条自由的割痕 边岸: 

(1 2 )、(2 2 )、(3 3 )、(4 3 ).我们应当把刚才所构造成的这两个双层曲面连接起来，把页片中与 D 2 


* 在点 z = m 上面,曲面是两张不分支的页片. 

** 我们在其中互换了 Z 与 
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中割痕的自由的边沿十字交叉地黏合起来: (4, )与(1 2 ) 黏合在一起， (3,) 与(2 2 ) 黏合在一起——这 
对应于函数％ = sin w 的经过直线 Re = _ 的连续延拓(图 36) .这时在点 z = -1 的上面出现了 

一个连接页片0,与 D 2 的支点.把这种构造法无限制地延拓开去，从基本的带形出发向左及向 

右进展，我们便得到了一个无限多层的反正弦的黎曼曲面.这曲面在点 z = ±1上面有无数多个2 
阶支点，在点 z = 〜上面有一个对数支点 '(图 37) 

我们的这个构造法表明，函数 z = sin u ; 作出一个把整个有限的 w 平面映到我们这黎曼曲面 
上来的双向单值而且连续的映射.反函数 ^ = Arcsinz 在这个曲面上是单值的. 



图37 


* 要证实这结论,只要考虑在圆周 M = 2上的点沿着曲面的运动便够了.设我们从页片 Do 中在 z = 2 上面 
的那个点出发，并且按照逆时针方向来移动.如同在图36中所表示出的，我们立刻就落到页片！), 上; 然后，经过 
z =-2 的上面时，我们落到页片0 2 上;再后，在 z = 2 的上面落到1) 3 上，这样类推下去.由此，在 z = 上面的 
那个奇点的对数性质，就很明显了. 
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这一章将用来讲由解析函数所实施的映射，所谓的共形映射. 

共形映射这个概念，是数学中最重要的概念之一.它是从物理学的观念中产生 
的，对于物理学的不同领域有许多重要的应用——共形映射的方法，成功地解决了在 
流体动力学与空气动力学，弹性理论，静电场，磁场与热场等方面的许多实际问题. 

达朗贝尔，欧拉，高斯 ( K . F . GaussK 都曾解决了一些与共形映射有关的个别问 
题.以他们的那些工作为基础， B . 黎曼在他的学位论文“复变函数一般理论的原理” 
(1851) 中奠定了函数的几何理论的基础，并且特别证明了把任意一个单连通区域相 
互映到另一个单连通区域上去的共形映射的可能性的基本定理(虽说这个证明并不 
正确）.黎曼在他自己的著作中，遵循着欧拉，利用了与共形映射相关联的那些物理观 
念. 

从19世纪中叶开始共形映射作为数学工具广泛应用于稠密介质力学的研究中， 
这种应用的首创者中 H.E. 茄科夫斯基， S. A. 恰普雷金(流体动力学与空气动力学）， 
r.B. 科洛索夫， H. H. 穆斯海利什维里(弹性理论）占着显著的地位. 

§1 一 般原理.例题 

在这一节中将陈述共形映射的概念以及共形映射理论的一般原理.其中有许多 
不可能加以证明(证明需要牵涉到超出本书范围的一些内容），我们只限于讲清这些 


* K.F.Gauss 高斯 (1777—1855), 德国数学家 . 
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第二章共形映射 


[27； 


原理的实质，并用一些例子来解释它们. 

27. 共形映射的概念 我们假设，已经给定了一个把区域 D 映到某一个区域 
IT 上去的连续而且双向单值的 映射： 

U)-f{z) = u(x y y) + iv(x y y). ( 1 ) 

还假设函数〃 r ， y ) 与在这个区域 D 内都是可微的.我们固定 D 中的任意 
一个点&，在这个点的邻域内把函数 u 与 w 的增量用它们的微分来代替.按照微分 

的定义，这两个增量可以表示成下述的 形状： 


U 


Uq 


V 


幻 0 


1^(*2： 一 x 0 ) + |^(： y -： y 0 )+ 7 i △厂， 

|^(n 0 ) + |^( ： y- ： y 0 ) + 




( 2 ) 


其中的偏导数都是在点 2：。 处取的，△ r 二」 (x ~ Xq ) 2 + (^""^o ) 2 ，而当 Ar —0 时， 
rji , %都趋于 0 .用 m 与 t ; 的微分来代替增量，就是在关系式 (2) 中弃去项彳 iA r 与％ 


△ r ， 这两项比起式中其他的那些项来，是更高阶的无穷小（我们假定, 


djU 

dx 


2 



du 

d y 


2 



dv 

dx 


2 



dy 

d y 


2 


都不等于 0). 


从几何观点来说，这个代替相当于把映射 w = / U ) 用映射 


U 


U 0 


du 


du 


^ x -x Q )^(y-y Q ) 


V 


汐 0 


dy 


d y 

dy 


> 


g(„ 0 ) + g(n 0 ) 


来代替，这个映射叫做映射 (1) 的 主要线性部分 .映射 (3) 可以改写成 


U 



V 


CX 


+ 63 / + /, 

^ dy+ m 


的形状，其中 


a 


3 u 

3 x 


，6 


djU 

d y 


yC 


dy 


,d 


dv 

a〆 


Uq 


du 



X 0 


du 




, m 


汐 0 


、dv 


V 




Xq 


V 




都是同: c 与 3 ； 无关的.这就是所谓 U ，30 平面的线性变换. 


⑶ 


⑷ 


⑸ 


我们来指出线性变换的一些基本性质.每一个线性变换 (4) 都是在整个(: r ，30 平 


面内被单值地确定了的.我们假定行列式 


△ 


ad 


be 


不等于0%于是 (4) 的逆变换 


* 当 △ = 的情形，我们说映射 (4) 降秩. 


x — du — bv — dl + bm ), 


⑹ 


: V 


△ 


cu + at; + Ic — am 


在整个 W 平面内也是被单值地确定的.因此，当时，不仅对应每一个 z 值有一 


个 w 的值，而且对应每一个 w 的值有一个 z 的值，亦即变换 (4) 实施 

平面映到整个 w 平面上去的双向单值映射. 


个把整个2： 


我们来考虑具有斜率 k 


^的平行直线族，即，直线族 


fcr + C . 把其中的 


X 


与: y 按照公式 (6) 来代换，我们便看到，对应于这族直线的也是一族平行的直线 


—cu ^ av lc — am 


k(du — hv — dl + bm ) + CA y 


它们的斜率是 




tan 6 


£ 

a 




kd 

kh 


由此得出：映射 (4) 把 z 平面上的正方形变换成 w 平面上的平行四边形 • 


设 


之❶ 


x 0 


+ bo 与 


w 0 


Uq 



bo 是在映射 (4) 下互相对应的一对点.于是这个映 


射便可以表示成 


U 


u 0 


a 


(x- x 0 ) + b(y 


yo) 


V 


汐 0 


c(x - x 0 ) + d(y~ y Q ) 


⑺ 


的形状，而其逆映射便可以表示成 


X ~ X 0 =^(u - U 0 ) - ^-(v - V 0 ) J 


A 


A 


⑻ 


y 


yo 


c 


a 


^( u ~ u o ) +1 (幻一 ^ o ) 


的形状(要得出公式 (7) 与 (8) ，只需把 


x 


工 o，：y 


yo^u 


零 


U 0 , V 


代入关系式 (4) 


与(6)，由 (4) 与 (6) 中减去所得到的方程式便行了）.根据公式(8)，我们就可以断定 
说:以点 A 为中心的 一 个圆周 

(x- x 0 ) 2 + (y- y 0 ) 2 ^ r 2 9 

在映射 (4) 下变换成以点 wo 为中心的一个 椭圆： 


(d 2 + c 2 )( w — u 0 ) 2 — 2( bd + ac)(u — u 0 )( 


v 


Vq) {b 2 + a 2 )(v — v 0 ) 2 — A 2 r 2 . 


(9) 

我们提出一个问题 :要想 使变换 (4) 把一个圆周重新变换成一个圆周，它的系数应当 
满足怎样的条件？由 (9) 可以得岀，要想这样，其充分必要条件是，变换 (4) 的系数满 
足关系式 


bd + 



0,a 2 + b 2 


c 2 + d 2 . 


( 10 ) 


其中的第-个方程式给岀 f = - f = A ，由此有 a = ，6 = - k 将这代人⑽中的 

第二个方程式内，我们得到义 2 = 1，或义= ±1. 
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旋转一个角度为 a=Arg A ， 与延伸系数为# = | A |的一个相似延伸变换(参看第4 
目）. 

在 A == - 1的情形，我们有： 

a - _ d，b 二 c (14) 

RA = - a 2 -6 2 <0 .重复刚才所作的计算，我们便看到，变换⑷可以被写成 


w — V — A e ta z + B . (15) 

因此，在条件 (14) 下，线性变换 (4) 便 化成： 在上面所列举过的那几种变换之外，再加 
上一个从 z 到5的变换，即，加上一个关于实轴的对称变换(参看第1目）. 

由变换 (12) 与 (15) 的几何意义显然可以 看出: 这样的变换保存了图形的相似性， 
特别保存了两条直线之间的角度，把 z 平面上的正方形变换成 w 平面上的正方形， 
等等.具有这种性质的线性变换，叫 做正交变换 .因此 ，条件 （10) 就是变换 (4) 是正交 
变换的条件 '其次 ，显然变换 (12) 也保存了绕行闭周线时的方向（简短地说，保存了 
序向），而变换 (15) 则把它们换成了相反的方向(改变了序向）.因此，条件 (11) 就分出 
了保存序向的那种正交变换，条件 (14) 分出了改变序向的正交变换. 

我们回到任意的映射上来.如果一个把区域 D 映到 IT 上的双向单值映射 


* 注意，如果我们要求任何一条射线 aigz = cp 的旋转角 6 -cp 都与角 p 无关,就也达到这同样的正交性条 



切 二 f(z ) 二 u(a,y) + iv(jr,y) ( 1 ) 

的主要线性部分，在 D 中任何一个点的邻域内都是保存序向的正交变换的话，这个 
映射就称为是共形 映射' 从这个定义可以导出共形映射的两个基本 性质： 

(1) 共形映射在可以相差一个高阶无限小的程度内，把无限小的圆周变换成圆 

周 （圆性质） • 

(2) 共形映射使在曲线的交点处曲线所成的角度保持不变 （角保持性质）. 

第一个性质的意思是，当 r 很小时，圆周 C : U - z u | 被变换成这样的一条 

曲线 ( T ，它的任何一个点，与经过曲线 (T (它是曲线 C 在所考虑的映射下的像)上 
任何一个点所作的圆周 \ w - w 0 \^ p 的距离，都是一个关于 r 的高阶无限小.第二 

个性质的意思是，在点 &处 任何两条曲线八与 r 2 所成的角度，等于在点处这两 

条曲线的像 17 与 r 2 x 所成的角度* *( 图 38). 



图38 


考虑到公式 (5) 与(11)，我们可以把使映射 (1) 是共形映射的条件改写成 


的形状，并且必须有 



(16) 

(17) 


因为当时，映射 w = 的主要线性部分是退化的，这与它是共形映射的条 
件相矛盾.这样，方程组 (16) 与第5目中函数 / U ) 在区域 D 内的可微性(解析性)的 
柯西-黎曼条件相符合，而不等式 （17) 则表明，导数 / U ) 必须处处都是不等于0 
的. 

又，我们有 


3u _ 


v A cos 



dv 

c)x 


3u 

d y 


v^sin 




^ 如果映射 w = / U ) 的主要线性部分是改变序向的正交变换的话,这映射就称为是第二类共形映射. 

** 要证明这个性质，只需注意下述事实便 够了; 所谓两条曲线所成的角度，是指它们的切线所成的角度，而 

一个可微的映射的主要线性部分，是把曲线 A 的切线变换成 IV 的切线. 
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从这里容易得岀复变函数的导数的几何解释.我 们有： 

|/'( z ) 丨 =^/A ,arg f { z ) = a . (18) 

亦即， 导数/ " (2：) 的模与福角，分别表示映射 zv = f ( z ) 的 主要线性部分在点 2 处的 
延伸系数与旋转角度，或者，换种说法，就表示了映射 W =/(2：)本身在点2：处的延伸 
系数与旋转角度. 

我们在这一目中已作过的那些推理，导岀下述的 结论： 

要函数 W = / U ) 作出一个对区域 D 的共形映射，其充分必要条件是，它在这个 
区域内是 1) 单叶的， 2) 解析的，和 3) 它的导数 /( z ) 在 D 内处处都不等于 0. 

我们要注意，如果 / Uo ) =0,那么在点&的邻域内，差 f ( z )~ W 。的泰 勒展开 

式就具有形状 

/( Z ) - W 。 = (之 - 2：。广 + C „ + 1 (Z - 2：。广 + 1 + …， (19) 

其中 n >2, c /; ^0 (参看第20目）.由此得出 :当 I …❽卜厂很小时，由函数 /( z)pjx 
作出的映射，与映射 

w — Wq : C „ iz _ z 0 ) n (20) 

仅相差一个高阶无限小.但是，映射 (20) 的逆映射在点处有一个 7 Z 阶支点，这就 

是说，映射 (20) 在点&的邻域内不是单叶的.所以映射 w = 在点的邻域内也 

不是单叶的.因此 ，刚才所导出的那个定理中条件 3) 可以去掉 ，因为它可以从条件 1) 
(映射是单叶的）中得岀. 

我们也要指 出:反 过来讲，条件 / U 。） 关0也保证了映射在点的足够小的邻 

域内是单叶的——这可以像上面那个结论一样来证明.但是，如果在区域 D 的每一 
个点处都满足条件 / U ) 关0,那么并不一定就能由此得出结论说，这映射在整个区 
域 D 内是单叶的，甚至于当 D 是一个单连通区域时也是这样.例如，在半环形1< 
M <2,0 <arg z < iz 内，映射 w /显然不是单叶的，但是在这个半环形的任何一 

个点处，却都有 g = 关 0. 

在结束时，关于由那些在区域 D 内是单值的但不是单叶的_数所实施的映射， 
我们要说几句话.在第26目中我们.已经看到，每一个这样的函数 w = / U ) 都实施一 
个把区域 D 映到反函数 z = < p ( 的黎曼曲面1?上去的双向单值映射.设曲 面只的 
位于点上面的点 P 不是一个支点，并且设对应着点 P 的是区域 D 的某一个点 

Z 0 •这就是说，有多值函数的一个分支 fo ( W ) 存在，使 ？ o ( Wo ) = Z 。 •在点2： 0 处 

导数 / U )#0, 因为假如不然的话，由展开式 (19) 中可以看出，点 P 就是曲面的 

一个支点了 .因此，函数 / U ) 实现一个把点的足够小的邻域映到点的一个邻 

域上去的双向单值映射.这映射显然是一个共形映射. 

所以，.由一个在区域 D 内是单值但不是单叶的函数 w 二 / U ) 所实施的映射，在 
每一个满足条件 f ( z 0 ) 7 ^ 0 的点 2 ：。的足够小的邻域内，都是一个共形映射.使 f { z ) 
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二0的那些点，以及它们在黎曼曲面上的像，我们称之 为支点 (例如，茄科夫斯基函数 





有支点在点％= 土1 处，加 


sin z 有支点在点 z 二（2々+ 1)|处，々= 


0, ± 1，…等等）. 

28. 基本问题 有了任意一个解析函数，我们便可以考虑由它所实施的各种共 
形映射.任何一个区域 D ， 只要这函数在 D 内是单叶的，都可以用这函数来实施共形 
映射把 D 映到某一个区域 ZT 上去.因此，我彳〖了可以得岀在几何上说明一个已给函数 
的共形映射的各种不同的例子.其实，在上一章的§3中，我们已经研究过这个问题 
了，在那里所考虑过的一切映射，都是在相应的区域内单叶的，并且都是由解析函数 
所作出的，所以，都是共形映射. 

但是，就实用的目的来说，引起巨大兴趣的乃是它的那个更为困难得多的逆问 
题，所谓 

共形映射理论的基本问题 给定了区域 D 与 IT ，要求构造一个函数，它实施把 
其中一个区域映到另一个区域上去的共形映射. 

要解决这个问题，还没有一个足够简单的计算方法，所以共形映射理论的发展照 
下述这些方向来进行： 

(1) 弄清楚共形映射的存在与它的唯一性的一般 条件； 

(2) 定义各种特殊的区域类，它们的映射可以用初等函数的组合来 实施； 

(3) 利用解析函数的一般性质，来研究依赖于被映射区域的形状的共形映射的 
各种性质； 

(4) 探究共形映射的近似方法. 

我们来谈上面所列问题中的第一个问题.首先，在像前面所表述的共形映射基本 
问题那样的一般形式，这问题显然是不可能有解的.例如，多阶连通区域就不可能被 


双向单值并且连续地映到一个单连通区域上去.我们不来讲完全的证明，仅指岀这种 


映射不可能的理由.我们假设，把多阶连通区域 D 映到单连通区域 ZT 上去的一个双 
向单值而且连续的映射是存在的.在 D 内取一条其内部包含了 D 的外点或边界点的 
闭曲线 C (这样的闭曲线总是存在的）.所考虑的那个映射把 C 变换成位于 IT 内的 
一条闭曲线 C ' 如果在区域 ZT 的内部使曲线 ( T 连续地聚缩成 IT 中的某一个点 
W () ， 那么，由于映射是连续的，曲线 C 应当也始终保持在区域 D 的内部而连续地聚 


缩成 D 的某一个点.这显然是不可能的，因为在周线 C 的内部有着不属于 D 的点. 

又例如，把整个 z 平面或开的 z 平面映到 w 平面的一个有界区域 IT 上去的共 
形映射是不可能有的.事实上，假如有这样的一个映射存在的话，那么，作出这映射的 
那个函数 w = / U ) ，就要在整个开平面内都是解析的，并且同时也是有界的，因为这 
个函数所有的值都位于区域 IT 内; 但是，根据刘维尔定理(第17目），这时函数 / U ) 
必须是一个常数，这是不可能的. 

虽然如此，但是，任意两个单连通区域，只要它们的边界都由多于一个的点所构 


84 • 


第二章共形映射 


成，却已经证明用共形映射来把它们互相由这一个映到那一个上去是可能的，并且还 
可以用无数多种方式来做到，这就是，可以做得使任何两个固定的点以及在这两个点 
处的任何两个方向彼此成对应.换句话说，下述的所谓共形映射理论的基本定理成 

AL ： 

定理 ( B . 黎曼，1851年） 不论两个单连通区域 D 与 IT (它们的边界都是由多 
于一个的点所构成的）是怎么样，也不论在这两个区域中的两个点与以及一个 

实数以是怎样给定的，总有一个而且只有一个把区域 D 映到区域 IT 上去的共形映 

射 

w = f(z) (1) 

存在，使得 

f(z 0 )^w 0 , arg f(z 0 ) = a 0 . (2) 

要证明这样的共形映射存在，需要用超出本书范围的专门工具，所以我们把它省 
略掉了(见譬如 B . B . 沙巴特 [3]). 现在我们只依据它的存在，在给定条件 (2) 的情形 
下，来证明这共形映射是唯一的. 

开始我们先讨论一个特殊的情形 :区域 D 与 IT 分别是单位圆 M <1， UI <1， 
而“ =，=& = 0. 在这情形下我们应当 证明： 如果函数 w = /( z ) 作岀一个把圆 

k I <1映到圆 I W I <1上去的共形映射，并且/⑻二0，/(0) >0,那么必有 

f(z)=z. 

证明是以施瓦茨引理(第15目 ） 为基础的.因为，由于 w 二 /( z ) 把圆 M < 1映 
到圆 | u ；|〈1 上，当 Iz |< l 时我们有 |/ U )|<1， 所以，根据施瓦茨引理， 

1/( 之） . 

对 / U ) 的反函数使用同样的推理，我们 得到： 

\z\^\f(z)\ . 

所以， 1/( 幻 l = M ，并且根据同一引理， 

f{z) = e a z. 

由于按照条件有/(0)>0,所以《=0,因此 / U ) 三之. 

我们转到一般的情况.假设有两个把 D 映到 IT 上去的映射 

t w = f l (z) 9 w = f 2 (z) 

存在，它们满足条件 

/\ ( z 0) = /^2( z o) = ^0 9 ar S /^l( z o) = /^( z o) = a o - 

利用函数 

Z = < p (^), 史 (0) = Zo ，9? / (0)>0, 

把圆 1(1 < 1 映到区域 D 上.又利用函数 

co = ( p ( w ) 9 0( W 0 ) =0, arg 〆 （ w 0 ) = — a 0 ， 

把区域 IT 映到圆 I col <1 上.显然， 
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这两个函数实施两个把圆 I ?|<1映到圆 k |< l 上去的共形映射，都适合条件 

F ,(0) = F 2 (0)=0 ; argF ； (0) 二 arg F ;_(0) =0. 

根据上面已证明的结果， RU ) 三 F 2 < a )， 但此时也就有所以映射的 
唯一性便已经证明. 

最后我们要提出刘维尔定理(第17目）的一个推广，这是黎曼定理的直接 推论： 

如果函数 w = /U) 在开平面内是解析的，并且不取位于某一条弧7上的那些 
值，那么它必是一个常数. 

事实上，设函数是实施把曲线7 的外部映到单位圆的内部上的共形 
映射(根据黎曼定理，这函数是存在的，并且当然不是一个常数）.我们来看复合函数 
w = p [/ U )] = gU )， 它在开平面内是解析的，并且所有的它的值都位于单位圆的 
内部，因此，根据刘维尔定理(第17目），这函数是个常数.但如果 gU ) 是常数的话， 
那么函数 /( 幻也必定是个常数，而这便是我们所需要的结果.例如，特别当 /( Z ) 在 
开平面内是解析的，并且它的值全部位于某一个半平面内(这时它便不取位于其他一 
个半平面内任何一条弧上的那些值），那么它必定是个常数. 

29. 边界对应 将区域作共形映射时要建立边界对应，有关这种对应的一些基 
本事实，我们就要在这里讨论.为了方便起见，我们在区域 D 的边界 C 上引进一个实 
数的参变量——从曲线 C 上某一个固定的点算起的弧长，于是在 C 上我们有 〔二 
C (- v ). 如果一个函数 /( 幻在闭区域 D 上是连续的，那么我们就在这个区域的边界 C 
上令 

/(?) = /1 ?(*0! 二屮 ( s ) ， 

并把^(.、)叫做函数/(幻的边界函数. 

我们来举岀下述的 边界对应定理，不 予证明.（见 rOJiy 3 HH [6]) 

定理1 设函数 W 二 / U ) 作出区域 D 与 IT 之间的一个共形映射.于是 

1) 如果 D* 的边界没有无穷远分支，那么函数/(幻在区域 D 的边界上是连续 
的，并且边界函数 w = 二〆 d 实施在区域 D 与 D* 的边界之间的一个连续而且 
双向单值的对应关系； 

2) 如果 D 与 IT 的边界都不含有无穷远分支，并且在每一个点处都具有连续的 
(因而，也是有界的）曲率，那么边界函数 9>(s) 是连续可 微的. 

这时处处我们都假 定:边 界上的多重点，都是按照它是个几重点而被计算几次 
的; 例如，在图39中，截痕的两沿 d 与 de 上的点都认为是不同的点(所以它们对应 
着不同的两条线段， cT 与 cT ，），点 V 与尸也是这样(所以它们也对应着不同 
的两个点6与 /) .如果在定理的第一部分中，弃去 ZT 的边界没有无穷远分支这个条 
件，那么函数在 D 的边界上所有与有限点相对应的点处，仍然是连续的.而在 
与 IT 的边界上的无穷远点相对应的那些点(它们可以有几个，如果那个无穷远点是 
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个多重点的话)处，函数^是连续的 . 


图39 

同样不加证明地列举一些更精确的结果，这些结果与区域边界上共形映射的导 
数的存在有关.第一个这种结果是 K . 卡拉捷奥道利在1929年获 得的： 

(1) 如果函数 w = / U )，/(0) 二0实施把上半平面映到区域 D 的共形映射，区 
域 D 的边界 C 在点 w = 0的邻域内是一段连续曲线.并且存在通过 w = 0的圆周， 
其中一个圆周整个置于 D 内，而另一个圆周整个在 D 外，那么当沿着上半平面的点 
z — 0时存在 

lim ’卜) = lim /' ( z ) — 7,0< | /| <°°. 

这一结果在1931年被 M . A . 拉夫连季耶夫和 n . A . 贝逊诺夫 强化： 

(2) 如果在点 W = 0 的邻域内边界 C 可求长 * ，位于曲线 t ;=± M 1 + a ,0< a < 

1秈 im @ = l 之间，其中 u ( s ) ——曲线 C 的点的横坐标，该点沿 C 到点加二0的 

5—0 S 

距离等于^那么存在 

lim ^^ = 7,0< y <°°. 

2—0 z 

Im z^O 

为了实际目的， O .凯洛格的结果就足够了.为了给岀它的措辞，我们约定称某段 
弧为李雅普诺夫弧，如果它可求长的，在每一点有切线和这一切线和1轴的倾斜角 
0，作为弧长 s 的函数满足赫尔德 ( H 6 lder ) 条件 

\ 6 ( s 2 ) ~ d ( si)\<K \ s 2 ~ s l \ a , 

其中 K 为某一常数和 0< a < l .下列定理成立. 

定理假如函数 w = /(z) 实施一个把区域 D 映射到区域 IT 的共形映射, D 的 
边界包含李雅普诺夫弧 c:， 并且 c 同时也变换到李雅普诺夫弧 c* ,那么在 c 上导数 
/( z) 存在，不变成0和满足赫尔德条件. 

凯洛格定理的证明读者可以在 r . M . rany 3 HH [6] 的书中找到. 

w 

* 也就是每一个它的线段有确定的长. 
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我们还要注意，在上一目的基本定理中，条件 (2) 内含有三个实参变数 Jc ^ y ,( x 0 
+与％，所以可以用区域 D 与 ZT 的三对边界点互相对应： 

f ( z k )^ zv kJ k = l , 2,3 ( 1 ) 

这条件来代替，这三对边界点是可以任意取的，不过要保持在绕行边界时它们之间的 
先后顺序' 这个结论我们将在第35目中来证明. 

在共形映射的实际应用中，下述的边界 对应原 理很为重要，这原理在熟悉意义下 
是定理1的逆 定理： 

定理2设已经给定了两个单连通区域 D 与 D * ** *** ，其边界分别是 C 与 C * ，并且 
区域 D * 是有界的•如果函数 w = 

1) 在 D 内是解析的，在 D 上是连 续的； 

2) 实施一个把 C 映到 C * 上，并且保持其绕行时方向的双向单值映射， 
那么它也是实施一个把区域 D 映到 D * 上去的（单叶)共形映射. 

为了证明这个定理，我们要利用第23目中的辐角原理.设是任意一个这样的 
复数，在区域 D 的边界 C 上不论哪一个点处， / U ) 的值都不等于函数 / U ) 在 
D 的内部的值点的个数等于 

N ( w 0 ) = j ^ A c arg \ f ( z ) ~ zv 0 \ 9 

其中 A c arg \ f ( z ) - 是当 z 走过周线 C 时， aig |/( z )- 叫 | 的全部改变量(参看第23 

目中的公式 (13); 在区域 D 内 / U ) 的极点的个数等于0,因为 / U ) 是连续的). 

由于在周线 C 上的点与 CT 上的点之间的那个对应关系，是双向单值而且连续 
的，我 们有： 

A c arg \ f ( z ) - w 0 ! = A C * arg (w ~ w Q ). 

但是，显然 4:* argU - 叫) 对所有在 ( T 内部的点叫来说都等于 2; r ， 对所有在 (T 

的外面的点来说都等于0.所以，对于所有在 ( T 内部的点 w 来说， iVU Q ) = l ， 

而对于所有在 ( T 的外面的点叫来说， iVUohO .因此，函数 w = / U ) 在 D 内取 

JT 中的每一个值一次，也只取一次，而不取任何其他的值，这就是说，它实施一个把 
D 映到 ZT 上去的单叶映射.定理得证. 

在证明中没有任何地方用到区域 ZT 是有界的这个性质但是如果区域 IT 不 
是有界的，8卩，如果在 cr 的内部 w 或它的边界上含有无穷远点的话，那么这个原理 


* 条件 （1) 也像上一目中的条件 (2) —样，含有三个实参变量，因为在区域边界上点的位置是由一个参变量 
来确定的. 

** 如果区域 D 在其内部含有点 z = oo , 那么必须定义在这个点处共形映射的概念.只需利用球极平面投影 
把 Z 平面转换到复数球面上去，这样的定义便可得到.也可以参看第31目，在那目中将对这个问题作详细的研 
究. 

*** 见上面这个附注. 
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就需要更精确的规定.首先，在它的表述中我们必须去掉 / u ) 在 d 上是连续的这个 
要求，因为 /( 幻在对应于 w = oo 的那个点处就不是连续的.但在这时若不加上补充 
的限制，这原理便不再是正确的了 .例如.函数 W = 作出一个在: T 轴的点与 W 轴的 
点之间的连续(除了在点 z = oo 处之外）而且双向单值的对应关系，并且保存了在通 
过它们时的方向，但是，这函数在上半平面内却不是单叶的.事实上，这时这个映射把 
上半平面——即角度为 7 T 的一个角，变换成角度为 3; r 的一个角，而这个角要覆盖上 
半平面两次(并且还覆盖下半平面一次). 

当 IT 是一个无界区域时的情形，在实用上是很重要的，我们现在来详细地讨论它. 
在这里有下述两个定理(我们保持了上面所用的记号以及加在函数 / U ) 上的条件 2)). 

定理3设区域 D * 在其内部包含无穷远点，这时如果用条件 l ') 函数 / U ) 在 D 

上是连续的，在 D 内，除在某一个内点^处外都是解析的，在这个点处函数用一阶 
极点来代替定理2的条件1)，那么边界对应原理仍然是成立的. 

为了证明这个定理，我们再来利用辐角原理.根据辐角原理，对于每一个不在 
( T 上的点叫来说，函数 / U ) 的叫)值点的个数 JV (叫 >) 都满足关系式 

1 1 

N ( w 0 ) -l = 2 ^ A c s . rg \ f ( z ) - vuq ! ~ w o ) 

(在周线 C 的内部恰有 一 ^个 一 阶极点）. 

因为区域 IT 内含有无穷远点，所以是按照顺时针方向来绕行的，这就是说， 
如果点，在的内部，那么 arg (w - w 。） 便等于 -27 T ; 如果点，在的外 

面，那么 ZV argU - WQ ) 便等于 0. 因此，对于区域 IT 的所有的内点叫来说，都有 

） = 1;对于 IT 的所有的外点来说，都有 JVU 。） = 0.这就是所要证明的. 

下述的定理是关于区域在它的边界上含有无穷远点时的情形的.如前面所举过的 
函数 W = z 3 的例子一样，为了在这种情形中保持边界对应原理需要补充限制条件. 

在开始时我们姑且假定 :区域 IT 只有一个这样的点，5卩 ， w ^是边界 （ T 的一 
个单点.我们还假定， CT 的那两条伸向无穷远处的分支，都具有渐近线'我们用 ) &r 
(0</?<2)来表示在这两条渐近线之间的角度，这角度像在图40中所指明的那样来 
量(在图40中分别画出了 "与 /? = 2这两种情形.同任何时候一样，在区域互补 
的那集合用加上斜线来说明）.设对应于点 w = oo 的是周线 C 上的点我们用抓 

(0<«<2)**来表示周线 C 在点 G 处的左切线与右切线之间的角度.我们还假定，在 

点 G 的邻域内 / U ) 是//阶的无限大，这就是说，有一个常数 A 关0,关 oo 存在，使得 

当 z 沿着区域 D 内的点趋于点 G 时，存在着极限 

^ 0 ) fI ]=A (ju>0). ( 2 ) 


* 对于无穷远点来讲，这个条件是与逐段光滑的条件类同的. 

** 我们在 Z 平面中把角《 = 0除外. 
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图40 


在所讨论的这个情形中，边界对应原理不能直接应用，因为 / U ) 在周线 c 上要 
变成无穷大.发现，为了保留原理的正确，需要对映射函数增长的阶数"引入限制. 
就是，在上面所采用的条件与表示下以下定理成立. 

定理4假如用条件 

1") 函数 / U )， 除了点&外，在 D 中处处解析和在 D 中处处连续，而在该点的 

邻域属于 D 的部分中是//阶无穷大，并且 

//< (/? + 2 )/a (3) 

代替定理2的条件 1) ，那么边界对应原理仍保持有效. 

为了证明，我们从区域 D 中割去一个以点^为圆心的半径很小的圆 U - Co | < 
r . 圆周 k - Co I 二 r 的属于 D 内的那一段弧我们记作广，在割去了这圆后，周线 C 
所余留下来的部分记作 C ；; 周线 Q + I 记作对于 曲线& 所围成的那个区域 D ， 边 
界对应原理便可以应用了. 

设 Wo 是区域中的任意一个点.因为 wo 是有限的，而当 z~^^ 0 Si /(%)—°°， 
所以总可以把圆的半径 r 选得如此小，使得函数 / U ) 的那些叫值点中，没有任何 
一个是在区域 D 的被割去的那个部分内的.这时 N ( w 0 ) ——在区域 D 内函数 / U ) 

的值点的个数——就将等于在区域 fi 内 / U ) 的值点的个数，于是根据辐角 
原理我 们有： 

N ( w 0 ) = j ^ Acarg [ f ( z ) - w 0 ] = + - ( 4 ) 

为了要计算第一项的值，我们注意，当点 z 沿着 Q 行经一次时，它的对应点 W 也按 

正方向沿着整条曲线 CT 行经一次，不过 ( T 的位于点 W = oo 的小邻域内的某一段弧 
要除外.所以 

arg ( w ~ w 0 ) == (2-/?)^ + O ( r ), (5) 

r r 

其中 C ; :是弧 G 的像， O ( r ) 表示与 r 一同趋于零的一个量(以后在需要的时候，我们 
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就将使用这个记号，并且它可以用来表示实数的量，也可以用来表示复数的量）. 

要计算 (4) 式中的第二项，我们利用条件(2)，并把 / U ) 在点 G 的邻域内表示成 


/U) = (Ar [A + ° (r)] 


的形状.于是便可以 得到: 


△ 


r 


arg 


A + O(r) - w 0 (z~ ^ 0 ) 




r 


(之 —) 




=^ y arg[A + 0( 厂）] — pA y 

r ’r 



因为，当 r —0 时， wjz - 0,所以无穷小 zv 0 (z - 可以包括在记号 O ( r ) 

的里面.由于 A 关0而且是一个常数，所以式中的第一项当 r -0 时趋于零，并且，从 
图40中可以看出 

arg ( z ~ ^ 0 ) ~ ~ a 7 r + O ( r ) , 

r 

所以 

A y =a"7r + 0(r). (6) 

把表达式 (5) 与 (6) 代入式 (4) 中，我们 求得： 

N(w 0 ) 二 l + ^^+0(r )， 

当 r ^ O 时，从这里便得出 


iVU 0 ) = l + ^^. (7) 

根据我们采用的对 / U ) 的增长的限制(3)，在点 ^的 邻域内我们有 叩-(3<2,所以 
由公式 (7) 我们得出以(1£；。）<2.另一方面， 


N(w 0 ) = ^(2 —戸 + aju)>0, 

因为我们有叩>0并且/?<2.可是在开区间(0,2)内只有唯一的一个整数1，所以， 
N ( w 0 ) = l . 

我们已经证明了 ：区域 IT 中的每一个值 W 。， 函数 / U ) 在 D 内都必取到一次 
而且也只取到一次.如果点加。位于区域 IT 的外面，那么我们上面所作的推理也可 

以完全保存，不过要在 (5) 式中用 -/ Jtt 来取代 (2-^ tt ， 那时我们便不是得到公式 
(7)，而是得到 

N(zv 0 ) = ^. ⑻ 

所以在这情形中 - KiVUoXl ， 而因此， NU Q )= o , 这就是说，函数 / U ) 在区域 
D 内不取任何一个不属于 IT 的值.由此可见，函数 w = 实施一个把 D 映到 IT 
上的单叶映射.定理于是得证. 

注意: 在所设的那些条件之下，我们有 



1 


[30] 


§1 一 般原理.例题 


•91 • 


(这可以从上面的公式 (7) 或公式 (8) 看岀），这就是说，在点？《的邻域内有 



A 

( 之 _ Co ) 


且 


l + 0( r )]. 


(9) 


特别，设《 = 这就是说， G 与 W = ⑺都不是角点.那时不等式 (3) 就具有 "<3 

的形状.因此，函数 /( 幻在点 G 的邻域内必须是低于三阶的无穷大.我们在前面所 

举过的函数 W /的例子便说明了，只有在这所说的情形下定理才是正确的 ， B 卩， 在 
三阶无穷大时，已经不能再确保映射是单叶的了. 

最后，我们来指岀这样的一个 事实： 

如果 W = oo 是周线 （ T 的多 重点， 那么为了要边界对应原理仍然成立，只需要条 
件 (3) 至少被周线 C 上对应于点 w = ⑺的一个点*匕所满足便够了. 

实际上，我们把所有对应于点 w =〜的那〃个点匕的邻域都用小圆 U ? J < 

j 

gU = o ， i ， … ， w - i ) 来去掉 U 是点 w = oo 的重数），而把余留下来的区域记作 
对于任何一个不在 ( T 上的（因之，是有限的)值叫来说，我们总可以把 G 选得如此 
小，使得在区域 D 与6中，函数 / U ) 的 W 。 值点的个数是一样的.现在我们使趋 
于零，其余的 n ，…， r „_, 都固定不动.上述定理的证明在这里完全可用，所以，对 
于 D * 内所有的点叫来说，都有 iV ( W() ) = l ， 而对于不属于 D * 的叫来说，都有 
N ( w 0 ) 二 0. 这便是所要证明的. 

在下一节中，我们将举一些应用边界对应原理的例子. 

30. 例题 

(1) 函数 


在单位圆的边界上取值 



4 z 




所以，它在单位圆周与射线 u>\,v = 0 的点之间，建立起一种双向单值的对应关系.这个对应关系 
除了在点？ n = -1 处外是处处连续的，在点匕的邻域内 


XV ^(\ + z) 2 ' 

在这里可以应用上一目中的定理4,因为《 = 1，卜2,并且条件⑶是满足的.所以，函数 (1) 实 
施一个单叶共形映射，把圆 \ z \<\ 映到从 w 平面中去掉射线 u>\,v = 0 所得到的那个区域上. 
在图41中画出了在所说的这个映射下互相对应的曲线族.在 w 平面中的曲线族是正交的，因为它 
是 z 平面中的正交曲线族(由圆周 UI = COn st 与它们的半径所形成的)经过共形映射所成的像. 

(2) 讨论更一般的情形，函数 


* 这样的点的个数，等于对区域 IT 来说的边界点 w = 〜的重数. 
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y 

B 


v 


C 




A 


x 




B \2) 

CZZZZZ 

D \2) 



r —■ 

D 


图41 


在时与前面例子完全一样.在单位圆周上取值 


⑵ 


IV 





1 


+ 1 ) 


T 



f ) 



我们在单位圆周上标出正 w 边形的 顶点: 


A k =e 




In 


(k = \ ，2，."， w ) 


以及由它们所形成的那些弧的 中点: 


B k =e 


— J(2k-\) 


(k = \ ，2，…， n ) 


(图 42) •量 o > 



f 在弧 A , 上从1减小至 0( 我们约定认为在这弧上 arg w = 0) ，在弧戌焱 2 上 


它从0变到 - 1 (我们约定认为在这弧上 arg o ) = - ; r ) ;在弧 A 2 B 2 上它从 - 1变到0 (认为 arg co = 
-7 T ); 在弧压 A 3 上它从0变到1 ( 认为 argw = -2; r )， 如此类推(图 42( b )). 与此相应，在 

上，对应点 w 的模从1增大到 00 ,而其辐角等于0;在尽八 2 段上， | w | 从⑺减小到 l ， argo > = ¥ ; 在 


A 2 B 2 段上， | w | 从1增大到 


(仍旧 


arg 


;在 B 2 A 3 段上， | w | 从 00 减小到 l,arg (0 = 2 

n f 


2tc 


n 


如此类推.因此，点 w 依次遍历 w 条 射线: 


arg 




U = 1 ， 2，."， W ). 


⑶ 


并且每一条射线都按照彼此相反的方向被通过两次(参看图 42( c )). 圆周 M = 1在我们这个映射 


下的像，以点 w 为它的 W 重点，这个《重点对应着圆周上的 W 个点 ft u = l ，2, 


， w ). 因为 


每一个点私都是 Z ” +1的零点，并且都是单点，所以在点 岛的 邻域内 





C k 


~B k ) 


2 


其中 C ； 是一个常量.根据边界对应原理(定理4,现在在定理中有 a k = l , p k =^) 9 函数 (2) 实施 

n 
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个把圆 Id <1映到去掉了〃条射线(3)的 w 平面上去的单叶共形映射 


(3) 对 w 平面再作添加的变换 W 


W 


，我们便得到一个映射 


W 


(z+\) 


U 

这映射把单位圆映到由 W 条射线 


Z 


⑷ 


I w Kl ， arg co =( k -\) 



k = \,2. 


m m m 




⑸ 


n 


所构成的一个“星形”的外部上（图43,我们仍然用 w 来代替加, ） 
当 w =2时，我们得到 


XV 


4 ( 


Z 




Z 


这便是茄科夫斯基映射(见第7目）. 


(4) 现在我们来考虑去掉了 w 条长度等于《的线段 


At 


图43 


1 一 


z 


<1， 


arg 2 : 


= (k - 1)— , 裊 =1 ， 2, 一 ， w 


n 


⑹ 


的单位圆 U I < 1 ( 图 44( a )). 用上面同样的方法容易验证上一例中的函数. 


z, 


= f ( Z ) 


_ 1 ( z tl +\)^ 

~n ^~ 


把这区域映到一个由 w 条长度为 



1 [(l-a) w +l]^ 

^4 1 ~ « 


(7) 


的射线所构成的“星形”的外部上，这个星形是与星形 (6) 相似的（图 44( b )). 我们可以用相似变换 
^ = |把这星形中的射线都变换成长度等于1的线段，于是函数 (4) 的反函数 

1 + a 

^ = g(z 2 ) = [Z2 2 + (z：2 - 1) T , (8) 
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把这个星形的外部变换到单位圆的内部上.因此，函数 







Z 


⑼ 


实施一个把去掉了 / Z 条线段 (6) 的单位圆映到单位圆的内部上去的共形映射. 

公式 (9) 在展开形式中是十分累赘的，因此为了方便计算，对获得近似公式表现出极大兴趣. 
设想量 a 很小，并且从 (7) 中把比 a 2 更高阶的无穷小量略去，根据泰勒公式 


a^l-na^ 

类似地，再略去比 a 高阶的无穷小量， 


n(n — 1) 


2 


a 


_2 

2 n 


(1 + a + a 2 ) - 1 〜 


na 


厂， 


z 2 = ~ a ) 


z 


” + 1 口 


n 


2 z ^ 


并且根据公式 (8) 


XV ^ 


1- 


na \z 


n + 


T 



2 z ^ 






+ a 


l + z n 
\- z n 


把上面求出的 a 值代入此式，最终我们得到 


w — Z 



! a 2 ^ 1 + 

T \- z n 


这公式对于不太邻近于点 A 


( 10 ) 


= / h 序的 那些点都适用.当 = 0时，我们得出 w 


z ， 这是十分自 


然的 • 


(5) 我们来考虑函数 


XV— Z 


丄 ： 

+ e . 


(id 


令 z = iy y w=u + iVj 便有 


_ I X 

u — x + e 



y 



v 一 y 卞 e sin y 9 


从这里可以得出 :在作 为带形 -7 T <3；<7 r 的边界的那两条直线 y = ± 7 T 上，关系式 M = 


成立.这便是说，这两条直线在映射下变换成各被通过两次的两条射线 


< U 〈 — V = 士冗 
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(函数 W =』• - /在 .r = 0时达到其最大值 u =~\). 我们不能对它应用边界对应原理，但是对这函 
数的直接研究指明了 ：实施 一个共形映射，把带形- 7 T <3；< 7 T 映到由平面中去掉两条射线 - 00 
< W < -1，^ 二 ±7 T 而得到的那个区域上.图45上画出在这映射下线的对应关系（引人了区域的上 
半部分，而下半部分的映射是对称的 .） 



U 


图45 

(6) 指数函数 

w = / (12) 

把两条平行的倾斜直线 

y ^ kix - ai ), y = k ( x ~ a 2 ) U 参0,关⑺） 

映射到两条曲线 

在 W 平面内引进极坐标 W = ，我们得到或 

P = p v e^ , (13) 

其中仏 = A ( p = 1 ,2). 这是两条相似的对数螺线.假如 々二 a 2 - q < 2; r ，那么在平面 z 中直线之 
间的垂直线段的长小于 2; r ， 并且在它们之间的带中映射是单叶的(见第8目）.使 a 从^变到《 2 , 

我们确信，指数函数 (12) 实施把一个以直线为边的带形映到一个包含在两条对数螺线之间的带形 
上去的一个映射(图 46) .如果 k ( a 2 - a , ) = 2; r , 那么两条螺线重合，并且我们得到映到去掉螺线的 
平面的映射.在 k ( a 2 - u ,)>2 k 时映射不是单叶的. 
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图46 


(7) 函数 

在单位圆的边界上取值 



(14) 


我们令 w w 并消去参数&便得出单位圆周 U | = 1在这映射下的像的方程 



In 


1 


2 cos v 9 


(15) 


这是等阻力的悬链线(图 47) .根据边界对应原理，我们有 ：函数 <〗4)实施一个把单位圆映到曲线 


(15) 的内部上去的共形映射. 



或，在极坐标内 

把圆周 r = cos < p 变换成心脏线 






(1 + CXDS 6) 


(16) 



(图 48) .根据边界对应原理，函数 （16) 实施一个把这圆周的内部映到心脏线的内部上去的共形 
映射 • 
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其中 = z 从变到>|，把上一例题中的那个圆周 r = cos 9 变换成双曲线的一个分支 

p = V cos 26 

(图 49) .根据边界对应原理，函数 （18) 实施一个把这圆周的内部映到双曲线右面那一个分支的内 
部上去的共形映射. 



§2 一 些最简单的共形映射 

这一节是用来讲解共形映射理论的基本问题的一些最简单的方法的.这就是寻找 
一 个函数，由它来实施把一给定的区域共形映射到另一个区域的问题.在这里我们将举 
出充分多的例题，使读者可以借此认识到，怎样选择适当的初等函数的组合(如果这是 
可以做得到的话)，来解决共形映射理论的这一问题.这样的选择首先要求能自由地掌 
握初等函数的几何学，所以，我们建议读者在读第33目与第34目之前，去把第一章中 
的§ 3重看一遍，在那里曾引述了一些可以由初等函数实施的映射.在这里，我们也给 
予求共形映射的近似公式方法以很大篇幅.这类方法对于实用来说特别重要. 

在从事最简单的共形映射时，往往需要用到分式线性函数——我们现在就开始 
来研究它们的几何性质.我们要指岀，由分式线性函数所实施的那些映射，是与罗巴 
切夫斯基几何学十分密切地联系着的，但是我们不可能在这里来说明这种联系， 

31. 分式线性映射 由分式线性函数 

az + h \ 

w = ⑴ 

所实施的那种映射，我们称做 分式线性映射 ，其中 a ， b，c 与 d 都是复数常数，并且 


* 见 6. B. uia6aT[3] 
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以_函数⑴是定义在整个 z 平面上的_认为它 在点… * 处的值等 


于 00 ，在点 z = oo 处的值等于 lim 

z-^oo 

由于它的导数 



dzv 

dz 



( 2 ) 


当时是处处存鋪，所■数⑴在整个 z 平面上除了-个点 e - f 处外 


是处处解析的，而在这个点 - f 处它有-个-阶极点.方程⑴可以就 2 单值地 
解出： 



— dw + b 

cw — a 


(3) 


并且函数 (3) 也是定义在整个 w 平面上的（它在点 w = ^ •处的值认为等于 oo , 在点 

C 

w = oo 处的值等于 - 4 ). 所以分式线性函数实施一个把整个 Z 平面映到整个 W 平 

C 

面上去的单叶映射. 

容易看出，线性分式函数是唯 一一 个具有这种性质的函数.即下述定理 成立： 

定理 1如果一个函数 / U ) 在整个 z 平面上除了点 c 处以外处处都是解析和 
单叶的，那么它必定是一个分式线性函数. 

事实上，点 c 不可能是函数 / U ) 的一个本性奇点，因为如果 c 是一个本性奇点 
的话，那么根据索霍茨基定理(第22目）， /( Z ) 就明显不是单叶的了.根据刘维尔定 
理(用第24目中的形式）， C 也不可能是一个可去奇点.所以，点 C 是一个极点，而且 
是一阶的，因为在高阶极点的邻域内，函数仍旧不是单叶的.如果 C 关 oo , 那么函数 

/ U ) 在点 C 的邻域内的主要部分有^的形状，从 / U ) 中减去它，我们得到一个 

在整个平面内没有奇点的函数 P U ) = / U )-^ (点 C 可以是函数 〆 z ) 唯一的 

奇点，但它是一个可去奇点，因为我们已经从 / U ) 中把主要部分减去了）.因此， 
cp{z )= A 是一个常数，所以函数 

/(z)=A+ ^c 

是一个分式线性函数.如果 C = oo , 那么函数 / U ) 的主要部分呈 Az 的形状，所以用 
完全同样的方法可以 证明: / U ) 二 Az + B ，即， / U ) 是一个线性整函数.定理于是便 


• 当 W - 6 c = 0时，我 们有+ = j ,于是函数 ( 1 ) 就成为一个常数 . 


[31] §2 —些最简单的共形映射 

已证明. 

式 (3) 表明，分式线性函数的反函数仍旧是一个分式线性函数.容易证实，由分式 
线性函数所构成的复合函数，也还是分式线性函数. 

我们来说明分式线性函数的几何性质. 

如果 c = 0, 那么函数 (1) 便成为一个线性整函数，它的几何性质我们已经在第4 
目中讨论过了.要研究当 c 关0时函数 (1) 的几何性质，我们把它表示成 

zv — A + 之 S 。 (4) 

的形状，其中 A 与 C 是三个常数*，然后再把这映射看作是由 

(a) z t - z ~ C; 

( b ) 2： 2 = — ; ^ (5) 

之1 

( c ) zv — A + Bz 2 > 

这三个映射所组碑的一个复合映射.映射 ( a ) 是一个平移， （ c ) 是一个平移同一个伴随 
着延伸变换的旋转.余下还要研究映射 ( b ) ， 改变记号，我们可以把它改写成 

zv = — (6) 

z 

的形式.使用极坐标％ w ，可以把映射 (6) 改写成 

p = -^ ,6- - cp (7) 

的形状.把映射 (7) 看作是由下面两个在几何意义上更直观的映射所构 成的： 

( Q ) P\ ~ ^ ~ P\ ~ 9 

利用它们来讨论，比较方便. 

映射 ( P ) 是一个关于实轴的对称变换.映射 U ) 是一个反演 - 个关于单位圆 

周的对称变换(参看第2目）. 

一 般地讲，如果 

1) 两个点2与，都位于同一条通过点&的射 线上； 

2) \ z ~ z 0 \ • \ z* ~ z 0 \ = i?o • 

我们就把这两个点 Z 与，称做是关 于圆周 C 0 : U -^ ol = 尺 0 对称的 (在第2目中所 

说的对称点的构成方式,在一般的情况下仍是正确的）. 

把平面中的每一个点 z 都转换成它的关于圆周 G 对称的点，的那种变换，叫 

做关于这个圆周 C Q 的对称 ，或者叫做 反演. 

我们来证明关于对称点的一个基本性质 ：当且 仅当点 z 与，是一束同圆周 C 。 


来 


要把函数 (1) 表示成 (4) 的形状，只需在表达式⑴中，按照多项式除法的规则，用分母来除分子就行了. 
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正交的圆周的顶点时，这两个点是关于圆周 C Q 对称的. 

事实上，设点 z 与，是关于圆周 c e 对称的 ， r 

是经过％与 〆 的任意一个圆周（图 50) .经过点^ 

作圆周 r 的切线.根据已知的几何定理，这切线长 
度的平方 I〆 - 2：0 I 2 等于割线 I / -2()1 与它在圆外 

的部分 A I 的乘积，即， 

\ z' - z 0 \ 2 = \z~ z 0 \*\z* - z 0 \ . 

因为 z 与，是关于 c 。 对称的，所以这个乘积 
等于尺〗，于是便有 I〆 - & I = i ?。. 因此， r 的这条 
切线是圆周 G 的半径，而这也就是说， r 同 c 。 ® 50 

正交. 

反过来说，如果点^与，是一束同圆周 c tt 正交的圆周 irl 的顶点，那么这两个 
点必定都位于一条通过&的射线上，因为这射线也是属于所说的圆周束的'又，任 
何一个圆周 r 的经过&的切线 z 。 〆 ， 都是圆周 c Q 的半径，并且根据同一定理有 

\z~ z 0 \*\z* - Z 0 \ - Rl ， 

这就是说与，是关于 Q 对称的点.定理完全证毕. 

顺便提一下，由这个性质就可以 导出： 当圆周 C 。 退化成一条直线时，关于圆周的 
对称就化为通常的对称. 

关于任意一个圆周 C 。 的反演，是一种第二类的共形映射(变更序向的）.事实上， 
设 A 与 i ? Q 是圆周 C 。 的圆心与半径，那么点^的关于 C Q 的对称点，，可以用公式 



写出，因为，由这个公式 推得: 



| 〆 -Z 0 \*\z- z 0 \=Rl ,arg(z* - Zq) = arg( 2 ： - z 0 ). 

所以，反演与共形映射 



( 8 ) 


只相差一个添加的关于 w 平面中实轴的对称变换，这便是说，它是一个第二类共形 

映射.随后我们要 证明: 反演把完全平面上的任何一个圆周 C 仍旧变换成一个圆周 

(圆性质). 

事实上，我们先设圆周 C 通过圆周 Q 的 圆心& (图51)，我们就是关于这圆周 


C 。 实施反演的.作与圆周 C 。 及 C 的圆心连线相垂直的一条直线 CT ，使它与点&的 


* 在全平面内我们把直线看作圆的特殊情况，这是经过无穷远点的圆. 
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距离等 于§ (a R 分别是('与 c 的半径）.由三角形/与三角形 z u z ^ 的 


相似关系(图51)，我们有 

或者 



所以，点 Z 与/ 是关于对称的.因此我们已经证明了 ：圆周 C 上任意一个点 Z 的 


对称点，都位于直线 ( T 上，这就是说，是圆周 C 的反 
演.就特例说，如果 C 是经过点^的一条直线，那么，这直 

线的反演显然就是它自己. 

现在设圆周(或直线 ） C 不通过& . 作岀点&的关于 

圆周 C 的对称点^，并考虑以 z () 与^为顶点的圆周束 

irl . 因为所有的圆周 r 都通过&，所以，根据上面的证 

明，在关于 G 的反演下圆周束丨 ru 更变换成直线束 

irN . 这直线束的顶点，显然是在点^的关于 c u 的对称 



点 <处.根据对称点的性质，中所有的圆周都同 c 正交，又因为在反演下角度 

保持不变(我们已经证明过，它是第二类的共形映射），所以圆周 c 的像 cr 是同直线 
束 j 厂1 正交的.由此便知， cr 是一个圆周.所说的性质于是便已证明. 

还可以完全同样地来证明反演的另一个重要性质 :反演 把关于任意一个圆周 c 
对称的任何一对点&与％ 2 ,都变换成关于圆周 cr ——圆周 c 在反演下的像——对 

称的一对点 <与 < (对称点保存性质）. 

事实上，我们可以作一个以^与^为顶点的圆周束 IrL 在反演下这圆周束变 

换成以点 < 与 W 为顶点的圆周束 IrN . 因为圆周厂与 c 正交，所以圆周也与 

cr 正交.由此便得岀，点 < 与 < 是关于 cr 对称的.所说的性质已经证明. 


因为映射 w = i 是由两个对称变换构成的（关于单位圆周的对称变换 U ) 与关 

Z 

于一条直线的对称变换 ( P ))， 所以它也具有圆性质与对称点保存性质.由于构成任意 
一个分式线性映射的其余那些变换(公式 (5) 中的变换 ( a ) 与 ( c )， 即，平移与伴随着延 
伸变换的旋转），显然也都具有这两个性质，所以对于任意一个分式线性映射来说，这 
两个性质也仍旧成立. 

我们将证 明:任 意一个分式线性映射 (1) 在完全 z 平面内都保持角度不变. 
对于除了 与 z = 以外的所有的点^来说，这是很容易看岀的，因为在 

C 
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这样的点处总存在着#关0 (见 (2) 式）.要想说在点-4与2 = ^处保持角度不 

CLZ C 

变，就必须先引进在无穷远点处的角度的概念.这时可以把定义限制于两直线之间的 
角度上.所 谓在无穷远点处两直线之间的角度， 我们理解为是这两条直线在第 二个交 
点(有限点)处的交角而取相反的符号(在图 52( a ) 中，在无穷远处直线 I 与 II 之间的 
角度 a 是负的）.显然，变换 ( a ) 与 ( c ) 都处处保持角度不变. 



⑻ 




52 

余下还要 证明： 映射 ( b ) ，或者完全同样，映射 w =丄在点 z = 0^ z = oo 处也保 

2： 

持角度不变.而这从图52与我们所采用的定义中便可以直接看出（在映射 w =- 

Z 

下，直线 dxg Z = ( p 变换成直线 aig vu = - ( p ). 

在本目中所证明的分式线性映射的那些基本性质，可以把它们叙述成下述 定理: 

定理2任意一个分式线性函数 

= ^± b yad - bc ^Q 

cz 十 d 

实施一个把完全 z 平面映到完全 w 平面上的单叶共形映射.这映射 

1) 把完全 Z 平面上的任何一个圆周，都变换成完全功平面上的一个圆周（圆 

性质)； 

2) 把关于圆周 C 对称的任何一对点，都变换成关于圆周 C 的像对称的一对点 

(对称点保存性质). 

在结束时，我们引入不加以推导的公式,按照这些公式可以计算在任意分式线性 
映射 (1) 下直线与圆 的像： 

(1) 对应不经过点 2 ： = _ f 的直线 Re ( Az ) = a ( a / - Re ( A 手) ) 的是圆 I w - 
1 V 0 I =0，其中 

_ 2 aac + adX + bcX — a — {ad — be)X 

W0 = 2« ld 2 +2 Re (面，广 7 —叫 = 2 a \ c \^2 Re ( cdX ) -⑼ 
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(2) 对应经过点 z 


d 


c 


的直线 Re ( A ^ 


-Re A 


d 




的是直线 


R J ^ bc ^ 


Re 


ad — be Xd 


c 


c 


( 10 ) 


(3) 对应不经过点 z 


d 


c 


的圆周 I 


z 


一之 o I 


r 


之() 



d 


的是圆周 I w 


zt ， 0 


卜其中 


w 0 


—■ ， - 1 1 

( az 0 + 6 )(c 2： 0 + cl ) — a cr 


cz () + d \ 2 — \ c \ 2 r 2 


P 


r \ ad — be \ 


I CZq d \ 2 — I c 1 2 r 2 


(ID 


(4) 对应圆周 | z - z u 


之0 



d 


的是直线 


Re 


ad — he 
c ( cz 0 + < i ) 


zv 


ad — be \ 2 + 2 Re {c ( az 0 



b)(ad — bc )\ 


2| c ( cz 0 + d )\ 2 


( 12 ) 


这些公式都可以通过直接计算得到. 


例 繊 3 -，r + 2 在映射下 的像; 因为直线不通过点， 


=1，所以这条直线变换 


成一个圆，该圆的圆心和半径按公式 (9) 分别求出为 


Wo 







3 


(这里 a 


b 


—H — — 


\.d 




- 1，并由于直线的方程可写成形状 Re\(~i - 1)(.t 



z>)l 




2,所以 


A 




~ / - 1 和 a = 2). 

32. 特殊情形 


32. 特殊情形 首先我们来说明关于确定一个分式线性映射的条件的问题，第 
31 目中的定义 (1) 表明，这样的映射是由四个系数 a , 6， c 与 d 来给定的.因为在这 
四个系数中有一个不等于0,并且只要用这个系数来遍除分式的分子与分母，便可以 
把它看作1，所以，实际上分式线性变换是依赖于三个复数参变量，或六个实参变 
量的. 

由此显然可以看到，确定一个分式线性映射的条件，可以化为在那些系数的实数 
部分与虚数部分之间的六个独立关系式.这种条件的最简单的形式就 是:在 z 平面 
内与 W 平面内各给定任意三个点 q ， A ，^与, It > 2 , W 3 ，它们在所考虑的那个映 

射下是互相对应的. 

为了要建立一个满足这条件的映射，我们考虑一个辅助的 （ 平面，而建立两个 
分别把 Z 平面与 W 平面映到？平面上、把给定的那三个点变换成 0，1 与 OO 的分式线 
性映射.这两个映射很容易 写岀： 





Z 


Zl Z 2 
_ • __ 

^3之2 


^3 

Zl 



W 


w 


W ] w 2 

_ • 

w 3 w 2 


w 3 


w x 


( 1 ) 


从这两个方程中消去（，我们便得到一个把 z 平面映到 W 平面上、把点 q 与 
^分别变换成 M 与的分式线性映射.这个映射可以写成如下的 形状： 
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^3 切2 


Wi 


Z 


Z 3 z 2 


z 


我们来 证明： 由公式 (2) 所确定的这个映射，是满足我们设置条件的唯一的分式 


线性映射.事实上，如果存在着两个不同的这种映射 w = l \、 

么，再应用映射 (1) 中的那第二个映射——我们把它记作？ 
不同的分式线性映射 


( Z ) 与 W 

= l ( w ) 




U ) 的话，那 
就得到两个 


^ = l [ li ( z )] = L x { z ) , 


r 






L 2 ( z ), 


它们都是把给定的那三个点％映到点 0，1 与〜上去的.现在我们来考虑映射 


r 


l 2 [l 


一1 


(n ]， 


其中 L 


-1 


表示映射 L , 的逆映射.这映射是一个分式线性映射，所以，可以把它表示成 


r 


aC ^ + b 

+ d 


(3) 


的形状. 


显然映射 (3) 保留了点 0，1 与 oo 的位置不变.由于无穷远点互相对应，我们得出 



0,因此 ， r 



d 



/ 






点0与1的对应关系给岀 


b 

d 


0, 



d 


1.因此 r 




c ，即，乙 


-1 


是 


心 2 的逆变换，所以 L 


U . 但这时就也有 Z 


Z 2 , 这便证明了映射 (2) 是唯一的. 


不难证明 ：当点 ^或％中有一个点是无穷远点时，公式⑵在那情况下也仍保 

持其意义，不过，要用1来代替比例式中这个点所在的那个分子与分母(在公式 (2) 
中，这六个点中的每一个点，都参与分子一次，参与分母一次）.事实上，例如，设 


W 3 



之2 


OO 


，那时公式 (2) 就呈 



Wy 




U ) 2 


Wi 


z 


z 


之 3 



的形状，或 


W—W\+ (W2 ~ W\) m — -- , 

2 ： — 之 3 


并且可以直接看岀，由这函数所得到的映射解决了所给的问题.这样便证明了 


定理1 


存在着一个把完全;2；平面映到完全平面上，并且把任意三个不同的 



Z k 变换成任意三个不同的点的分式线性映射，而且这样的分式线性映射只有 

个. 

从这个定理可以导岀 


定理2 


完全 z 平面上的任何一个圆，都可以借助一个分式线性映射而变换到 


完全 


W 平面上的任何一个圆. 

事实上，我们只要在2平面中那个圆的边界 C 上取三个点 q ，把它们按照沿正 
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向绕行这个圆的顺序来编号.如果在 w 平面中的圆的边界上取三个任意的点 
vu k ，并且照公式 (2) 来建立一个分式线性映射，那么，根据分式线性映射的圆性质，这 

映射把圆周 C 转变为圆周 （T . 于是根据边界对应原理，它便把由圆周 C 所围成的 
圆 K ， 变换成由圆周 ( T 所围成的那两个圆中的一个. 

事实上，设 K 和 / T 是分别在平面2和 w 内给出的圆，而 C 和 ( T 分别是它们 
的边界.在 C 上选取三个点^，它们以正向绕行 K 的次序编号，并且在 ( T 上同样选 

取三个点 . 如果现在按照公式 (2) 构造分式线性映射，那么这个映射根据圆性质将 

把圆周 C 转换到 ( T ，并且根据边界对应原理圆 K 将转变到由 ( T 所围出的两个圆 
中的一个.但是由于共形映射保持方向（见第27目），并且点相对于 / T 的位置与 

点^相对于 K 的位置相同，所以 K 的确是变换到 K x .定理得证. 

我们来指出公式 (2) 的一个极限情形.设我们的问题是要依据两对对应点^ ， z 2 


与，并依据在点^处的给定的导数 a 二 


duo 
■ dz 


来建立一个分式线性映射.为 


了要解决这个问题，我们把最后那个条件，用点 A ^ z 2 + h 与点 w 3 ^ zv 2 + ah 成对 
应这条件来代替，于是可以根据公式 (2) 来求得映射 


UU- w x -ah Z- z t - h 



在两端中约去 - A ，并取当 h —0 时的极限，我们便得到所求的映射 



现在我们来研究分式线性映射的几个重要 例子： 

(1) 把上半平面映到单位圆上去的映射 设已经给定上半平面内的一个点 a ， 
是变换成圆心 W = 0 的（图 53) .根据分式线性映射的对称点保存性质，共轭点泛是 
点 a 的关于实轴的对称点，应当变换成关于单位圆周与点 w = 0 相对称的那个点 w 
二 oo .因此，所求的映射应当呈 


vu 二 d (5) 

z — a 

的形状，其中&是一个常数因子.对于任何一个々，这函数都把上半平面映到某一个 
以点 w = 0 为圆心的圆上，因为点 W 二 oo 必须是点 w = 0 的关于这个圆的圆周的对 
称点.我们需要选择6以使得这个圆是单位圆.为此，只要使点 z = 0 变换成单位圆 

i 

周上的一个点：| 々卜兰 二 1々1 二 1便够了.因此，可以令々=，，于是函数 

a 



便是我们问题的解答，其中《是任何一个实数 U 的改变，意味着这个圆的关于圆心 
的旋转）. 
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图53 

根据分式线性映射的性质，同圆 I wl <1的半径束（也就是，通过点 w = 0 与 
W = 〜的那些圆周的弧)成对应的，是通过点 a 与5的那些圆周的弧(在上半平面内 
的部分).同以点 w 二 0为圆心的那族圆周成对应的，是那些以点 a 与5为关于它们 
的对称点的圆周(参看图 53). 

我们再来指岀映射 (6) 的逆映射，那是一个把单位圆映到上半平面上去的映射. 
为简化起见，设 a = A 是一个纯虚数，我们 得到： 



ih 



+ 



(7) 


这里设 w = 并给分子和分母乘以八求映射 (7) 所建立的在单位圆周 

上的点 W 与实轴上的点 z = z 之间的对应关系 



x — h cot 



( 8 ) 


边界导数 


•f 

Avo ■ 


dx 

dd 


h 


h 


2 sin 



~ d 


1 — cos ( 0 — 


⑼ 



2 


在圆周上除了点 
目中的定理 1). 



，处以外是处处连续的，点 




h 对应于点 




(参看第29 


(2) 把单位圆映到单位圆上去的映射设我们已经知道了圆 M <1 的一个点 


身变为圆 M i 的圆心•繼■于单位圆周的对称点 a * =金,就应当被 
映到点 W = .因此，所求的映射应当具有形状 



其中々 和 h 是某一个常数.我们要选择 h ，使得在 w 平面中的那个圆是单位圆.为 
此，只需要使点2=1变换成单位圆周上的点 
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因此，可以取是, 


k 


1- 


a 


1 


a 


k \ 


'， 于是函数 



_ _ ta 

w — e 


z — a 
l — az 


便解决了我们的问题，这里的 《 是任何一个实数.由于 


• dw m 

Ja 1 

-clz - 

a l-|a| 2 


和 U | <1，所以在几何上 a 表示在点 a 处映射 (10) 的旋转角度 


a 


dzv 

arg 石 


( 10 ) 



我们注意，如果点 a 趋近于单位圆的边界，那么在点 a 处映射 (10) 的延伸系数 


dw 

1 

clz 

z-a 1 _ I a | 2 


( 12 ) 


就趋于无限大. 

在图54中画岀了一些在这映射下互相对应的曲线.在2平面中的曲线网是图 
53中的曲线网的一个部分. 



图54 

我们还指岀联系着单位圆周 z = #与 W = /上那些对应点的辐角的一个关系式 
(我们令 a — Q,a — re t<f> ^ ) : 

a _ n _ (1 + r 2 ) cos (< p ~ < p 0 )-2 r * m 、 

cosy 0 — ~^ 7 ~~ 2 ~ - (13) 

1 — 2rcosv <p~ (po) + r 

转到更一般情形，我们注意到，如果％平面中那个圆的半径等于 j ?， 那么把这个 
圆映到圆 | w |< l 上去的函数 w = / U )， 在条件 

/(a)=0,arg/(a) = a 


* 要得到关系式 (13), 只需把与 a 的表达式代入公式 (10), 给两部分都乘上 e — %， 再分出实数部分来 
便够了. 
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下具有形状 


U) 


e 





R(z — 


a 


R 


az 


(14) 


这公式可以由公式 (10) 中把 z 换成同时相应地把 a 换成 f 而得到. 

(3) 把上半平面映到上半平面上去的映射 我们来求出这种映射的一个普遍形 
式每一 个作出把上半 z 平面映到上半 w 平面上去的映射的分式线性函数 w = 
/ U )， 只要给定了互相对应的在实轴: t ： 上的三个点& = &与在实轴〃上的三个点 

vu k = u k ，就都可以由公式 (2) 得出.因为数 A 与都是实数，所以在改变形状之后公 

式 (2) 便呈 



az + b 
cz + d 


(15) 


的形式，其中 a ，6， c ， d 都是实数.反过来说，任何一个具有实系数的函数 (15)， 都把 
x 轴变换成 w 轴，因而，便把上半 z 平面映成 W 平面的一个半平面，上半或者下半. 


为了要使它誠±半 W 顿 ，赖 :祕须是正的，即 


■ chv 
• dz 


z 


ad — be 
(ex + d ) 2 


> 0 , 


由此便有 _ bc >0. 因此，在系数是实数并且满足条件 - be >0时，公式 (15) 便 
给出了把上半平面映到上半平面上去的分式线性映射的一般形式. 


33. 例题 我们在本目中将讨论共形映射的一些例题，它们都是由初等函数的组合所作 

出的. 


(1) 把带形映到单位圆上去的映射 设在 z 平面内给出一个带形 D :- j < Rez < j ，要求 


把它共形映射到圆 U | < 1上，并且使得有三对边界点成对应:/(±^)= ± l ,/( foo ) = f (f oo 表 
示在带形上方的无穷远点）.首先我们把这个带形旋转一个直角，并把它拓宽到 二倍： 

z x =2 iz , (1) 


然后再用指数函数 



( 2 ) 


把由 D 通过函数 (1) 所映成的那个带形 -Im q j 


，变换成右半个平面 Re ^ >0 (实际上， 


，所以 1^2 是从0变到 00 ，而 arg z 2 = %则是从- j 变到 . 余下就只要把这半 


平面映到单位圆上去，使对应于点 z = 的那三个点 z 2 = i ， - f ，0 变换成点 w = l , 

- Ui 就是了.这问题可以借上一目中的公式 (2) 来解决(我们改变了在那公式中所采用的记 号）： 

㈡ (1+0 二 
W — I 


或者 


之2 


[ 33 ] 


§2 一 些最简单的共形映射 


- 109 • 







把表达式⑵与 0) 代入(3)，我们便得出这问题的最后解 



= tan 2 ： 


(3) 



(参看第 9 目）.我们还要来说明在这映射 T 曲线的对应关系，垂直于轴的直线族 Rc : 二 const . 在 
映射 （1) 下变换成水平直线族，映射 (2) 又把它们变换成射线族 arg const ， 这也就是说，把它们 


变换成通过两个点.与^ 二〜的 “圆周”族.分式线性映射 (3) 把这两个点分别变换成点 
/与—/，所以，它把我们所谈到的这射线族，变换成通过± /这两个点的圆周族.在 



面中与上面所说的那族直线 Re 



const 相垂直的直线段族 Im 



2平 

const ，则被变换成以这两个点 



二土 /• 作为它们自己的对称点的一族圆周（图 55). 



图55 


这函数的反函数 F ar _ Z ^An g 作岀-个把单位圆映到带形上去的逆映射.我们在 


这式子中把^换成 A ，把换成，便得出一个把单位圆 U I < 1映到一个宽度为 H 的带形 


- y<Im 上去的映射，这个映射的形状是 



7T 


+ 



1 - 


二 ^arth 





⑸ 


(我们已经把^与加的下标去掉了）.映射 (5) 把点 z = ±1映成点 





±°°，把点 Z •映成点 W = 


• H 

1 T 


.它的导数 


dw_H • 2 

dz k \ - z 2 

在 z = ± 1这两个点处变成无限大. 

(2) 把去掉了一段线段的半平面映到半平面上的映射 设从半平面 Im ^>0中去掉了一段线 
段 + 为了要得出所求的映射，我们利用下述这个事实 :映射 w = 是把在坐标原点处的 
角度增大成二倍的，因此，可以把所去掉的这条线段与: r 轴之间的角度“展平”. 
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与此相应，我们把上半 Z 平面向左作一个距离为 a 的平移 A = a ， 于是，再应用映射 

z 2 = z 2 t ，我们便得到一个去掉了一条射线 

— h 2 <CRe zi < 00 ， Im z 2 = 0 

的平面.然后，我们再把 Z 2 平面向右作一距离为/ I 2 的平移^3 = ^2 + V . 最后，施以映射 
便得到了上半平面.因此，所求的映射的形状是 

z 4 = V (z — a ) 2 + h 2 . ( 6 ) 

再把 q 平面向右平移一段距离 a , 使点 z = a + ih 被映成点《，结果我们得出 


W 

映射 (7) 的导数 



在点 B 与 D 处(在那里 z = a) 变成 0, 在点 C 处(在那里 z = a + 认）变成无穷大.对应于直线 P 二 


z ； 0 = const 的是那些四次曲线 






它们都是关于直线 : T = a 的对称曲线，在直线 ： T = a 上它们的纵坐标达到了其最大值.当％愈大 


曲线 (9) 同直线相差愈微(图 56). 




当 A =0时，映射 (7) 就变成恒等变换 w t 我们来求当 A 很小时映射 (7) 的主要部分.为此, 
我们把公式 (7) 的形状稍加改变，略去 A 的二次以上的乘幂.应用熟知的关于方根的近似公式，我 
们得到 

w = 

对于邻近于点的那些点 z 来说，近似公式 (10) 是不正确的，因为对于这样的点，量1就不再是 

z — a 

微小 的了. 

(3) 把去掉了一段半径的圆映到单位圆上去的映射（图 57) 设从圆 ld < l 中去掉了一段直 
线段 [(1-/1)#,#]. 把这样所得出的区域映到单位圆上去的那个映射，可以借助几个附加的分式 
线性映射，而化成前面所述的映射 (7) .但若利用茄科夫斯基函数(第7目）的性质，便可以更简单 
些.我们先把 z 平面中的区域作一个角度为的旋转，再应用茹科夫斯基函数 


(z~ a 


1 + 


z 


h 2 

-a) 


+ a^z 



h 2 

2(z — a) 


( 10 ) 


z 


e 
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系.在置换 z = # 和 m 以后，从 (12) 中区分出实数部分，并令 



= <p + △沪 ， cos ^^cos <p — △妒 • sin 沪* ** ， 


我们便得到 


sin <p m A<p^h\ # Re 


+ 


- A 1 sin <pcot ^ 2 a ， 


从这式中就得出 





9 ? + hk(pk <p+ h r cot ^ 2 a • 


( 14 ) 


(4) 把去掉了两条射线的平面映到带形 0< t；<H 上去的映射 （图 58) 为了确定起见，我们 
要 求:这 映射把左面那条射线变换成带形的下面那条岸沿，把右面那条射线变换成它的上面那条 
岸沿_.先用分式线性变换 


Z] 







把我们的这两条射线变换成一条射线 ( 0 ， oo ) ，然后，再利用映射 


之2 


=\^ = 







y 


a i 

c \ 



a 




/j 


v 

iH 



A 

zz 

C 



x 



1 i 1 i i 1 \B\ I i 1 I 1 1 



图 58 


把这条射线映成实轴.这时我们所考虑的那个区域便变换成上半平面.为了要得出所需要的点的 
对应关系，我们用下述分式线性变换把这个半平面映到它本身上，使得 z 平面内原来的那个区域 
中的无穷远点 A 与 C 的像 ( B 卩，点 T 1) 落入点0与 oo 处： 


之3 






Z 





(k 是一个任意的正常数).余下就只需利用对数函数!£； = 


H 



In ，以求出一个映射，使它把这半平 


面映到带形上去，并且这带形具有所需要的边界的对应关系 


H 




ln( 







Hi + C = — arch 



+ 


H 





\n a + Hi + C 9 


(15) 


其中 C 二 


H 


In 




是一个任意的实数常数.在 z 平面内，在映射 (15) 下对应于两族直线 w = const 与 



* 我们取 cos 0在点 <9= 处的泰勒公式的前两项. 

** 这两个条件只确定了映射的两个实参变量(它们转化为，给出了两对边界点的对应关系 ） ，第三个参变量 
仍旧是可以任意的(参看公式 (15)). 
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^ = const 的是 以点土 《为焦点的椭圆族与双曲线族. 

(5) 把具有割痕的带形 ()<3；<2 f / 映到带形 ()< T ，<2 ff 上去的映射（图 
59) 函数 


zi = e2ii 


把这个具有割痕的带形映到去掉了虚轴上一段线段(()，/;/)的上半平面上，其中6 = .例2中的 

函数 (7) 




(在公式 (7) 中应当令 a =()，△ = /;) 把上面所说的后面那个区域映到半平面上.再利用对数函数，我 
们便得出了所求的映射 

0 T-l t mi 

vo 二 —— In 2 ： 2 = —— ln ( eTi + eTi ). (16) 

7T 7T 

//// 入 2 Hi ////"///////////， 

I c 




图 59 


(6) 把具有割痕 0<： y </ i，.r = a 的带形 0<3 / <1 映到带形 0< z;<l 上去的映射（图 60) 函 
数&=把这个具有割痕的带形映到去掉了单位圆周上一段弧的上半平面上.映射 


之2 — 



= th 


k(z — a ) 
~~2~~ 



把这段圆弧变换成虚轴上的一段线段 (0 ，60，其中 



再利用例2中的函数 (7) ，我们便得出一个把所给区域映到上半平面上去的 映射: 


之 3 = 


=/ ^l th 2 niz^a) 



点 A 与£在这个映射下变换成点1 + tan 2 ^ 




我们先用分式线性映射 
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7 th 


Z 4 


+ 2： 3 COS ^2 

1-z 3 cosf ， 


把这两个点分别变换成点 0 与〜，然后再利用对数函数 


= — In Z4 - 

7 C 

结果我们便得岀了一个把原来那区域映到所需要的带形上去的映射.但是，显然，点 z 5 =0对应点 
C ; 为了要把点 C 变换成在实轴上的点 a ，还需要把这带形平移 a . 因此所求的映射的形状是 


+ 


W 


=— In 


Z3COS 


nh 

T 


n 


1 nh 

I - Z3COS 了 



a 


2 arthfcos^.z 3 


7T 


2 



a ， 


或者最后 


2 


w = —— arth 

7T 


COS 




7t(z~ a) . 2 7th 

tan 


2 




2 


a 


(17) 


当 / i 很小时，在记号 arth 后面的那个表达式 


我们用 （ 来表示它 


可以用下述方式来加 


以 改变: 





^th 


7T 


8 


(z- a) 


2 



7T 2 h 2 7r(z — a 

- g-cth 


2 



n 2 h 2 ( ,2 n{z~ a) 
—g— [cth 2 


-1 


(我们把 cos，tan 与，■都用它们的近似表达式来替代，并且在相乘时略去了阶数较/ I 2 更高的无穷 
小).利用双曲函数的基本公式，我们得到 

, 7c(z — a) . tv 2 h 2 1 

卜 th ― 2 — ~4~ % sh n{z~a)' 

现在我们将要得出共形映射 (17) 的一个近似公式.为此，我们在公式 (17) 的右端中，把 arth ? 
用它的以点 ？ o = 为中心的泰勒展幵式中前两项来 代替： 


arth ^arth 





(? _ Co ) • 


把 f 与匕的值代入右端中，结果我们便求得 


U)^Z 



2 


n 2 h 1 


tc 1 _ t h 2 7t ( z ~ a / 4 sh n(z- a) 


z 





4 


2 


(18) 


2 


(7) 把偏心圆环形映到同心圆环形上去的映射 首先我们来讨论当环形的每一个圆周都在另 
一个圆周的外部时的情形(图 61) .取这两个圆周的一条公共切线作为直径，在其上作半圆周 r . 这 
半圆周与环形的那两个圆周（^和 C 2 的中心连线相交于两个点 a 与 b . 叙 a 与6.同时是关于圆周 

Q 与关于圆周0 2 的对称点，因为通过 a 与6这两个点的那条中心连线与那条曲线 r , 都是同这两 

个圆周正交的.根据分式线性映射的那些性质，函数 


w — 


z — a 
z — b 



把圆周 Ci 与 C /变 换成两个圆周 C / 与 C 2 # ，并且对应于点 z = a 与 z = b 的那两个点 W = 0与 W = 
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〜，同时是关于圆周 cr 与关于圆周 c 2 > 的对称点.因此，点 w = o 是圆周 cr 与的公共中心.在 
(^与0 2 之间的那个偏心圆环形，这时就被变换成在 Cr 与之间的一个同心圆环形了.在图61 
中还指岀了在这个映射下曲线的对应情 况：在 Z 平面中的那曲线网，是图53中的曲线网的一 
部分. 

用一个补充的映射 

W\ = In xv — \np+id (20) 

可把所得到的环形映到带形上，在此式中0从-〜变到+〜.这个事实，并不与第28目中关于不 
可能把一个二阶连通区域映到一个单连通区域上去的说法相矛盾，因为用来映射的那个函数 (20) 
是多值的.除此以外，函数 (20) 还作出一个单叶映射，把它的黎曼曲面中位于这环形上面的那个区 
域映到带形上，而这个在黎曼曲面中的区域显然是个单连通区域. 

当环形的一个圆周位于另一个圆周的内部时的情形，可以借助一个补充的分式线性变换^ ^ 


，而化成刚才所讨论的情形，其中的 c 是在这两个圆周之间的任意一个点. 



34. 圆月牙形的映射 我们把由完全平面中的两段圆弧(这就是说，在特例时， 
也可以是直线段)所围成的区域 ，叫做圆月牙形 .我们在这里所讨论的那些例题，不论 
是在进一步的理论发展过程中，还是在应用中，都起着重要的作用. 

(1) 把一段弧的外部映到一个圆的外部上去的映射 这是当围成月牙形的那两 
段弧相重合时的退化情形.我们假 定:在 z 平面中的那段弧 AB 的两个端点，是在点 


土 



处，并且 



平面中的那个圆也通过这两个点.此外，我们假设弧的中心在点 



hi 上，而圆的中心在点 



M 上，所以弧在点 




处的切线与负 I 轴组成一个角 


2 arctan |，而圆在点 w = a 处的切线与正 w 轴组成一个角0 = |- 图 62) .我 

们借助分式线性函数 


之1 






⑴ 



把弧 AB 的外部映到某一条射线的外部上.因为 


- dz] 

- dz 


> o , 所以这条射线对于负 


轴所成的倾斜角也等于然后我们再来求一个把^平面中那个已给圆的外部映到 
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图62 


所得到的这条射线的外部上去的映射.为此，我们再利用分式线性函数二 




这函数把圆变换成半平面，而把它的圆周变换成某一条直线.因为 


■ dw] 

- dw 


>0,所 


以这条直线对于正轴所成的倾斜角等于，所以，映射 



把我们的这个圆，变换成一条射线的外部，这条射线是与正轴相交成角 

霹 


2 /? 二 7C — a. 

因此，这条射线与前面在映射 (1) 下所得到的那条射线重合.从关系式 (1) 与 (2) 
中消去 A ，我们便得出所求的映射 


由这个方程式中，我们得到 


2 















(3) 


在所讨论的这个映射下，任何一个在点 w = a 处与圆周 C 相切的圆周 ( T ，都被 
变换成一条包围着弧 AB 而且在点 B (即 z = a ) 处有一个返回点的闭曲线，这曲线很 
像飞机机翼的断面图（图 63) .函数 (3) 把这曲线的外部共形映射到由圆周所围成 
的那个圆的外部上去.茄科夫斯基所提岀的求各类机翼断面 (茄科夫斯基断面） 的方 


法，就是以这个结果为基础的. 

茄科夫斯基断面的形状依赖于三个参 变量: a 表示机翼的宽度， / i 表示它的弯曲 
程度以及 d 表示两个圆周 C 与 CT 的圆心之间的距离，是表示机翼的厚度的(图 63). 


(2) 把去掉了-个弓形的半平面映到半平面上去的映射 函数, i 二土把所 
给的区域(图 64) 映到一个扇形 a<arg qCtt 上. 所以，函数 


2 一 些最简单的共形映射 
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1- 


a 

z 


1- 


a 

z 


+ 


a 

TV 


aa 

2kz 



a 


7C 


a a 
6kz 4 


aa 

~^ 2 ~ 

7T 2 ： 


+ 


a 


•i 


+ 


mm % 


7t 


由此便得出 


1 - 1 - 


a 

z 


-l 


z 

a 


1- 


K 



aa 

2tcz 



2 

a a 
6ttz' 


+ 


.)， 


再把它乘以 


an 


TC 


a 


1 + A + i 


+ 


a 




+ 


m m m 


a 


K 


K 


TC 


就得到 


W 


z 



aa 

2kz 



aa 


2 tc 



z 


a a 

r 

67TZ^ 


+ 


• •尋 


+ C^z + 


2 

a a 
6kz 



const 


⑸ 


现在来计算所去掉的那个弓形的面积 a ，我们有 a 


ar 


2 


专 rcos a r 


a 


2sin a 


是圆的半径.略去了高阶的无穷小，我们便 得到: 


a 


a 


4 


a 


sin a 


cot a 〜 


a 2 a 


6 


因此，公式 (5) 最后可以写成 


w^z 



a 

7CZ 



const 


( 6 ) 


的形状. 


作一个平行的平移，就可以得出一个更一般的结果 


w^z + —— ^-r + const (zv(°°) = 00 y w' (°°) = 1) 

n z ~ b 


(7) 


这函数实施一个共形映射，它把去掉了由线段 ( 6，6 



a ) 与一段曲率很小的圆弧所围 


成的一块面积 a 后的半平面3；>0,映到半平面 p >0 上. 


(3) 把去掉了 




个月牙形的圆映到 


个圆上去的映射 


y 


设月牙形的那两个角点是邻近于点，的，并且所去掉的 
那个月牙形的面积 a 很小（图 65) .作两个补充的分式线性 
映射 


ia 


a 


x 



1 — ze 


ta 


• 1- 


ta 




ze 


ta 


CO 



ta 



分别把％平面内与加平面内的单位圆，映到上半？平面与 
上半0；平面上. 

这时月牙形 a 被变换成与点？ = 0相连接的一个月牙形 


图65 


a 


dz 


•a 


a 

4 


* 在这里与在下面,省略号“…”都表示 4 阶的无穷小. 
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d^(p 



a 


2tc 


cot 


(p — a 
2 


对于映射在边界上的导数的模 ，有: 



( 10 ) 

( 11 ) 


对于在坐标原点处的导数 

/( 0)^1 + ^. ( 12 ) 

(4) 把去掉了 一个月牙形的带形映到带形上去 
的映射 设从带形0<^<1中，去掉了一个由实轴上 
的线段（0, a ) 与一段曲率很小的圆弧所围成的弓形 a 
(图 66) .我们先作两个补充映射卜 f ， a > = ，，分 
别把这两个带形映到上半平面上，然后再使用公式 



M 66 
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⑺， 





a 


7 T 


r 7 ! 



a 


7 C 


其中 ^ 


dX 

dz 


•CT 


A 是那个弓形的像的 面积# ，于是就得出了所求的映射 


XV 


In co^z + 


a 


7T 


e 


7TZ 


-1 


(我们在各处都略去了阶数较 CT 更高的无穷小）.再把 W 平面作一段 


a 

T 


的平移，结果 


我们便有 


w^z 



7TZ 丄 

a e + 


2 


e 


-i 


% 





(13) 


如果再对 z 平面作一个补充的平移变换，我们便可以得到一个更一般的结果 :函数 


w ^ z + ^. cxh Ei^b) 



const 


(14) 


实施一个共形映射，这映射把去掉了一个立在线段（6,6 + a ) 上的圆弓形 a 的带形 


0<3；<1，映到带形 0< i ；< l 上.这个函数，在 y 




0,3； = 1这两条直线上的点与幻 


0, v 


1那两条直线上的点之间，建立了如下的对应 


U 


x + ^- cth 7r ^ X ~ b) 

• a ^ ' 2 mi 2 



const ， 


u 


x 



a i tc(x — b) 
2 th 2 


(15) 



const 


(5) 在把圆月牙形映到带形上去的映射中延伸系数的公式 


设月牙形 D 是由 


两个圆弧(^与 C 2 所围成的，(^与(^ 2 相交于点 土 a . 并设点- 〜与- 认 2 分别是圆弧 
Q 与 C 2 同虚轴的交点(图 67). 利用上一目例1中的公式 (5) ，容易建立起一个把月 


牙形 D 映到带形 0< v < h 上去的共形映射 


W 


/U) 


h 

Ai — A 


In 


a 

a 



z 

z 



iX 


(16) 


y 




Zft 


c 2 


x 




^ © 


图 67 


在公式 (7) 中,我们令 6 = l ，_ t = 


7T 
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h 


其中 A ，， = 2 arctan — = 1,2 * .把表达式 (16) 微分，我们得岀 


n 


z 


_ 2ah 

( A , — A 2 )(c 


(17) 


a 


z 


由公式 (17) 可以得出一个在应用上很重要的近似公式.设％是 C 2 上的一 个点^ 
是圆周 C 2 在点^处的法线被包含在月牙形 D 内的那一段 j 是(^与 C 2 在线段 w 的 
两个端点处的切线的交角，而々,，々 2 则分别是(：,与(： 2 的曲率(图 67) .我们假定，/ I 以及 


k 


匕与 n 都是一阶的无穷小，而且曲率 h 与 h 是有界的.这时便可以证明 


/'( 之 0) I 


h 




71 


k 


n 



6 



k 2 n k\n 2 d 2 

丁 ~ 12 ~ T 


+ 


V 


(18) 


其中的 ^ 可以表示成具有有界系数的一个关于 w ， t 9 ，ki - h 的 


次齐次多项式. 


为了要从公式 (17) 中导出公式(18)，应当先在公式 (17) 中把参变量 a ， A ,， A 2 , & 


都用 n jd ,ky - 是 2 来表本，然后把 I / Ul 按 n yd , k x 


k 2 的乘幂展开到包含二次幂 


的那些项为止.但是，在实际施行这个方法时，要引起非 
常繁复的计算.所以，我们在这里只从圆周 C 2 同轴 Qr 相 


y 


合时，亦即是 2 


0时(见图 68) 的特殊情况出发，来求得公 


x 


式 (18) .在这样的情形下，公式 (17) 给出 


d 



f (^) I 


2ah 

TT 


a 


x 


其中 a 


hi 


2arctan t ，是弧 c 


所对的圆心角的 




半（图 





a. 


JC 


68) .另一^方面，我们有 


c , 



—ih 


A 


arcsin ak 


ak\ + 



a 3 M + …， 


图 68 


x 


sin d 

kx 


cos d 


n 



cos A t 

k\ 


所以 


\f(x) 


2ah 


ak\ + 


"6 


a 


k ] 


a 


sin 2 d 

~W 


+ 


# _ _ 


h 


n 


% 


2(cOwS d - cos Aj) 


ak 



6 


a 3 k] 


ak 


sin 2 d 
akt 


+ 


_ # _ 


为了得到公式 （16) 只要注意到，在第 33 目的函数 (5) 中用 


代实施一个把所给出的月牙形映到水 


平的带形上的映射，这水平带的边界经过点 


E {n ^=^ 2 i K arctm h 

7T a + th k n a 


H 




K 


(与第 9 目的公式 (11) 比较).这条带形的宽 A 2 )， 由此可求出留下的事是，这样平移带形，使得 

7T 

它的下沿岸与实轴重合，我们也就导出公式 (16). 
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随后，在精确到4阶无穷小的程度内，我们有 

2nki = 2(cos 0 — cos Ax - d 2 - - i? 4 ) 




把这两个展开式中的第一个用第二个来除，我们便在精确到 2 阶无穷小的程度内 
得到 



再利用在同样的精确程度内成立的那个关系式 

2nki =2(cos d — cos Xi)^a 2 k\ — d 2 , 


最后我们得岀 

\f{x) I 




h 


n 





这与在 A : = 0 时的公式 (18) 相符合. 

为了要过渡到 k 2 ^0 时的一般情形中去，我们取一个辅助的 （ 平面，以及这个 

平面内由实轴上的一段线段 c 2 # 与曲率为;^的一段圆弧 cr 所围成的一个月牙形 

D * .把虚轴上包含在月牙形 ZT 内的那一段线段记作，而把弧 cr 与虚轴的垂直 

线在它们交点上所形成的那个角记作^ (图 69) .作一个把下半（平面映到那个曲率 
为々 2 的圆周（： 2 的外部上去的共形映射 



dz 


2i 1 

k~2~GTW' 



( 21 ) 


图69 
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这时月牙形 IT 被变换成一个由圆弧 C 2 与具有某一曲率 h 的圆弧 C , 所围成的月牙 
形 D ， 虚轴被变换成实轴，而线段则被变换成在实轴上的一段线段 w ，并且 


1 1 + W 


2 n 


n 


务 2 1 — 


* 


n 


々2 


是 2(1 一 


n 


关 


n 


k 2 n 


k 


n 


2 + k 2 n 


2 


k 



2 


n 


( 22 ) 


2 


又圆周(^与实轴的垂直线在交点 q 上形成角 W 图 69). 

现在我们来求 h 与其余那些参变量之间的关系.为此，我们把弧 Q 的长度单元 
用士 来表示，把（：,的切线与 x 轴所形成的角度用 aG ) 来表示 （. s •从点^计算起， 


a (0) 


6 + 


7T 

2 


) ，并且把弧 cr 的对 应于心 的长度单元记作士'于是便有々 


但是，角 a 的无穷小增量可以表示成 


da 


ki ds ^ + clsxg 


dz 


的形状，其中那第二项 dsxg ^ = Im din _，表示在毗连点 L 


dK 


的弧# 


dz 


e°ds # 上的 argg 的增量.根据公式(21)，这增量等于 


-21 m 


e 




* 


s 


2 cos d 


(1 — n " ) i 1 — 


* 


ds 


n 


所以对于曲率我们有 


k x 


da 

ds 


k ; 



2 cas d \ ds 

r 3 


n 


ds 


^ k 


关 


I 



2 cos d \ (1 — 

1 — 7 ? * 


n 


* \2 


2 


k 


因为，按照同一公式 (21)， 


ds 


ds 


1 _ k 2 

\dz 

2 




(1 — 


n 



2 


da 

ds 


n i 


i 的圆周 cr 


2 


由此与公式 (21) 的第二式我们便得出 


1- 


* 


1 



71 


k 2 n 

~T 


，我们求得 


k ：^ 




2 


n 


* \2 


2cos -4 = 2 k{ 


k 


n 


i 


1- 


n 


k 



2 


2 


—2 cos 0 


k 



2 


n 


2 


(23) 


设函数 w = / U ) 把由弧(^与0 2 所围成的那月牙形共形映射到宽度为 / i 的带 


形上去.根据公式(21)，在对应于点？ = 0的那个点处，我们有 


2 


/'( 之 0) I 


dw 




卜0 


dz 


z 0 


dw 


k 




2 


to 


2 


量 


dw 


可以根据公式 (20) 来算岀，只要在式 (20) 中把 n 与匕换成，与 G 就是 


C-0 
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了.利用公式 (22) 与 (23) 所求得的 rT 与 k ; 的值，我们在精确到2阶无穷小的程度 


内得岀: 







因为根据所给的条件，差 h h 是个无穷小量，所以在与上面相同的精确程度内， 
k ^ n 2 二 kW ， 于是我们便得岀所求的公式 



§3对称原理与多角形的映射 

在这里我们将要讨论在实际构造共形映射时起着很大作用的两种方法.其中的 
第一个方法以依靠所谓的对称原理，这原理由 B . 黎曼提出，而由 H . 施瓦茨予以证 
明.我们在第36目中将看到，这个方法使我们能够在某些情况下充分地实质性地简 
化求共形映射问题的解. 

第二个方法在应用上特别重要，因为它使我们能够写出一个函数（固然 ，一 般地 
讲，只能写成积分的形状），这函数实施把上半平面映到任意一个由多角形所围成的 
区域上去的映射. 

35. 对称原理 在一种特殊的情况下，对称原理给岀了关于实施共形映射的那 
个函数的解析延拓的存在性的一个简单的充分条件. 

定理 1( B . 黎曼， H . 施瓦茨） 设区域 Di 的边界含有一段圆弧 C ， 并设函数 w = 
实施把这区域映到一个区域 or 上的共形映射，这个共形映射使得弧 C 变换 
成 D ; 的一段边界 C * ，而 （ T 也是一段圆弧.在这些条件之下，函数， U ) 经过圆弧 
c 在区域 d 2 内有一个解析延拓 / 2 u )， d 2 是关于圆弧 c 与 m 成对称的那个区域，这 
时函数 w =/ 2 u ) 实施一个把区域0 2 映到关于 c * 与 Dr 成对称的那个区域上 
去的共形映射，而函数 

fl ( z ) , 在仏内， 

u } = f ( z )= < fi ( z )= f 2 ( z ) 9 在 C 上， 

在0 2 内， 
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则实施一个把区域 D , +(：+0 2 映到区域 Dr + C * ** + D 2 X 上去的共形映射 

为了要证明这个定理，我们作分式线性映射 



az + h 
cz + d 




a* vu + b 
c x vu + d 




这两个分式线性映射分别把 c 与 cr 变换成 （平 面与 w 平面中实轴上的线段 r 与 
r x .设这时区域 d , 与分别被变换成区域4与，而函数加二，^)则被变换 

成一个函数 co 二 — ⑴ ，这函数实施一个把区域 A 映到乂上去的共 

形映射(图70 )_. 把相对于直线 r 与 A 成对称的那个区域记作，我们在 z\ 2 内构 

造一个函数 

⑴二 92(0 9入0， 



并且来证 明:它 是函数％ (G 的解析延拓.首先，函数％(〔)在区域 A 2 内是解析的. 
因为对于4中的任何两个点（与？+△(来说，我们都有 

^ 2 ( ? + A^) - 92( ?) _ f 1 + _ (?) _ / ^1 (? + A^) - (^) \ 

M M — I M r 

其中《与《+及都是4中的点.由于％(?)在 A 内是解析的，上式的右端当 
时有极限，所以，在区域迄内的任何一个点 s 处，导数 

(2) 

也都存在，这便是 说，％ (?) 在4内是解析的.根据函数 & 的构成方式，它在线 
段 r 上的边界值也都存在 _ 

史 2 0) 二 limp 2 (S) = lim 妁 （ f )， （ 3) 

因为，根据在共形映射下的边界对应定理(第 29 目），有 l_im% (D = % U) 存在.因此 
关系式⑶便呈二^ T 的形状，但是，因为％ (1) 的值都是实数(根据已知条 


* 为了要使这个映射是单叶的，必须要求区域0,与 D 2 不相交，于是区域 Dr 与 Df 也不相交. 

** 这种情形下的对称原理，欧拉还在1777年便表述过了. 
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件， r # 是实数轴上的线段），所以在线段 r 上有 

(p 2 (x) = cp l {x). (4) 

因此，根据连续延拓原理(第25目 ） ，我们便可以作岀结论 说，％ ( ?) 是％ ( ?) 经过 r 
的解析延拓. 

从函数％(?)的构造上还可以得到 ：函数 ％(()把区域共形映射到一个相对 
于与 < 成对称的区域△纟上去 .由％ ( ?)与它的解析延拓％ (?) 所构成的那个 
函数 〆 

在4内， 

cp(0=\<pi(0 = (p2(0, 在厂上， 

^2(0， 在4内， 

就实施一个把区域 + r + 映到 z\r + r * +厶 2 *上去的共形 映射. 

现在我们利用 (1) 的逆代换，以回到原来的变量 Z 与加上来.根据分式线性映射 
的性质，我们便在关于圆弧 c 与认对称的那个区域 d 2 内得出一个函数/ 2 (=)，它是 

函数 AU ) 经过弧 c 的解析延拓，并且实施一个共形映射，把区域 d 2 映到相对于圆 

弧 cr 与 or 对称的那个区域 d 2 # 上.定理于是得证. 

作为应用对称原理的一个例子，我们来证明当已经给定了三对边界点的对应关 
系时共形映射的唯一性定理，这定理我们在第29目中曾经提到过. 

定理2把区域 D 映到区域 ZT 上，而且把区域 D 的三个边界点％变换成区域 
D * 的三个边界点叫的共形映射 w = /( z ) 是存在的，并且这样的共形映射只有一 
个.这六个点 义与 都是任意给定的，不过需要保持在行经这两个区域的边界时它 
们的相互顺序. 

我们首先来讨论当 D 与 IT 都是单位圆时的情形.按照第32目中的公式 (2) ，可 
以构成一个把圆 U I <1映到圆 I w I < 1上去的分式线性映射，使其满足已给的条件 
f(z k ) = zv k . 我们来证明这个映射是唯 一的. 假设 w 二 gU ) ， gU ) 二叫是另外一个 

把圆 U I <1映到圆|^|<1上去的映射.函数 gU ) 满足对称原理的条件，因此，它 
可以解析地延拓到相对于圆周 U I = 1与圆 I d < 1对称的那个区域内去，即，可以解 
析延拓到这个圆的外部 kl > l .函数 w = 同它自己的延拓合在一起，作出完全 

Z 平面的一个单叶映射，因此根据第31目中的定理1，它也是一个分式线性函数.于 
是便可以断定 gU )=/ U )， 因为，根据第32目中的证明，给定了三对点的对应，分 
式线性映射就可以完全被确定. 

一般的情形，可以简单地化成刚才所讨论的那种情形.事实上，设 

= (p(Z k ) 与 co=ip(w),co k = 0( Z £4) 是任何两个分别把区域 D 与 LT 映到圆 I <1 
与|0>|<1上去的共形映射，0)=穴？），以〔）= 04是把圆16<1映到圆 U |<1 上 
去的那个映射(这映射的存在性和唯一性是有保障的）.显然，函数 
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zv = tp 1 Fcp ( z ) — f ( z ) 

——其中 小-'是屮 的逆映射——作岀一个映射，这映射把区域 D 映到区域 1 T 上去， 
而且保持所给三对边界点的对应.假如还有第二个把区域 D 映射到区域 IT 的映射 
w = 存在，而且也保持那三对边界点的对应的规定，那么就要得岀 ：有第 二个把 

圆 UI <1 映到圆|出|<1上去的映射 

CO — ipgcp 1 ( ?) — G ( 

存在，也满足规定 G ⑹= %，而这是同前面的结论相抵触的.定理便已经完全证 
明了. 

我们还要考虑的是 :应用 这个对称原理，来讨论多阶连通区域共形映射的存在问 
题.根据第28目中的基本定理，任何两个单连通区域都是可以彼此单叶地并且共形 
地互相映射的.另一方面，我们也已经知道，不可能把一个单连通区域单叶并且共形 
地映到一个多阶连通区域上去.于是就发生了一个 问题: 是否可以把一个多阶连通区 
域映到另一个具有相同连通阶数的多阶连通区域上去？现在已经知道，一般地讲，这 
问题的回答是否定的.事实上，甚至于连在最简单的同心圆环形的情形，也要有下述 
定理： 

定理 3 要想有一个把环形 n < kl < r 2 映到环形上去的共形映 
射 Z £；=/( Z ) 存在，其充分必要条件是这两个环 相似： 

(5) 

Pi r x 

为了要证明条件 (5) 是必要的，我们注意，函数 / U ) 满足对称原理的条件，并且 
根据这个原理，可以把它解析延拓到区域 d 和 r 2 <| z |< d 内去，这两个 

厂2 r 1 

区域分别是相对于圆周 I % I 二 n 及圆周 U | = r 2 与环形 n M < r 2 成对称的.函数 
f ( z ) (连同它的延拓在一起)把扩大了的环形 UI 映到环形4< \ w \<^ 

r 2 r 1 Pi Pi 

上.于是，我们对于函数 /( 幻再应用对称原理，就可以把它再延拓到环形^(^) 2 < 

k 丨< r 2 ( g ) 2 内去.无限制地继续实施这样的延拓，我们便得到 : f ( z ) 实施一个把 
区域 o < M < oo 映到区域0< I w I <⑺上去的单叶映射.并且，或者是 

z -^0 z ~^°° 

或者是 limf ( z ) = 00 ， lim /( z ) =0， 

z - K ) z ^°° 

这要看对应于圆周 Izl 的是圆周 I w I 二 & 还是圆周 I w I = & 而定.由此我们便 

可以 断定 : /U ) 是一个分式线性函数，具有下述两种形状 之一： 

f ( z ) — az 9 f ( z ) = — , (6) 

z 
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其中 a 是一个复数常数.显然，在这两种情形中，等式 (5) 都是满足的. 

条件 (5) 的充分性可以从下述事实 得出： 当具备了条件 (5) 时，这两个环形是相似 
的，因此，可以用一个简单的延伸变换把它们中的一个映到另一个上去. 

作为对所证明的这个定理的补充，我们还要 指岀： 任何一个二阶连通区域，终究 
可以被映到某一个环形 A 上去，并且，当半径 A 已经给定时，对于已知的 

区域来说，半径&是单值地确定了的.完全同样，任意一个〃阶连通区域，都可以被 

映到某一个由平面中去掉 7 Z 个圆而得到的区域上去.这些命题的证明，读者可以在 
M . B . 凯尔迪什的论文 [7] 或柯朗 ( R . Kypaht ) 的书 [5] 中找到. 

最后，我们要举出对称原理在被映射区域的边界含有解析弧时的一个推广.如果 
一段弧 C 可以用参数方程 

x = x ( t ) , y = y ( t ) , 

来给岀，其中 与 3；(0都是 实变量，在区间 U ，/?) 上的解析函数 ，即，这两个函数 
在这区间内每一个点~的邻域内，都可以展开成的幂级数，那么我们就说 ， C 

是解 析弧. 这时我们假定，在这区间内的任何一个点处，导数 : r / ( d 与 y G )都不会同 
时变成零(即，在 C 上没有奇点）.曲线 C 也可能是条闭曲线，只要 x ( a ) = x ( l 3), 

y ( a )= 

下面的定理 称为解析延拓 原理： 

定理 4( H . 施 瓦茨） 设函数 w = /U ) 实施一个共形映射，把边界上含有一段解 
析弧 C 的一个区域 D ， 映到某一个区域 ZT 上，并且对应于弧 C 的，也是区域 D * 的 
边界上的一段解析弧 C * . 在这些条件之下，函数加=/(幻可以经过弧 C 作解析 
延拓. 

事实上，设 A 是弧 C 上的任意 一 个点 , z — z ( t ) = x ( t ) + f ： y ( 0是这曲线的方 

程，并且 A = z (~ ). 由于 C 根据条件是解析弧，所以在~的某一个邻域 k - ~ I <5 

内，函数 z = £) 可以展开成〖 - ~的幂级数.根据阿贝尔定理，对于 r 的那些复数 

值(我们用（来表示)来说，在圆 I do I <5内这幂级数也是收敛的.因此，在这个圆 

内定义了 一个解析函数 z = 以 a 因为/ ( ^ ) 古0 ， 所以，在必要时把 s 再减小；我们 

总可以把映射％二以 （) 认为是一个共形映射.根据它的构成方式，％ = 以 ？) 把圆 
l ?-^ ol < 5的一条直径映到曲线 C 的包含点 A 的某一段上.我们假定，这时上半圆 

变换为区域 D 的内部，而下半圆则变换为 D 的外部. 

完全同样地，如果 w = w ( r ) 是曲线 CT 的方程，我们可以构成一个共形映射 
w = w ( a >)， 把圆心在实轴上的某一个圆 | ⑴- r 0 | <4映到点 w 。 ^ w ( r 0 ) = f ( z 0 ) 

的一个邻域上，并且把这个圆的一条直径变换成曲线上的某一段.我们也假定， 
上半圆变换为区域 CT 的内部，下半圆变换为 IT 的外部. 

函数 W = /( z ) 构成一个共形映射 

co = co \ f [ z (^)]\ = ( p ( t ) 
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( o > = co ( w )， 是 w 二 w ( a ») 的反函数），这映射把圆 | ^ - ^0 | < 5的上半圆映成圆 | - 

r ( J < &的上半圆的某一部分，并且把第一个半圆的直径变成第二个半圆的直径的一 

部分.根据已经证明了的对称原理(定理1)，可以把函数 〆 ？)解析地延拓到下半圆 
内，并且 W G (同它的解析延拓一起)实施一个共形映射，把整个圆 I ? _ ~ | <谷映 
到圆 k - r Q | < &的包含了一段直径的某一部分上. 

所构成的这个 co = cp (0 的解析延拓，产生了函数 / U ) 的经过曲线 C 上一段的 
一个解析延拓.事实上，在区域 D 的外部对应于下半个圆 \^~t 0 \<8 的那一部分 

内，的延拓定义了一个解析函数 w = 丨（这里的是 zU ) 

的反函数），它在弧 C 的一段上的边界值，与 /( 幻的边界值相同.根据连续延拓原 
理，这函数便是函数 / U ) 的解析延拓.由于&是曲线 C 上的任意一个点，因此可以 

断定 ， /U ) 经过整段弧 C 都是能作解析延拓的.定理得证. 

特别是，若所给的区域的整条边界 C 与 ( T 都是解析曲线，那么函数 /( z ) 就是 
经过区域 D 的整个边界都能作解析延拓的（因而，在闭区域 D 上是解析的）. 

在下一目中，我们将举岀许多应用对称原理来实施共形映射的例题. 

36. 例题 

(1) 把十字形的外部映到圆的外部上去的映射 （图 71) 沿虚轴作一条辅助的割痕(在图中用 
虚线来表示) FAB ， 并在图形的右面一半考虑映射^ .这映射把所考虑的那一半圆形，变换成 

沿实轴去掉了一条从 A (- 〜) 到 DU 2 ) 的射线的平面&，然后我们再利用映射 

Z 2 — V Z\ — a 2 — z 2 — a 2 ， (1) 

把所得到的区域变换成右半平面.这时那条辅助的割痕就被变换成虚轴上一条包含点〜的从 

到 B (熗)的线段，其中 (图 71). 

函数 z 2 = v ^ 2 - a 2 满足对称原理的条件，因此，它可以有一 
个经过 FAB 到左半平面内去的解析延拓，并且，它同它的解析延 

拓(我们重新用来表示它)一起实施一个映射，这映 
射把所给的十字形的外部，映到^平面中虚轴上一段线段 BF 的 
外部上. 

余下还要把最后那个区域映到单位圆的外部上去.为此，我们 
先应用一个把线段 BF 的外部变换成单位线段 [ - 1，1 ] 的外部的 

线性映射 q - g ， 然后再作一个茄科夫斯基映射的 

逆映射(参看第7 目）： 

- “A + zl ~1) = ^ ^ | V z — a +V z 2 — a 2 + fg+ (f— g) i \/ z ， （ 2) 

便得到所求的结果了. 

特别，当 6 = c = a 时，我们得到 w = + 由此便得出 



•130 • 


第二章共形映射 


[ 36 ] 



(参 看第30目例 3). 

(2) 把去掉了 一 些线段 K I 2 : Kl + a , arg z ~ (A=0,l，〜，w -1) 的单位圆的外部映到 

n 

单位圆的外部上去的映射 (图 72) 我们在圆的半径的延长线上，从点尽与点压起到无穷远作两 
条辅助割线，并建立一个共形映射，把所得到的扇形映到同是那样的一个扇形上去，但是要使点 


私与 B 2 落到义,与八 2 的位置上.这可以用下述方式来实 现:利 用变换 z ,= z ^ ，把扇形映到去掉了 

半个圆的上半平面上，然后再利用茹科夫斯基函数 ^ = ，把它映成上半平面.这时点 

6 1 与氏被变换成点 


± (1 + ) = 土 


T 


[(1 + a)^ +(l + a)"^ 


(4) 


然后，我们用变换&把这半平面加以压缩，再使用茹科夫斯基的逆映射&= ^ 3 +/^ r r i . 

结果我们重又得到了一个去掉单位半圆的上半平面，但是现在点战与 压已 经被变换成点 ±i 了.余 
下就只要使用映射 vo = z ^ n ，便得出了所需要的那个把扇形映到一个扇形上去的映射： 


(l + ai)'« 


n n 

之 T + Z _T + 




(5) 


函数 (5) 满足对称原理的条件.应用对称原理，我们得 出：这 函数是可以经过线段 B 2 C 延拓的，并 

且，它同它本身的延拓一起实施一个映射，把 z 平面中第一个扇形与第二个扇形的总和，映到 m 
平面中第一个扇形与第二个扇形的总和上(图 72) .所得到延拓也可以经过线段 B 3 C 再延拓，新的 

延拓把 z 平面中的第三个扇形映到 w 平面中的第三个扇形上(使 得点氏 落到圆周上）.重复这样 

的推理，最后我们便 得出： 函数 (5) 同它的解析延拓一起作出了所要求的那个映射. 

在图72中展示了所讨论的映射在 n = 8和 a =0.25 时，圆周 UI =0的一部分像.可看出，在 
0=1.8 时，去掉线段的大影响实际上没有显露出来——实际上，这些像与圆周没有不同. 





图 72 
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(3) 把去掉了一些线段 0<： y </ i，:r = 々 a U = 0，± l ，±2, …）的上半平面映到上半平面上的 
映射 从线段的端点 Ay 与 A 。 到无穷远作两条辅助的割痕 AC 与 A。C (图 73 中的虚线），然后 

我们来把所得的这半个带形 CBqBeC 映到一个同样形状的半带形上去，但是要使点 Ay 与 AM 
变换成这半带形的两个顶点.为此，我们先把我们的半带形映成半 平面: ^ =cosP (见第9目）. 

GL 

再把所得的半平面用映射 z 2 = —压缩(使得点与 A 。 被变换成点±1)，然后再利用 

ch — 
a 

第一个映射的逆映射 : w ~ arccos z 2 • 因此，我们得到所要求的把半带形映成半带形的映射： 

7T 

a ( 1 7TZ 

w = — arccos - rcos —— 

7 c ! 7 tn a 

ch —— 
a 


(7) 


当 a = 0 时，就有 q =0,于是，函数 (5) 化成公式我们来找出当《很小时映射 (5) 的主 


要部分.从关系式 (4) 我们得出 


2 2 
n a 

~8~ 


.略去阶数按 a 2 更高的无穷小，从公式 (5) 便得出我们所 


讨论的共形映射的一个近似 公式: 


VU ^ 


74 


1 


2a 


n 



+ z i +( Z T - z i)( 1- 


4 a 


/ IL 

(z 2 ~ 


z 


« V 


= 2： 1 — 


2a 


n 



1- 


2a 


2 


Z 


~\ 


或者，最后我们得到下面的公式 


ZV^Z 


1 


na 1 z 


+ 


4 


z 


1 


( 6 ) 


(参看第 30 目的例 4 中的 (10) 式).公式 (6) 适用于不太邻近那 W 个1的 W 次方根的那些点. 



o 
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v=2 
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对所得到的这个函数应用对称原理无限多次，我们便可以证明 ：函数 (7) 实施一个所求的映射，它 
把图73中的“栅形”映成半平面. 

图73上展示了所讨论映射在 h =0.5 a =2时线 m = const 和 v = const 的像.可看出，在 r = 
2时丢掉线段的大的影响实际上没有显露出来——所讨论的像实际上与直线没有不同. 



(4) 把一个去掉了一些线段 — a < a :< a ，3； 二处/ (々=0, ±1，±2,…） 的平面映到一个在实轴 
上去掉了 一些线段的平面上去的映射 （图74,这两个区域都是无限多阶连通的）. 

我们沿虚轴作一条辅助的割痕（图中的虚线），然后来把所形成的那两个区域中的一个，譬如 
说右面那个，映成上半平面.为此，我们先把 z 平面旋转90°，再利用上一例题的结果 :函数 



( 8 ) 


实施一个把原区域的右半映成上半平面的共形映射.这时，点 = 变换成点 W = arccosl = 


0 ,点 1 “之= 0 )被变换成 A f 0 ^ = 6 ,点-纖变换成点 

ch H 


_ 1 

w = arccos - 

1 Tta 

ch H 


= 7 t _ b ， 点、 A _ t 变换成 TT ， 点 B _ 2 变换成 7 T + 一 般地讲，点泉被变换成点 W =- 以， 而线段压 
Q 则被变换成线段 

[—(k + \)tc + b , — kK — b] {k = 0 , ± 1 ， ± 2 ，•••）. 

根据对称原理，我们可以把函数 (8) 经过这些线段来延拓，于是便得出 ：函数 (8) 同它的解析延 

拓一起，实施一个共形映射，这映射把所给的区域，映到去掉了一些线段 U 7 r -6 ，ybr +6) U = 0, 
±1，±2，“.）的 w 平面上.问题便解决了. 


(5) 由二次曲线所围成的区域的映射 

A . 抛物线 设坐标原点在拋物线的焦点处，拋物线的方程为 + D (图 75) 
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a ) 利用函数 1 ^=^，可以把这拋物线的外部映到半平面 〖m *^>^4 上去.实际上 ，令 z 


•r + iy ,zv = u + iv , 我们便得出: 


.r = u 


v ， y 


2 uv , 


⑼ 


由此可以看到 :直线 


V 


被变换成抛物线^ 


4 c 2 ( 



C 


2 


) •当 


C 


^时，我们便得到所给出的 


拋物线.因此，函数 


W 


-J~z — i 


JL 

2 


( 10 ) 


就实施一个把拋物线的外部映到上半平面上去的共形映射.函数 （10) 在拋物线的内部有 
支点. 


个 


b ) 为了要得出对拋物线内部的映射，我们沿射线作一条割痕（图75)，并且 注意: 借助函 


数 z , 可以把拋物线内部的上一半映到半带形 0<3； I < C V / ，0<々 < oo 上.再利用函数々 


cos ，可以把这半带形映到上半平面上，这时与割痕对应的是射线 -1<&< 


应用对称原理，然后再使用变换 w 
面上去的 映射： 


I 


h ，我们就得出所求的把拋物线的内部映到上半个平 


XV 


= i ^/2 


cos 


mz \ 

TTp 


— i ^/2ch 7T 


z 


2 p 


( 11 ) 


B . 双曲线 a ) 为了要找岀一个把围在双曲线 


2 


x y 



图75 图76 

的两支之间的那个区域(图 76) 映到上半平面上去的共形映射，我们沿实轴作一条割痕 BD , 并且注 
意 :函数 

Z] = — ( 2 ： + V Z 2 — C 2 ) 

C 

(其中把所给区域的上面那一半映到扇形 

0〈arg z] 〈 7c — 0 ， \z\ I >1 
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上，其中 ^ = arccos ^ (参看第7目）.根据对称原理，这函数实施一个把整个所给的区域映到整个 

c 

扇形 0 <arg q < ;r - 0 上去的共形映射.并且，函数 

( -id ( Z + V Z 2 ~ C 2 \ n ~ 2d 

w=(e Z] ^ -- ) ( 12 ) 

显然就实施把围在双曲线的两个分支之间的那区域映射到上半个平面上去的映射. 

b ) 为了要得出双曲线右支内部的映射，我们沿射线 DFG 作一条割痕，并且注意 ：函数 ^ = 

— (z + V Z 2 -C 2 ) = ，实施一个把这区域的上面一半映到扇形 0 <arg z i <6,\ z l \>\ 上去的 


It 


共形映射.函数 z 2 =- j(zf + ) = ch 


TZ 



arch 



又把这扇形映射到上半平面上，这时对应于 


射线 DFG 的，是实轴上的一条射线 （- 1， oo ). 应用对称原理，然后再利用一个补充的映射 w = 


i 71^2，我们便得出了所求的那个映射，它把双曲线右支的内部映射到上半平面上去 





* 

I 



1 + ch 


7C , Z 

arch 



c 


= i A/2ch 


吾 arch 



C . 椭圆 a ) 函数 


(13) 




(14) 


实施一个把橢圆 & + $ = l 的外部映到单位圆的外部上去的共形映射，其中 c = (参看 

a b 

第 7 目）.这函数在椭圆的内部有一个支点（图 77). 

b ) 为了要得出一个椭圆内部的映射，我们沿长轴作一条割 

痕，然后利用函数 q j 于是我们得到一个把 
楠圆内部的上面一半映到上半个环形1< 1^ I <^,Im ^>0 

C 

上的映射，这时割痕变换成实轴的两条线段 af 1 ,f 2 c 及半个单 
位圆周.函数= In A 再把这半个环形映到矩形 0<Re z 2 < d ,0 

< Im z 2 < ;r 上，其中 d = In 我们还不能应用对称原理，因 图 77 

C 



为我们的割痕的像是一条三节的折线 ARRB . 需要先把这矩形映到上半平面上，以使得这折线 

变换成一条直线段.把一个矩形映到平面上去的映射，不可能借助初等函数的组合来得出——它 
是由椭圆函数所作出的(见第39目中的例1)，所以，把椭圆的内部映到半平面上去的那个映射，也 
不能用初等函数来写出. 

37. 多角形的映射 在着手推导把半平面映射到多角形上去的公式之前 '我们 
要先来说明关于共形映射在区域的角点处的状态这个问题.为了简单起见，我们假 
设 :区域 △的边界，在角点的邻域内是由两条直线段构成的.在这两条线段之间 

的那个角度，我们用抓来表示，设0< a <2 (图 78). 设函数幻作岀一个把 


* 这一公式的另一种更结构性的推导见后面的第44目 . 


[ 37 ] 
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上半平面映到区域 △ 上的共形映射，并且，对应于角点的，是在实轴上的一个 



为了说明函数 /( z ) 在点^的邻域内的特性，我们引进一个辅助的变量⑴ 二 

(ZV — Wo ) 七 .复合函数 

co= \f(z) - vu 0 \^ ^ co{z) ( 1 ) 

实施一个共形映射，这映射把点 A 的邻域中属于上半 Z 平面的那一部分，映到点 C 0 

二0的一个邻域中属于某半 W 平面内的那一部分上，这时对应于 Z 平面中实轴上的 
线段的，是一段直线段（图 78) .根据对称原理，函数 0> U ) 可以解析延拓到点 A 的整 



图78 


个邻域内，并且因此可以用泰勒级数来表示 


CO 


(z) 


c\ (z - Z 0 ) + C2(z - Z 0 ) 2 + 




在这个级数中没有常数项，因为 


C 


/ 

0 


⑷（之0) 


0. 但是，由于这函数作岀一个共形映 


射，所以 


/ 


C 


o / u ) 关0.现在再利用关系式⑴回转到函数 /( Z ) 上来，我们便得到 


在点 q 的邻域内，函数 /( 幻可以表示成下列形式 



Z 


W 0 + (z- z 0 ) 


(z 


m m 


•r 


因为在大括弧中的那个表达式在 


Z 


q 时不等于0,所以在点 A 的某一邻域内可以 


分出函数 U'l + c ; (Z - Z Q ) +…卜的一个单值解析分支来.把这分支展开成泰勒级 
数，我们便得岀函数 /( 幻在点 A 的邻域内的最终表示式 


f(z) 


w 0 


+ (z~2 ： o) a |c 0 + C 1 (z-Zo) + 


着# _ 


⑵ 


由此便可以看 出：当 a > l 时，导数 / U Q )=0; 当 a < l 时， / U ) = oo .反过来，就逆 
映射2：二 w ) 来课，当 a < l 时 〆 （ w 0 ) 二0,当 a >1时， 〆 ( w 。） 


由这个关系式(2)，我们还可以看到，&在且 a ^2时是函数 /( z ) 的 


个 


支点. 


注意到，更一般的情况，当点的邻域中区域△的边界由光滑的或者甚至解析 
弧组成，而这两条弧在点处相交成角抓的情况，所作出的结论一般说来是不正 
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确的'在这种情况下，映射函数不一定有形状 (2): 在它的展开式的主要项中可能出 
现这样的因子，它们在趋向零和无穷大时比 z - a 的任何幂次都慢. 

例如，我们在上半圆 U I < r ，3；>0内观察函数 

w — | , w(0) = 0, (3) 

其中对数的分支由条件 0<arg z ^ k 定出.容易看岀，在 r 足够小时，这函数把 x 轴 
上的线段 （0，r) 变换成 m 轴上线段 + 把线段 （_r，0) 变换成弧 7 ：u = 

xln -^― , V = -7LT ， 而把半个圆周1^1= r 9 0^(p^7t 变换成接近于半圆周的弧（图 

- X T 

79). 



m 79 


弧7在点 W = 0 处光滑地与线段 (0，rln + ) 衔接，所以角《 = 同时 (3) 的展开 
式的主项被因子 In 破坏”了.对于函数 

Z 

W = ― ^-r , 7X>(0) = 0 (4) 

In 丄 

z 

可观察到类似的影响. 

我们转到多角形的映射上来.设在 w 平面内给出了一个没有自己相交的点的闭 
多角形 Ai A 2 • • • A„ ，并且它不包含无穷远点 ( 我们将在下目中来解除这个限制）. 

根据黎曼的基本定理(第28目），必定有一个函数 W = 存在，它实施把上半 
z 平面映到这多角形的内部 A 上的共形映射.为了确定起见，我们规定 k 平面中实 
轴上的三个点(例如，七，七与 a 3 ) 与 A 的边界上的三个点(例如，三个顶点八^八:与 

A 3 ) 是相对应的.于是根据第35目中的定理2，函数 /( 幻就被单值地确定的.我们先 

假定 :这函 数是已知的，特别是，被变换成多角形的顶点 A 4 ，…， A„ 的那 n - 3个I轴 

上的点 a 4 ，…，都是已知的.我们的任务是要找出这函数的解析表达式. 

因为在实轴的每一段(七，〜 + 1 )上，函数 W = 都只取位于直线段 A,A, + !± 

的那些值，所以，根据对称原理，可以把这函数经过这线段解析延拓到下半平面内去. 


来 


在第三版中这个地方不正确, M , A . 拉夫连季耶夫和 B . B . 沙巴特善意地提醒我们注意. 
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这函数的解析延拓实施一个共形映射，它把下半平面映到关于线段 A,A 
^成对称的那个多角形^上（图 80) .这解析延 


务+ I 


与多角形 


拓又可以经过任何一段线段 （ ~ 


) 而被延 


拓到上半 z 平面内，这时新的解析延拓所实施 




的那个共形映射，把上半 


2： 


平面映到关于线段 




+ 


与多角形 r 对称的那个多角形上. 


▲ 



我们假 定:我 们已经完成了一切可能的像 
上面所说那种形式的解析延拓.一般说来，结果 


/ 






K 







^2 





© 


将得出一个无限多值的解析函数 W 


F ( z ), 


I 

P 





对于这函数来讲，原先的那个函数 / U ) 是它在 
上半平面内单值分支中的一个. 


ck - 


▲ 



图80 


设 


w 


/* (之）与 w 


/ 


(幻是函数 FU ) 在上半平面内的任意两个分支.按照 


我们的函数 F ( z ) 的构成方式，这两个分支分别实施把上半平面映到两个多角形4 


* 


与么 


上去的共形映射，这两个多角形与 △ 


彼此相差偶数次的关于边的对称 


变换.但是，因为每一对关于任意两条直线的对称变换，都可以化成某一个平移与旋 


转，所以在上半平面内处处都有/ 


(Z) 




ej 


* 


幻 + a ， 其中的 a 与 a 都是常数.对 


于函数 FU ) 在下半平面内的任何两个分支来说，同样的结论也是正确的 


并且，函数 


g ( z ) 


/( 



2： 

Z 


兰 

clz 


In f{z) 


在上半平面内是解析的，因为， / U ) 既然是一个实施共形映射的函数/(幻的导数， 
那就必定处处都不会变成零.根据前面对函数 F U ) 的分支所作的讨论，在 / U ) 作 


切可能的解析延拓时，这个函数 gU ) 仍旧是单值的(我 们有 : /I U ) 


e 


, a fAz ), 


/:* ( 之 ) 


eY : U )， 所以， 


/’** ( 之) 


/：( 


关关 


z 


z 


z 


因此我们可以得出结 论说: gU ) 在完全 z 平面内，除了对应于多角形的顶点的 


那些点 


2： 


^处以外，处处都是单值的解析函数 . gu ) 在无穷远处是解析的，因为点 


Z 


oo 


变换成在多角形的边上的某一个点，而不变换成多角形的顶点. 


为了要说明函数 gu ) 在点％ 


^处的特性，我们取某一个分支 / u )， 并使用公 


式 (2) .于是就有 


f{z)^ A k + (z~ a k Y k \c Q + c^iz- a k ) + 


m m m 


I . 


从这个式子便容易得岀 gU ) 在点 z 


w 的邻域内的洛朗展开式 


尽( 


2： 




(a k - l)a k c 0 (z~ a k Y k 


-2 


+ 


•參_ 


(z- a k Y k 


-1 


+ 


馨參擊 




^-l + c ^c\(z-a k )-^ 


參## 
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由这展开式可以看 岀：点 z 


是 g (2：) 的 一 阶极点，具有留数0^ 


1. 


因此，函数在完全平面内只有 rz 个奇点.从 gU ) 中减去它在这些点处的 


展开式的主要部分的和，我们得到 


G ( z ) = g ( z ) - 


- 个函数 

— 1 


a 2 — 1 


— 1 


z 


a 


z 


a 2 


z 


a 


这函数在整个完全平面内都是正则的，因而必定是一个常数(参看第 24 目中所叙述 


的柯西-刘维尔定理).由于在点 z 
内有 


〜处函数 / U ) 是正则的，所以在这个点的邻域 




及 


g ( z ) 


p(p + l ) 


pd - 


d 


z 




P 



+ 






+ 




z 


户 + 1 


+ 


z 


z 


于是 g (°°) 


0,因而， G ( 



) 也等于 0 .所以 


g ( z )=£ ln /( z ) = ^ - 



a 2 — 1 


+ 


.+ g » 一 1 


z 


a 2 


z 


a 


⑸ 


把表达式 (5) 沿着在上半平面内的任何一条路线求积分，然后把对数的形式指数 


化，我们得到 


/ U ) 




C(z — ai) ax 


一 1 


( z - a 2 Y 2 


一 1 


_ #參 


( z - a n ) % 


一 1 


⑹ 


再求一次积分，便得出了所求的 / u ) 的表达式.这样就证明了下面的定理 


定理 1( H . 施瓦茨， E . 克里斯 托弗' 1867 


1869年) 


如果函数 


W 




/ U ) 实施 


个把上半平面 Im z >0 映到一个有界的多角形 A 的内部的共形映射， △ 在其顶点 


A* ** 处有角度 a# (0< a k <：2 ,k 
那些点 A ( - °°<ai <a 2 < # 


1 , 2 ,- 

< a . < 


， w ) ，并且，实轴上对应于这多角形的顶点的 

o) 都是已知的，那么 /U) 便可以用积分 


f ( z ) 




C 


( z - a x Y A 


一 1 


( z - a 2 Y 2 


— l 


n _ 


z 


a 


n / 


一 1 


dz + Ci 


⑺ 


z o 


来表示，其中^，(:与匕是某三个常数. 

求施瓦茨-克里斯托弗 ( Schwarz - Christoffel ) 积分时,假定了对应于多角形顶点 
的那些点&都是已知的.但是，在共形映射的具体问题中，往往是仅给出了多角形的 

顶点恚 ，而这些点^却仍是未知的.按照第29目中所说的，其中有三个点(例如^， 

a 2 ， a 3 ) 可以任意指定，而其余的那些点以及常数 C 与匕，就必须从所给问题的条件 

来确定 . 这种情形是实际使用施瓦茨-克里斯托弗积分时的主要困难. 


* 爱尔文•克里斯托弗 (E.Chri s toff e l，1829—1900), 德国数学家. 

** 常数 q 总可以立即确定，例如，令^=0.所以在以后我们便不把它当作公式 (7) 中未知的参数 
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确定这些常数&， C 与 C, 的方法，我们将在下面具体的例题中来说明.由上面所 

叙述的定理1的证明中，可以知道，实际求岀这些常数，在原则上是可能的.事实上， 
设已经给定了一个多角形△.根据基本定理，我们可以断 言:必 定存在着一个把半平 
面 Im Z >0映到多角形 △ 上去的唯一的共形映射 w = f ( z ), 它把实轴上三个给定的 
点^，〜与〜变换成 △ 的三个顶点，譬如说，变换成八^八:与 A 3 .就这个函数 /U) 

而言，根据上面的证明，在适当地选定常数 a 4 ， a 5 ，… ，&， C 及 C, 时，公式 (7) 便成 

立.因此，当三个&已经给岀时，其余的那些常数便也同时被唯一地确定了.我们还 

要注意 :依照 (6) 式，在 z 平面的实轴上，当 z = 〜时，对所有6都有 arg(x- 

a k Y k ~ x =0,所以 arg /'(x) 二 arg C. 由于那段(含有点 2： = 00 的)线段 (a„ ，^ ) 在映射 

切二 /U ) 下被变换成线段，所以 arg C 等于这线段人八与 W 轴所成的那个角 

度 0( 图80中 a = 0-7 t). 给岀一个顶点的位置,常数 C, 就可以被确定.要确定常数 

^与 C， 可以利用已知的多角形的边长 

A k A k + l = \ f { x)\dx (々 = l，2r"，n_l)， （8) 

J % 

尽管实际上我们远非经常应用这种方法.在实际中常常不得不利用近似方法来确定 

常量 A 和 C. 近似方法读者可以在 n. O. OHJTbqaKOB 的书 [10] 或者 r. H. nOJIOMHH 

的文章 [12] 中了解到. 

38 .补充注释 我们来讨论上目中未曾弄清楚的一些情形. 

(1) 多角形有一个顶点是无穷远点的像 例如，设 a„=oo .为了要把这情形化 


成上一目所研究的那种情形，我们作一个分式线性变换 -i + a 〔，把半平面 

lmz>0 变换成半平面 Im ?>0,把点 q ， a 2 ，…， = oo 分别变换成有限点* d， 
a；,-,a：. 应用上一目中的公式 (7) ，我们得岀 

J & 



把所有括号中的分母都取出来写成共同的分母，并从每一个括号中都取岀一个因子 


心—心 (是二1，2,…， w -1)，便得 



{z~ a x Y x 


-1 


(z- a 2 Y 2 


一 1 


• • 


z 


a 


w 一 1 / 


i 一 1 . 


dz 


H -+ a 一 w + 2 

2 ； 1 2 n 



C , 


其中 A = A， 是一些实数常量，而 c 是复数常量 (它 的表达式中包含所有取出 


* 如果有一个点 q 二0,那么应该取 f 二一^- + <，其中 a 是一个与所有的 q 都不同的数. 
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的因子）.再利用几何学中关于〃边形顶角的和的一个基本定理 


结果我们便得出 


a i + a 2 + • • • + a „ = n — 2, 




C 

Jz 0 


(z — ) ai 1 ( 2: — a 2 )° 2 1 — a n -\Y n ~ x 1 dz + . 


( 2 ) 


因此，如果多角形 △ 的那些顶点中有一个顶点与无穷 
远点相对应，那么便在施瓦茨-克里斯托弗公式中，丢 
掉那个与这顶点有关的因子. 

在实际应用时，可以利用这事实来简化施瓦茨- 
克里斯托弗积分 (参 看第39目及其后）. 

(2) 多角形有一个或几个顶点在无穷远点 设多 
角形 △ 的一个顶点 At 是无穷远点.我们在射线 A^^Ak 
上与/^^ +1 上，各任意取一个点与 A 〗， 把这两个 

点用直线段连接起来，然后来考虑所得到的那个 （n + 
1) 角形 △/( 图 81) .根据上一目，把半平面映到多角形 
，上去的那个函数，可以用公式 



图81 


w — C (z — aiY x 1 •^(z — a [ {z — 1 **•( 2 : — a n Y n ~ l dz + C x (3) 

Jz 0 

来表达，其中^与 < 分别是在顶点处的顶角与在顶点 AI 处的顶角，以 TT 为单位 
来度量，<与< 是 Z 轴上对应于这两个顶点的两个点. 

令线段 KK 向无穷远处移远，但始终保持同它原来的位置相平行.这时点 i 与 
a 、 便逐渐合成一个点，就是对应于顶点 A & 的那个点& .在 (3) 式中含有与 a 、 的 
那两个因子，则在趋于极限时变成 U - ajd 2 . 我们把射线 
有限点< 处的那个交角乘以-1，记作于是，由三角形 A ^ AIA : ，我们有^ 

_ ot k 二1，而这就是说， a 、 + ~2 — a k - 1，因此， （3) 式仍然可取通常的形状： 


w = C ( 2 ：— 〜广 1 — 1 … （z — a 是 ） a * _1 …（之 — a ”） a « 一 1 办 + Q . (4) 

当多角形有几个顶点在无穷远处时，可以进行同样的讨论. 

因此，对于有一个或几个顶点在无穷远处的那些多角形来说，施瓦茨-克里斯托 
弗公式仍然有效，只需把顶点在无穷远处的那两条直线之间的角度，规定为这两条直 

线在有限点处的那个交角乘以 -1 (参看第31目）. 

在我们的无穷远处角度的定义下，关于多角形顶角的和的那个关系式（1)，仍然 
是有效的.实际上，对于顶点都在有限点处的那个 U + 1) 角形 ，来说 ，根据公式 (1) 
我们有+ a ； + a ： = n - 1，在这里 t 是表示多角形 A 中，除了那个在顶点 A , = oo 


处的角以外，所有的顶角之和(我们仍然沿用前面所用的那些记号）.作代换 a ； + a ： 
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二 q + 1，便得岀对于多角形 △ 的关系式 （ 1 ) . 

(3) 多角形外部的映射 这种情形与在第37目中所研究的那情形的不同之处 
在于，在上半平面中对应于多角形的无穷远点的某一个有限点 + a 处，函数/(幻有 
一个一阶极点(若有高阶极点存在，便要同这映射的单叶性相矛盾了）.也同在第37 
目中一样，可以证明 :在这 个点处 gU ) 将有一个一阶极点，其留数等于 -2 .同样的 
结论，对于下半平面中的点5来说也是成立的，因为点5是函数 /(幻 的解析延拓的 
一阶极点.因此，我们便有函数 gU ) 的展开式 

# ⑴二， + …+ 丄—丄 • 

z — a { z — a 2 z — a n z — a z _ a 

由此便得岀下述的公式，它表示一个实施 把上半平面映到多角形的外部上去的共形 

映射的函数 

rz 1 

vo^C { z ~ a v )^~ x '-{ z - a n ) % ~ ] ~, - rr ? - =^2 + C ,. (5) 

J yz — a ) \z~ a) 

在这公式中，％是多角形那些顶角的外角，以 7 T 为单位来度量，七是实轴上对应于多 
角形的顶点的那些点， a 是上半平面中对应于多角形的无穷远点的那个点，^， C 与 
则是某三个常数. 

(4) 把单位圆的内部（外部）映到多角形的内部（外部）上去的映射 这映射可以 
由函数 

zv — C (z — a { ) Ql 1 ( 2 : — a 2 )° 2_1 m,9 (z — a n Y n ~ X dz + Ci (6) 

J % 

实施.在这里^是多角形的那些内角（外角），以 TT 为单位来度量 ，^(UJ =1) 是单 

位圆周上对应于多角形顶点的那些点， C 与 Q 是某两个常数.此外，当把单位圆的外 

部映到多角形的外部上时，还假定 Z 平面中与 W 平面中的无穷远点互相对应. 

对于 把单位圆的内部映到多角形的外部上去的 映射，有公式 

-w = C (之 - q 广 1 _1 (z - a 2 ) a2_1 … （之 - ， （7) 

Jz o z 

其中那些记号的意义同在公式 (6) 中的一样，并且假定，多角形的无穷远点与圆心相 
对应. 

公式 (6) 与(7)，都可以像在本目开头处导出公式 (2) 时所做的那样，对％平面作 
一个辅助的分式线性映射，而化成上一目中的形式. 

(5) 逆问题 现在设已经给定了任意两组实数&与&，满足条件-⑺ < ai < 

a 2 〈… < < 00 ，_ 2< a , <2,么 a k : n _ l 以及任意两个复数 C 与 Q • 我们利用 

k-i 


* 如果多角形的无穷远点是与 Z 平面的无穷远点相对应的，那么这无穷远点便是多角形的一个边界点，于 
是我们就有了在 (2) 中已研究过的那种情形. 


•142 • 


第二章共形映射 


[38] 


这些数来构成一个施瓦茨-克里斯托弗积分 


w = C (z — aiY x ~ l {z — a 2 )° 2 1 ***( ^: — a n Y n ~ l dz + Ci . 

Jz 0 


( 8 ) 


可以证 明：在 这些条件之下，施瓦茨-克里斯托弗积分决定了一个函数，它把上半平 
面共形映射到某一个多角形上去，这多角形在其顶点处的顶角等于 cx k iz . 

事实上，函数 (8) 的导数的辐角 

arg ^ = arg C + ^ ( a k - l ) arg(z - a k ) (9) 

k—\ 

在实轴的每一段线段(^，七 + 1 )，々=1，2，_“，77-1上都保持不变的值* ** ，而导数^ 


本身，在这样一段线段的内部又是不会变成0的.因此，函数 (8) 把线段（^，& + 1 )双 
向单值地映到某一条直线段八^^ +1 上.对于实轴上包含了点 z = oo 的那段线段 ( aw ， 
A ) ，也完全同样.实际上，第一，根据条件2% = w - 2,线段 （ a „ , oo )_^( - oo , ai )^ 

我们的映射下旋转了同样一个角度.第二，积分 (8) 在点 z = oo 处是收敛的》，所以 
当2：4± OO 时，函数 W 趋于同一个极限. 

因此，函数⑻作岀在实轴与某一条折线 Ai A 2 …糸之间的一个对应关系.在一 

般情况下，这折线可以有自交点和不界定任何平面区域(此时它将界定黎曼曲面上一 
个非单叶区域）.把这些情况排除在外，我们将认为是某一(单叶)多角形 

的边界. 

我们注 意:在 这个多角形的顶点中，可能有一些是在无穷远处的——这就是那些 
使得有 a k <0 的顶点 A〆 事实上，当 z 越接近它们的对应点 七时 ，函数⑺，因 

为，由于被积函数的无穷大阶数>1，积分 (8) 是发散的 ） .可是，即使是在这种情形中， 
我们也仍可以应用边界对应原理，并且可以断言 ：函数 (8) 实施一个把上半％平面映 
到多角形 AiA 2 …糸的内部上去的共形映射.这多角形在顶点恚处的顶角等于 &7 T ， 


因为，由 (9) 式中可以看出，当按照从左到右的方向通过每一个点&时 ， arg f 改变 

- tcU - 1) = ttu ， 于是，对应的线段 Ah 烏便按照逆时针的方向转动一个角度 
7 t - C ^7 C . 我们的命题已经完全证明了. 


便是在条件 J ] a k = n -2 不满足时，这命题也仍然是正确的.在这种情况只是 
出现了多角形的一个添加的对应于点 poo 的第 W + 1 个顶点.读者可以自行 验证： 


* 我们 规定: arg ( x - q ) 等于0或等于 x ， 依 x > 以或而定•所以，在每一段线段 ( q，q + i ) 上，⑼ 
式的那个和式中所有的项都是常数. 

** 第一个结论是由 argf 在线段 ( a „ ，°°)上等于 arg C ， 而在线段（- 00 , aj ) 上等于 arg C + {^ a k ~ n)iz 

= arg C _2 tt 推出.第二个结论是由于 :在点 z = 的邻域内，被积函数的主要项具有=厂 2 的形状. 
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r « 

如果 H a k <n 


2，则这个顶点是一^个有限点;如果 a k ^> n 


2,则这个顶点是无 


1 


1 


穷远点. 


(6) “星形”外部的映射 


最后，遵循拉赫金 ( L . K . Lahtin ) ，我们求出圆外部 U | > 


1映射到由坐标原点引岀的〃条直线线段所组 
成的“星形”的外部的一般公式（图 82): L 与 

1^ +1 之间的角用 &7 T 表示，对应这个角的顶点和 

端点 L 的圆周上的点分别通过&和& u = 1， 


L 


a 2 Jt 


L 


a\Ji 


2 ? * * * 9 71 9 L, n + ^ 


表示. 


a n 7 t 


lx 


首先我们讨论^的上半平面到所给区域的 
映射.设 W 和乂 是平面^的实轴上的点，它们分 
别对应匕匕 + 1 角的顶点和线段 M 的端点，并且 
&是对应〜的上半平面的点.映射函数 W 


L 


是对应〜的上半平面的点.映射函数 W 
/(?)，显然，在点的邻域内应当有形状 


图82 


/⑴ 


a k Y k (p k {^) , (p k (a k )^0, 


而在 S 


W 的邻域内有形状 


/(?) 


c k + ~ ,c k v^O ，屮 k(b k )H 


其中％(?)和也 （ 0在所提到的邻域内是正则函数.最后，在点 a 和5处它应该有一 * 
阶极点，并且在平面（的其余点上应该是正则的.如上面一样，由此我们作出结论， 


映射函数的对数导数应该在点 



<处有一阶极点，带有留数在点 （ 


a 


和？ 


a 处有一阶极点，带有留数 


1，并且在点 （ 


乂和 ^平面的其余点上是正则的. 


由此可见， 




2 


a k 


1 






因而，在积分和反对数演算后我们得到 


/(?) 


C 


- a )(^ - a ) 9 


其中 （ T 为某个常数. 

完成补充映射 z 




(?- a )/(^- a ), 把上半平面映射到单位圆的外部 M > 1，我 


们得到所要找的映射有形状 


W 


C~Y1 (z- a k Y k , 

心 f . — \ 


( 10 ) 
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其中 C 和 


1) 为某一些常数' 


与拉赫金公式 (10) —样，使用通常的把圆外部映射到多角形外部的公式是较方 


便的，对我们的情况这公式有形状 


W 


c i 11(之 _ 




(ID 


公式 ( 10 ) 和 ( 11 ) 联合考虑能够避开令人厌倦的积分. 


角 a 
状 


作为例子，我们考虑特殊情形^ 
1 = «的线段的外部.我们有= 


= 2,此时多角形表现为两条在坐标原点相交成 
2- a ， 并且公式 (10) 和 （11) 分别采用这样的形 


W 


C 




Z 


Z 


a 


) a ( z - a 2 ) 2 ~ a ， 


( 12 ) 


w 





z 


z 


a 


a 2 


a_l 


(z - bi )( z ~ b 2 )^r 

z 


(13) 


比较导数，经简单变换后我们将有 


C , 

"C 


z — b { )(z — b 


z 


— (a — l )( a 2 ~ ai ) z ~ a x a 2 


由此为了确定常数心和6 2 我们得到方程 


Z 


_(a l )( a 2 ~ a x ) z ~ a x a 2 


0. 


例如，我们可以采取 h = 
(12) 包含四个实参数 (C 


1，此时 （a - 1) ( a 2 _ ) 

z + iC 2 — , a 2 二 




1 — A a 2 和 6 


- a x a 2 . 公式 


#)， 选择它们，可以达到点6,， 


6 2 和线段的端点“和 L 2 的对应关系. 


在下一目中，我们将要就施瓦茨-克里斯托弗公式对于多角形映射上的应用，举 
些例题. 

39. 例题 

(1) 把上半个平面 Im z >0 映到一个矩形 AiAzAsA # 上去的映射（图 83) 


我 


们先来讨论一个映射，它把 z 平面中的第一象限映到所给矩形的右半面 


上，并且使三对点成对应.我们把变换成点八 2 的原像记作士， 
其中 0< A <1 .所求的那个映射可以看作是这映射根据对称原理经过^轴的正向半 


轴的解析延拓，所以，可以令 A 


3 


k 


和 A 


4 


-1. 因此所求的映射可以写成 


az — a ^ / "z _ dk 


我们有 K = ^ Y ^- a k 




cik 


ry (4 为常数 ），〔 -a 二 a — $ ， C —反 




a ~ a)z 
z — 1 


，除此之外，还有 


k = \ 


[39] 


§3 对称原理与多角形的映射 


•145 • 



的形状(由于点0<-0的对应关系，常数 C , 二 0) .要确定常数 C 与 I 可以用点 A ,- 
1的对应关系 


K-C 

J 0 


_ dt^ _ 

V ( 1 _ t 2 ){i ~ k 2 1 2 ) 



与点■的对应关系 


K + iK f 


C 



1 



C 


1 


K+iC 


j 


J 


dt 


J 


\/ (t 2 — 1)(1 ~ k 2 1 2 


(我们把从 o 到 f 的积分分解成两个 


，人0到1的与从1到 f 的，并利用等式 


(1)). 由此有 


K / 


C 


J 


dt 


J 


V(t 2 -l)(l-k 2 t 2 


( 2 ) 


我们将设常数々 （0< A <1) 是已经给定的，而矩形的长与宽则选择得使 （1) 式与 (2) 
式中的常数 C 等于 1. 


K 


dt 


(1 ~ t 2 ){\ — k 2 1 


2 




i 


dt 


V (t 2 —1)(1 ~ k 2 1 2 ) 


⑶ 


于是，把半平面映到我们这个矩形上的那个映射，将可由函数 


XV = 


^_ dz _ 

Jo V ( 1 — 之 2 ) (1 — 是 2 z 2 ) 



来实施.积分 (4) 不能表达成初等函数，它是属于所谓的椭 圆积分 之列的.使它反演的 
函数 (即 ，把矩形映射到半平面上去的那个函数），是属于 雅可比 ( Jacobi ) 椭圆函数行 
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列中的，它有个专门的记号 

z — sn w = sn ( zv •， k ) ， (5) 

并特别称为椭圆正弦.我们将在最后一章中来比较详尽地介绍这种函数(见第102 
目），在那里我们将要讨论关于把任意一个矩形(而不是像在这里那样具有固定的长 
与宽)映射到半平面上去的问题的解答. 

在这里我们只指岀函数 sn ，的一个重要 性质: snz 已被判明是一个具有两个 
周期的亚纯函数，这两个周期的比是个纯虚数. 

为了证明这个结论，我们把所说的这个矩形用数字 （1) 来表示，而把它的边用数 
字 I ， n ， ni ，] y 来表示，如同在图84中所标出的那样.原先定义在矩形 （ i ) 内的那个 
函数 W = sn z ， 我们可以根据对称原理来加以延拓，例如，可以把它经过边 I 延拓到 
矩形 (2) 内.这延拓实施一个把 (2) 映到下半平面上去的映射.再经过矩形 (2) 的边 IT 
来延拓这个映射，便得到函数 w = z 实施一个把矩形 (3) 重新映到上半平面上来 
的映射，如此类推(图84中画上斜线的那些矩形，是映到上半平面上的，没有画斜线 
的那些矩形，是映到下半个平面上的）. 

这样，我们便把函数 w = z 延拓到整个 z 平面上.同时，这函数是单值的，因 

为如果我们在绕行某条闭周线后重新落到了原 

先的矩形内，例如，又落到矩形 （1) 内，那时 sn ^ 

的那些新的值就将同原先的那些值一致(它们以 

原先的那个规则，把 ( 1 ) 映到上半平面上 ） ，并且， 

这函数在这些矩形的内部以及在它们的边界上 

都是正则的，只有边界上的一个点 zTT 以及所有 

在延拓中对应于它的那些点要除外（在图84中 

这些点用叉形标出），函数 sn %在这些点处有极 ® 84 

点，因为，在共形映射下，这些点被变换成点 w = oo .因此 ， sn Z 是一个亚纯函数. 

其次，我们在图84中用黑圆点标岀矩形 (1) 中的任意一个点 I 以及所有由这个 

点用偶数次延拓所得出的那些点_ . 这些点具有下列形式 

z + 4 nK + 2 n K i , 

其中 〜 ，= 0，±1，±2，〜在所有这些点处函数 3 11都取同样的值 ： 

sn(z + 4 nK + 2 n K i ) = sn 2 ： . (6) 

这性质就表明了 sn z 有两个周期 ： r = 4 K 与 〆 = 2 K，i • 

从对于 sn z 的延拓的讨论中，还可以得出 :这函 数是个奇函数 

sn ( — z ) — - sn z . (7) 

(2) 具有水平割痕的带形 （图 85) 这区域乃是一个四角形，它的三个顶点 , A 2 与 A 3 都在 



* 我们改换了变量的记号. 


** 我们用白的小圆圈来标出我们这个函数在其上取值 sn z 的那些点. 



[39] 


§3 对称原理与多角形的映射 


•147 • 


无穷远，并且角 a , = a 2 = o ：3 =0•我们令 a 4 =0^ { =1及 = 并且取2； 0 =0 (于是由点 a 4 与 A 4 
的对应关系，立刻可以得出 C ,=0) .因此点是与负向半轴上的某一个点 - a 相对应的.这 
时施瓦茨-克里斯托弗积分便呈下列形式 



_ zdz _ 

(z — \ )(z + a ) 



z ) + a In 






( 8 ) 


(对应于点/1 2 的那个因子消失，参看上一目的 (1) 中所说的）.要确定常数(^与^我们使用下述的 
想法 :当点 z 沿着一个半径 r 足够小的半圆周绕行点=1时（即，当向量 l - z = r 々旋转 
180°，它的辐角从0变到 - tt 时），其对应点 w 就应当从射线 A 4 A , 上过渡到 A , A 2 上，并且 w 的增 
量应当与-屯相差 很小： 


Aw = — ih [ + 0( r ) ， 

其中 O ( r ) 是当 r —0 时的无穷小.这个想法被证明是由于当 r 很小时，半圆周 C ； 的像，同连接射 

线 A 4 A 与 A , A 2 并且垂直于它们的那直线段，相差很小. 

另一方面，当增量很小时， （8) 式中的大括号内第二项的增量也必定很小，因为这个项在点 
Z =1 处是连续的.而其第一项 


的增量则等于-化，因此， 


ln ( \ ~ z ) —\n r + i(p 


Aw — — Cm + O ( r ) • 


把所得的 Aw 的两个表达式相比较，并当 


0时取极限，便 得岀: 


C = 



类似地，当点 z 沿着圆周 z + a = re t(p 、(p }Kn 变到 0) 绕过点 a ^ = - a 时，增量 

△w = — C'aijc + 0( r ) 

应当与 -zTi 2 相差很小，由此便得出 


_h 2 

CL -;~ • 

厶1 

结果我们得到，实施把半平面 Im z >0 映射到那个具有割痕的带形上(图 85) 的共形映射，具有形 
状 

W -— ln ( 1~ 2 :) + — ln(l + T ^ 2 ：). (9) 

TV ^ \ hi I 

我们再实施一个补充的映射 


co = e^ {w+h ^\ 

其中+々 2 ,这映射把我们那个具有割痕的带形，映到去掉了一段长度为1的倾斜线段的上 



图85 
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半平面 Im oi >0 (图 86) 上，然后应用公式 (9) ，便得出一个把半平面 \ mz > 0 映到这个区域上去的 
映射 

— In vu — h\i — — ln( 1 — z ) + — In ( 1 + 2 ： ) 

7T 7T 7t \ h 2 ) 

(我们已经在式中把 CO 重又记作 w ). 再作一些简单的变换之后，我们便得出 

■ w =( z - l)~A + . 

所去掉的那段线段与正轴形成一个角度 ； rg ， 这个角度我们 记作抓 （图 86) .引进参数《，结果我 

们得出一个映射，它把上半平面 Im ^>0映到去掉了线段(0，^")的上半平面 Im w > 0 上去，这个 
映射就是 

ZV = (z — 1)° ^1+ I — a z ) • (10) 



图 86 

在图 86 中表示在这映射下对应于直线 Im z = const 的线. 


当 a = j 时，我们得出一个已经讨论过的结果(见第33目中的例 2). 


(3) 在图87中的多角形乃是一个有两个顶点在无穷远的四角形由于可以应用对称原理，我 


们限于讨论多角形的上一半 


角形 A x A 2 A 3 ，其三个顶角是 q = 0， a 2 = - a, a 3 = I + a(^a k 


1). 我们规定， o : 轴上对应于这三个顶点的点是 : a x =0 9 a 2 = 


«3 


1.考虑到点^与 A 3 相对应，我们有 


W 


C 


1 


(z + iy 


dz + ih. 


要确定常数 c ， 我们利用下述事实 ：当点 z 绕行半个圆周 

坤（9队 7 T 变到 0) 时，由上式这个积分所规定的那函数获 


z= re 


得一个增量 


Aw - C 


dz 


z 


+ O ( r ) = — On . + O ( r ) 



u 


r 图 87 

(函数 (z + l ) a 在圆周 G 上与 1 相差 很小 ; u + l) a =l + 0( r )). 

另一方面，在这种绕行时，对应 点 W 从射线 A , 八 3 转到射线 A A 2 ，因此增量 Aw 与一 hi 相差很 


小.由此，于是，把上半平面共形地映射到图87中那多角形的上半个上去的函数，具有形 

K 

状 
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(4) 把带形 -7 u<Im z < tt 映到去掉两条射线的平面的共形映射（图 88,0< a < l ) 再次应用 
对称原理——平面 w 内的区域的上面一半是一个带有两个顶点在无穷远处和三个角 a , - a -1, 
a 2 = ~ a , a 3 =2 的三角形.为了使用施瓦茨-克里斯托弗公式，把带形0< tc 映射到半 平面: 
卜 〆 .顾及到在图88上所指出的点的对应关系，我们 采取〜 =0,心二-00,此时点七落在负半 



图88 


轴上，并且我们令 a 3 = _ a ， 其中 a 是一个暂时还未定的正数.施瓦茨-克里斯托弗公式取形状 

zv=c\ r _ 2 (?+«)^+c 1 = c(-^-+^ 1 r _1 ) + c > ? ( 15) 

其中 C 为正常数，因为射线 A , 八 2 在映射时不转动，从而 arg C = 0 ( 看37目末的注）， C , 为实数， 
因为把 f 的正值代人 (15) 应该导出实的 w (见图 88). 为了公式 (15) 取更简单的形状，我们令^ = 

--^ r ， 亦即 a = 我们将有 

a — I a 
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C 


w = — (^ a -r- x ) + C l . 


(16) 


点〔二 - a 和 w = / e wn 的对应关系给出 


C 


a 


tan 


a a +e ian a Q ' l ) + C,=Le ia \ 


al 


由此，顾及到常数 C 和(：,是实数，我们得出值 Q =0和 c = a ^；\^ 

a (a + 1) 

/代入 (16) 式，我们求出要找的映射 


La x + ° { \ — a) 


\ — a 


.把？ 


w = Zo: a (1 - cr) 1 

在图88中也表示出在这个映射下线的对应关系. 


1 一 a / az 


(a~\)z 


(17) 


(5) 在图 89 中的那个多角形 


< 


3 

T 


)乃是一个有两个顶点在°°处的四角形，它的四个顶 


角是 


a —2 ， a 2 = 2 9 a 3 


a , a 4 =2 我们令 


0, a2 — 1 f ^3 


，于是0 4 便落在负向半轴 


上，设 a 4 = 


b. 这时施瓦茨-克里斯托弗积分的形状是 


W = 


C z a 3 (z — l)(z + b)dz 
J1 


=C 


1 a b~l a -l — b g-2 , Q ： (1 + 6) ~2 
a Z a — 1 Z a ~ 2 Z a(a — l)(a — 2 


(18) 


U 关 o ， a 弇 l ) .要确定常数 c 与6,我们可以利用下述两事实 : i ) 射线 a 2 a 3 是被变换成正向半轴 

(0，°°)的，所以 arg C = 0, 即， C 是一个正的 常数; 2) 点 z = 一 b 与 zv = ai 相对应.在公式 （18) 中， 
代人 z = b^，w = ai 后， 把实数部分与虚数部分分幵，我们便得到两个 方程： 

- - 2- a{\ + b) r _ ab x ~ a ^a(a ~ l)(a ~2) / 10 n 

b COS7ra ~2b-a(lTV)^ C ~^a 2b-a(l + b) ’ ⑽ 

这两个方程使我们可以（即使是近似地)求出那么知的两个常数. 

特别，当《 二+时 ，我们得出 6 = = ，于是作出映射的那个函数便呈下列形式 


W 


=砮/^(1- 


2 


Z 


( 20 ) 


当《 = 1时，我们得到的不是表达式 (18) ，而是 


b 


w = C ^ z + — + (6 — l)ln z — 1 — 6 | • 


( 21 ) 


为了要确定常数 C 与6,我们有方程 


ln6 = 2 .|^, Cs^rjy 


( 22 ) 


(6) 图 90 中的那个多角形乃是 


个五角形 


我们来考察它的右面一半一四角形 


八^ 2 八 3 八 4 ，它的四个顶角是^ 

a 2 ， a 4 = oo , 则函数 


3 


2 


, a2 = «4 = 0? = ~2 




2). 如果取 = 0 9 OL 2 ~ 1 9 ^3 = 


w = C 



^- a 2 


便实施一个共形映射，它把上半？平面映到这个四角形上去.为了计算常数 a 与 C ， 我们分别考 
虑，当点 Z 沿着以点？=1为圆心半径为无穷大的半圆周 C R 绕行，以及当点为圆心半径为无 


穷小的半圆周 


C r 


绕行时 W 所得的增量，对应第一个绕行，射线 A , A 4 转变到射线 A 3 A 4 ，因此， 
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图89 



m 90 


Aw = H +0(\/ R ). 另一方面，在…很大时积分号下的根式接近于1，从而 


Aw = CA 


r c a? 

o r 7 ! 



= — i?tC + 0( 士 



比较这两个表达式，我们求出 c = f ^7； r . 第二个绕行所对应的是射线 A , A 2 转变到射线 A 3 A 2 ，因 


ifct , Azv = ih + 0( r ) ， 而施 K 茨-克里斯托弗积分给岀 C V \ ~ a 2 (- Z 7 r ) + 0( r ), 比较这两 
个表达式就导出等式 a 2 = ( H 2 + h 2 )1 H 2 . 

作一个代换^，可以把我们所考虑的积分化成 


w = 2 C 


2 


a -1 


0 


l + ( a 2 - l ) 


CO 


2 



1- 


co 


2 


dco ， 


作了这样的代换之后，积分便容易计算了.把所求得的 a 与 C 的值代人，并实施积分，我们得出 



ZV = 


7 T 


Ziarctan 


h 






2 



Harth 






这时对应于切平面中那条沿虚轴的辅助割痕的，是？平面中沿着负向半轴的那条割痕，因此，根 
据对称原理，我们所得出的这函数，便把去掉了正向半轴的？平面共形地映射到所给的整个五角 
形上去. 

令 ^= z 2 ，结果我们得出了一个共形映射，它把上半个 Z 平面映射到所给的整个五角形上去 



W = 


Ziarctan 


hz 


K 


HV ? 



a 


2 


Harth 


z 




z 


a 


2 


(23) 


(7) 在图 91 中的那个多角形的顶角是 ai = a3 = a 5 =0， a 2 = a 4 二 4 设对应于这五个顶点的 

那些点是 q = — a ， a 2 = ~ l , a 3 = _ =0， a 5 =⑺.于是，把上半平面映到这多角形上去的那个 

函数，便有下列 形状： 


m z 

w = C 

Jo 


V z(z + 1) J 
(z + a)(z + b ) Z 


(24) 


沿着圆心在坐标原点的无穷大半圆周求积分，我们便得出 C (- i 7 T )=- ih 3 ，从而有 C 二沿着 

7T 

圆心在点 - a 处的无穷小半圆周以及圆心在点处的无穷小半圆周来求积分，我们分另 IJ 
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由最后这两个方程，便可以求出常数 a 与6.积分 (24) 可以表 

成初等函数. 图91 


(8) 在结束时我们举 一个把圆 k I < 1 映射到多角形——五角星内部 的例子，画出在图92上. 

这区域是一个十角形，它的五个角《 = |和五个角/?= + .利用38目中的公式(6)，为了求出对应 

于星的顶点的圆周上的点，我们考察它的十分之一部分——三角形 O ( 图 92) .这三角形可 
映射到扇形0< arg 〆 W 5 ， I z | < 1，这样，使得点 A , 变到1，而私 变到 〆 5 . 按照对称原理，映射延 

拓到整个星形，并且点八转变到々 = #^(1 的5次幂根），而尽转变到心 - 1的5 
次幂根），々=1，2,3,4,5.根据映射的唯一性，可以按照38目中公式 (6) 找到这个映射，因而这公式 
采用形状 


W 


=C 



图92 


(见第90目）.由此推得， 


z Jl( z - a ^ 215 j _ 

° nu— 心 ) 4/5 — 


dz = C 




( 1 - 


z 


5 \2/5 


o (l + z 5 ) 4/ 


5 


dz 


(25) 



(我们利用明显的恒等式 ] (z - a k ) = z 5 -1, Y \ ( z ' 

心 ）= z 5 + i ;； n 为乘积符号）. 

我们把常量（:取成实的.它由星的尺寸 o 战=只决定 




因为点 


Z 


-1 转变为星的顶点，而2 = 0转变为中心，所以 


R = C 


0 (l-x 5 ) 2/5 

-i (l + x 5 ) 4/5 


dx 


在置换艺= 


+ X 


5 v 2 


1- 


X 


后，这积分转变为通过欧拉 r 函数表 


示的积分 


5 • 2 2 ’ 5 


-9/10 


( 1-0 



dt — 


1 r(i/io)r(i/5) 


0 


5^ 


r(3/io) 


r _ 5^4r(3/10) p 

c ~r( i/5) rx i/io) 


(26) 


40. 角的圆化 在许多实用的问题中，需要考虑到，所讨论的那些多角形的顶 


* 不难检查，这里应当取根的负值. 
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角，在实际上总是圆化了的.在本目中我们将给岀一些计算这种圆化的影响的近似方 
法. 

( 1 ) 小于； r 的角的圆化我们先来求得实施下 
述映射的那个 函数: 这映射把上半 z 平面映到去掉 
了一小块面积的上半（平面上，这一小块面积 是:线 
段 （- 1，1 ) 以及立在这线段上而在其两个端点处与 
实轴相切的一段曲线弧围起来的 M 图 93) .为了要 

求得这个函数，我们考虑映射^二 C + V ^ 2 - 1，它 
把上半个〔平面映到去掉了半个单位圆的上半个^ 

平面上.取来作为上面所说那段曲线的，是 q 平面 
中一个半椭圆在〔平面中的逆像，这个半椭圆接近 图 93 

一个半圆周，并以1与 1 + Zi 为其半轴.于是，剩下来就是要求得一个把去掉了那半 
个椭圆的上半^平面映到上半 z 平面上去的映射.最后这个问题可以用初等的方式 

来解决.我们先使用相似变换 A = | ，其中^」 (1 + ") 2 _ 1 — \/ h (2+ h ) ，把这椭 
圆的焦点变换成点± f ，然后应用变换& 于是代替那个椭圆，在 &平 

面中便得到一个圆，其半径为 r = 1+ ^ y c 2 最后，再使用变换 z = 

+^)便得到了上半^平面.我们有 



z 3 ~r 


(z +V z 2 - l ) ， 



或者，把 r 与 (: 的表达式代入，得到 


之1 


Z + (1 + /z )V Z 2 — 1 • 


最后，我们省略去阶数较 / i 高的无穷小，结果便 得出: 




再利用两个补充的线性变换 f + 6，乏二 


Z 2 — I) 3 — z(z 2 — 1) I . (1) 

az + 6,我们可以得到一个更一般的结 



来 


第34目的例 (2) 中的函数不能适用，因为在那里曲线弧是不与坐标轴相切的. 
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果:函数 




h 


a 


(z - byYiz - b 2 ) 3 - {z ~ b x ){z ~ b 2 ){z ~ b )\ 


g b ( z ), 


⑵ 


其中心 




b - a , b 2 


b 



a ，这函数把上半个平面 Im ^>0映射到去掉了一小块面积 


的上半个平面 Im (>0上去，这块所去掉的面积，是由线段 （6 


a,b + a )， 与立在这 


线段上并且在其两个端点处与这线段相切的一段曲线弧所围成的.与曲线的最大纵 
坐标成比例的那个值/ I ，假设是一个关于 a 的高阶无穷小(图 94). 


现在设函数 w 


/(?) 实施一个把上半平面 


Im ?>0映到某一个多角形 △ 上去的共形映射， 
并且点6对应于这多角形的一个小于 tt 的角的顶 
点利用函数 （2) 作出一个补充的映射 
g b ( z ), 我们便得到了 一个共形映射 






A 



% 


b 


% 



w 


f [ gb ( z )], 


⑶ 



它把上半 z 平面映射到区域 2 上去，区域2是由 
△ 中在顶点 B 的一个足够小的邻域内、把角 B 



图94 


化后得到的（图 94) .重复应用这个方法，便可以把 △ 中所有的那些小于 7 T 的顶角，都 
施行圆化. 


(2) 大于 7 T 的角的圆化 


不失 


般性可以认 为:在 多角形 △ 中，我们所要圆化 


的那个角在顶点 Ai # ，而 A : 位于点 w = 0 上，边 AiA 2 是沿着正向半轴走的，并且， 


a 




0，厶的其余那些顶点的逆像 - a 2 ， 


a 3 


A 都是负的（这总可以通过对平 


面作一些补充的分式线性映射达到）.在这些假定之下，我们可以利用施瓦茨-克里 
斯托弗积分，可以把上半个％平面共形映射到多角形^上去的函数写成下列的形状 


W 


c 


Z 


-1 


< p ( z)dz ^ 


⑷ 


其中 < p ( z ) 


Z 


+ a 2 ) a 2 


一 1 




(z + a n ) a ^ 


-1 


，而 c 是一个正的常数(根据我们对于线段 


AiA 2 的选取，可以使 arg C = 0). 


为了要使在顶点^处的那个角圆化，我们不考虑函数(4)，而考虑函数 


W 


f ( z ) 


C 



z 


Z 


一 1 


+ y(z 





-1 


I ( p ( z ) dz , 


(5) 


其中 )9 与 7 是两个待定的常数.我们设/?是个很小的正数(对于每一个 rz ，都有)8< 
aJ . 依照第38目中的第5部分，函数 


W 




f 2 ( z ) = Cy 



z 


Z 



i 8) 


-1 


( p { z)dz 


我们已把£与^重又写作 z 与 t 
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实施一个映射，这映射把半平面 Im z >0 映到一个其边与的边相平行的多角形 
上，并且点 z = - P 对应于一个位于 u 的负半轴上的顶点 B " (在这个顶点处的顶角 
等于 q tt ) ，而其余的那些顶点，…，与点 - a 2 …，- a ,, 相对应(这个多角形在图 

95中用虚线来表示）. 

我们再考虑函数 


U) 



C 


Z 


- 1 


( p ( z ) dz , 


这函数把半平面 Im z >0 映射到一个具有顶点 A ; ，…， A 〔的多角形(在图95中 

我们用细线来表示 ) 上去.对于每一个固定的 z 来说，把向 量 / iU ) 与向量 / 2 U ) 相 

加，就可得到由 (5) 式所定岀的那个向量 W .只要把它们实际相加起来，我们便可以 
确认 :当点 z 画岀整条实轴时，点 w 便画岀一条闭路线 AiA 2 … AJAi ，这路线的全 

部，除掉了 BAJP —段外，是由平行于所给多角形的对应边的一些直线段所构成的 

(在图95中的粗线）. 



为了要得出这一段的参数方程，我们引进一个正的参数 f - z (0<^< 
0). 这时由 (5) 式得出 

从这里我们便有 BAi 的切线对于 w 轴的斜率 


tan 6 — 


dv 

dt 

du 

dt 


sin 7 f 1 

cos 7((3- ty ^ 1 



由这个表达式中可以看 岀：在 大于; r 的角的情形 （ S 卩，当 l < c ^<2 时），在对应于点 
A 1 的那个点？ = 0处 ， tan 0 = 0;而在对应于点 B 的那个点£ = 0处，等于 tanqTr . 因 
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此，在大于 



的角的情形下，弧确实圆化了在顶点 Ai 处的那个角' 


根据边界对应原理，函数 （5) 把半平面 Im z >0 共形映射到由周线 A ! A 2 - 
AJAi 所围成的那个区域2上去.变动常数 C ，^ 与7,我们便可以使这个区域 Z 与 
所给多角形区域4的差，随意小到什么程度. , 


我们将就一个简单的例题来说明这映射是如何作 


成的.我们考虑在图96中所描绘的那个多角形 




这】 


3 


^2 


是上一目中例3的 


角形的一个特例.假设与点 A ,， 


八 2 及八 3 相对应的，是实轴上的三个点 0，1 及 oo , 这时 
施瓦茨-克里斯托弗积分可以写成下面的形状 



A 


W W 

A 



B 


Pi 



C 


z \Tidz 

Q l~ Z 


⑹ 



^3 


其中 C 是一个正的常数(在线段 (0，1) 上 



应当取正 


值).按照前面所叙述的方法，我们不用函数⑹而令 


图96 



C 


^J~z 



jr 

l - 





⑺ 



这函数把线段 (0 ，1 ) 变换成正向半轴，而且我们 要求: 在经过点％ 


1时，它要获得一 


个增量认，由此如在39目中 




样得出 


0(1+7 、 

―卢是点 B 


1 + ( i ) = h . 


⑻ 


下面，我们还 要求: 对应点 Z 二長 
BAi 近似于半径为 p 的圆弧.作代换 



- p - ip ， 这样，使得在/?很小时，曲线弧 
之后，这便化为方程 


P 



Ip 


C 



i4t 



y 


+ 


dt 


在这个方程中把实数部分与虚数部分分开，再求出积分，便化成下面那两个关系式 


p — 2 C | V ^ - arctanv ^ | ， 


p = 2Cy 


1 + /3arth 





(9) 


由所得到的这三个关系式 (8) 与 (9)， 可以求岀 & C 与 y 来，把它们作为参数0的函 
数.当 P 很小时，我们有 


P 





◦ A 1 - 1 



7^1 





( 10 ) 


dv 


当〜<1时，我们有 g 


dv 

tan a \ 兀，石 


0,所以弧并不圆化这个角.这时仍可以使角圆 


化，只要取函数 




-1 


I cp{z)dz 


(其中 ^>0) 来代替 (5) 便够了.但是这种方法,不如本目开始时所述的那方法来得方便. 


对称原理与多角形的映射 
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于是，映射的函数便可以写成下面的形状(在不计关于/?的高阶无限小的精确程度 
内） 

vu — arlhv^ — 1 )• (11) 

在这一章中我们介绍了共形映射某些理论问题，它们与第28目开始时所叙述的 
一 系列问题有关.在下面两章中读者将找到这些问题的进一步的例子.在第三章中解 
决平面向量场理论的各种不同边界问题时共形映射将还会遇到，它们与应用紧密相 
关.第四章专讲共形映射理论中的变分原理，我们在那里讨论在被映射区域的边界变 
化时共形映射的性状(第28目中的问题3)，同时还有某些近似公式. 

我们将不涉及共形映射的近似计算的方法(除了第45目中的网格方法，这方法 
可能被用于这个目的）.这些计算的分析方法读者可以在 JI. B . KaHTopoBHq 和 B . H . 
Kpbjtob 的书 [9] 中了解到.对于许多实际目的，较好的计算方法是利用物理类比的方 
法，它是使用不复杂的专门化了的仪器和导电纸的计算方法，在 n . d >. O ™ b MaK 0B 和 
B . H . naHMHUJHH 的书 [11] 中有叙述. 

读者可以在 B . KonneH ^ ejibc 和 U . IIlTajibMaH 的书 [13] 中了解到某些实用的方 
法. 



第三章函数论的边值问题及其应用 


我们已经说过，复变函数论，特别是它的几何部分——共形映射的理论，是基于 
各种物理学上的观念而产生并且发展起来的.欧拉和达朗贝尔从流体力学上的考虑 
而获得了复变函数的解析性的条件，黎曼在他的著作中，经常用到关于流体的平面流 
动与热流的解析函数的解释. 

反过来，从另一方面讲，复变函数论的发展，又使得可以创立新的方法，来解决数 
学自然科学各部门(流体力学与空气动力学，弹性理论，静电场，磁场，热场，等等）中 
的重要实用问题.必须指出，在复变函数论的应用中的先进地位与主要的功绩，无疑 
地要归于俄国的学者. 

尼古拉 • 伊戈罗维奇 • 茄科夫斯基与谢尔盖 • 阿历克赛耶维奇•恰普雷金 （ 1869- 
1942) 于20世纪之初，在将函数论应用到流体力学与空气动力学方面，获得了许多最 
重要的结果.复变函数论的方法，在他们的那些著名的论文中，以及在 H . E . 茄科夫 

斯基的著作“航空学的理论基础 (TeopeTmecKHe ochobm Boa 3 yxonjiaBamiH )”（1911 年) 

中，起着极重要的作用.由于他们的这些工作，有理由认为俄国不仅是航空事业的发 
源地，而且也是理论空气力学的发源地.就是在今天，函数论在流体力学与空气动力 
学上的最重要与最深入的应用，也是由苏联学者们 ( M . B . 凯尔迪什， C . A . 克里斯蒂 
安诺维奇， B . B . 戈鲁别夫， JI . 谢道夫等)所得出的. 

古利•瓦西里耶维奇•科洛索夫+在1909年奠定了复变函数论应用到弹性理论 
的平面问题的基础.尼古拉•伊万诺维奇•穆斯海利什维里在20世纪20年代，运用函 

* 古利 • 瓦西里耶维奇•科洛索夫 (1867—1936) ，俄罗斯学者、弹性理论专家. 
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数论的方法，得到这问题的辉煌的解答.这些方法叙述在“平面弹性理论的若干基本 
问题 ”(1933 年) [10] —书中.复变函数论的方法，在对于物理学各部门的研究中，也 
占有显著的地位 ( B . A . 福克、 H . H . 鲍戈留波夫、 B . C . 弗拉基米洛夫等). 

在本章中，我们将讨论与复变函数论有关的一些基本的物理观念以及复变函数 
论的一些最简单的应用.我们先从叙述与平面向量场的势能密切相关的、含两个变量 
的调和函数的理论，调和函数与解析函数的基本边值问题开始，然后根据理论的发 
展，来叙述重要的应用问题. 


§1调和函数 


含两个实变量的实函数如果在一个区域 D 内具有连续的二阶偏导 
数，并且满足微分方程 




_ 3 2 u 

dx 2 





是微分算子的记号)，便称做 在区域 D 内的调和函数 '这个微分方 


程通常称为拉普拉斯方程.但是，拉普拉斯 ( P . S . Laplace ) 研究这方程是在1782年， 
而远在他之前， L . 欧拉在其关于流体力学以及数学物理的其他学科的著作中，已经 
利用过这方程式了. 


我们立刻可以注意到，由于拉普拉斯方程是线性的，所以一些调和函数 W U j ) 


的任何具有实常数系数％的线性结合 f 都仍然是一个调和函数. 

在本章的随后几节中我们将看到，在物理学中所研究的那些重要的向量场的势 
能，都是调和函数，而任何一个调和函数，也都可以在物理学上代表某一个向量场的 
势能.因此，在一般的情形中，调和函数常常 被称做势函数 ，调和函数的理论被 称做势 
函数论. 

41. 调和函数的性质 首先,我们来说明在解析函数与调和函数这两个概念之 
间的关系，这关系可以在下面两个简单定理中表达岀来. 

定理1 任意一个在区域 D 内的单值解析函数 /( z ) = u(x , y ) + iv [ x ， y ) 的实 
数部分与虚数部分，都是在这区域内的调和函数. 

这定理的证明可以直接由柯西-黎曼条件 


* 在这里所讲的处处都是含两个变量的调和函数，因为正是这种调和函数，是同解析函数密切地联系着的. 
在实用上说起来,满足方程式 

A _ 3 2 u d 2 u , 3 2 u_ n 
Au = dP dy 1 9^ = ° 

的含三个变量的调和函数 w ( X ， ： y ， Z ) ,其重要性也不稍逊,但是,我们不去讨论它们. 
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cl 




石， 



d 


(1 y 




( 1 ) 


中导出.事实上，由于解析函数具有所有各阶的导数，所以方程组 （ 1 ) 可以按 x 与 3 / 


来微分.把其中的第一个方程按照 



微分，第二个方程式 按照: y 微分，再利用混合导 


数相等定理，即 


cl 


cl y ^ 




D 2 V 


这个结果，我们得岀 


a 2 





由此便有 


Au 


() 2 V 


cl 2 


c)x 


cl 2 


(1 y 






cl 2 


^7 


0 


对于函数 Mu ) 来说，证明完全类同. 

设有两个在区域 D 内的调和函数与^ 
( 1 ) 互相联系着，则此两个调和函数就称为是共扼的. 



，: V )，它们以柯西-黎曼条件 


定理2 


对于每一个在单连通区域 D 内的调和函数总可以找出 


个 


与它共扼的调和函数 v(x , y ) 

事实上，我们来考虑积分 







3 


3 y 




du 




其中 


方程 


之 0 

d _ 

d y 


+ bo 是一个定点， 2 ： 


X 



以是区域 D 内的一个变动点.根据拉普拉斯 



cl 


d y 


d 


c)u 


\ c)x 


，这个积分与积分路线无关，而仅是点 



的函数.我们也 


把这个函数记作％ ( X ，30 . 利用曲线积分的性质，我们有 


a 


幻 0 




lim 


+ h , y )~ v 0 ( x , y ) 


h 


z + h 


lim -r 


c)u 

d y 




d 


d y 


(我们可以沿水平线段从％到 z + 取积分，在这线段上办 = 0 ); 类似地，可以有 


扣0 

d y 



d 


c)x 


.所以， ％( x ，： y ) 便是所求的与函数 u ( u ) 共轭的函数.因为这函数是由它自 


己的偏导数来定出的，可以相差一个常数项，所以，所有那些与以 x ， 3 ；) 共轭的调和 
函数的全体，可以用公式 




，: y ) 


3 u 






du 




+ c 


⑵ 


来给岀，其中的 C 是一个任意(实的)常数. 


我们要注意 ，一 般说来，在多阶连通区域 D 内，积分⑵ 


V 






d 


d y 




du 




+ C 



规定了一个多值函数.如果连接点&与 z 的两条路线 L 与 Z ：， 不可能始终保持在区 



域 D 的内部，而从一条路线变形到另一条的话（即，如果在那个由 L 与 I .所围成的 
区域内，含有不属于 D 的点的话），这积分沿着 L 与沿着 I 便可能获得不同的值.显 
然，第13目中相应的推理可以完全移用到现在这情形中来，并且可以确 定:在 多阶连 
通区域内，由积分 (2) 所规定的那个函数 〆 : r ，： y ) 的值的普遍公式，其形状为 


v\x 


，: y ) 



之0 


d 


d y 




du 







_鲁_ 


+ N„r” + c ， 


⑶ 


其中 M 是任意整数， A 是沿着闭周线 a 的积分，每一个 a 都在其内部包含了 D 的 
边界的一个连通 部分： 


r k 





du 

d y 




du 




⑷ 


(参看第 13 目中的 (2) 与 (3) 两式）.这些常量 A 叫做积分 (2) 的周期，或周期常量. 

如果在位于 D 内的某一个区域 IT 内，可以分岀由公式 (3) 所定岀的那个函数 


v 


{ x ， W 的一个单值连续分支来，那么，这分支显然是 


个同共轭的调和函 


数.所以我们把函数 〆 1，3；)看作是多值调和函数.要注意，这函数的偏导数仍是单 
值的 


dv 

dx 


du 

d y ? 


d v 


d 


y 


du 

dx 


这可以由公式 (3) 中得出. 

显然，定理2可以表述为 


定理 2' 


任何一个在区域 D 内的调和函数，都可以看作是某一个解析函数 


/( Z ) 的实数部分或虚数部分 ./( 2：) 精确到可以任意加上或减去一个常数项，这常数 
项是虚的或是实的，这取 决于： 此调和函数是 / U ) 的实数部分，还是虚数部分. 

我们在这定理中并没有把多阶连通区域的情形除外，因此解析函数 /U ) 可以是 
多值的. 

例 计算出偏导数，便可以表明 .•函 数 

u = \n{x 2 ^ y 2 ) — 21 n | z I 

是一个在环形 0< k I < 〜内的调和函数.积分 (2) 的形状是 


v(x 9 y) = 2 [ + C = 2 Arg z + C, 

J l x + y 
z 0 

它在环形 0< I Z I < oo 内表示一个无限多值函数.其所对应的解析函数 

f(z) = u+ iv — 21 nI z I + 2 iArg z + iC = 2 Ln z + iC 

也是无限多值的. 

定理 3 任何调和函数以都是其变元 T 与 y 的解析函数，这就是说，在区 
域 D 中每 一 个点 z 0 = x 0 +以。的一个邻域内，这函数总可以被表示成绝对收敛级数 

的和的形式 
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u\x 


^ y )= 2 




^o) m (y~y^) fl ^ 


⑸ 


iti f w = 0 


事实上，根据定理/可以把以: T ， >) 看作是在点 A 的某一邻域 U 
的一个单值解析函数 / U ) 的实数部分.设在这邻域内 


z 0 \<R rt 


f(z) = D c tl (z- Z 0 ) tl , (6) 

其中 c „ = ~ + 收.级数 (6) 的一般项^实数部分 

a „ ( x - x 0 ) n - —~^y - ^ o ) u ~ 2 ( y - y 0 ) 2 + 

+ /?" ~ n(x ~ x 0 ) v ~\y ~ y 0 ) + — —( x - x 0 ) u ~ 3 ( y - y 0 ) 3 + -- (7) 

的绝对值不超过 

I c J • 丨 IX _ x 0 I + I ：V - ： y 0 I 1 w ， 

又因为根据第 19 目的阿贝尔定理，级数 (6) 在任何一个圆 | z - z Q |< r < i ? 内都绝对 


收敛，即，当 r < J ? 时级数 D k > r w 收敛，所以，当 

?/ =0 

I ^ _ I + I ^ _ I < 

时，以 (7) 作为一般项的那个级数也必定是绝对收敛的.而这级数便是那表示 
以: Tj ) 的级数.在重新组合它的项(这是可以做的，因为我们已经证明这级数绝对 
收敛)之后，我们便得出所需要的级数 (5) .定理已经证明. 

特别是，从这个已经证明的定理中，可以 推岀： 调和函数具有所有各阶的偏导数. 
不难证明，这些偏导数也都是调和函数(参看第17目的定理 1). 

根据定理3,可以得岀一个便于实用的、从已知的实数部分复原解析函 
数 / U ) 的方法.把那表示 u (: r ，30 的级数的一般项的表达式 (7) 进行初等变换，我们 
便得出这函数在点&的邻域内的一个表示式 

u { xyy ) = a Q XI \ c n [{ x ~ Xq ) + i ( y ~ y 0 )] n 

L n = l 

+ c „ [(x - x 0 ) - i(y - ： y 0 )] 7 M . 

根据阿贝尔定理，对于同&与％足够接近的那些 i 与^的复数值，这级数也收敛， 
所以可以在式中令 



其中的？是一个与&足够接近的点，于是我们得到 



— a 0 


+ [/( ?) _ c 0 ]. 
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在这个式子中把 （ 换成 z ，再作一些简单的变换之后，我们便得岀最后的公式 


/O) :2w (! 




- C 0 . 


( 8 ) 


公式 (8) 是就邻近于 z 。 的那些点 z 而得出的，但是，显然它在 / U ) 的整个定义域内 

都成立，因为在这区域内 (8) 式的两部分都是 z 的解析函数. 

特别，如果 / U ) 在坐标原点处是解析的，我们可以令^=0,于是公式 (8) 便呈 

特别简单的形式 


/ U )=2 w (|， 会) 

我们来举几个应用公式 (8) 与 (9) 的 例子： 


~ C 0 . 


(9) 


例 1 u = x + y , f ( z ) = z + ^- + C =( l - i ) z+C (公式 （9)); 

I 

例2 u = ln ( X 1 + y 2 ) , f ( z ) = 21 n j ( Z 二丄 ) - ( Z J) } + C = 21 n 之 + C (公式 (8)， z 0 = 1). 


例 3 



sin 2 x 

ch 2 y — cos 2 x 


yf ( z ) = - 

ch i 



+ C = cot z + C ( 公式 (8) ， 



在所有这三个式子中 ， C 都是纯虚数的常量. 

现在我们来研究调和函数的性质，基于定理1与定理2,这些性质很容易由解析 
函数的相应性质中得出.为了方便起见，我们有时将用来代替 以 * r ，30, 就如同 
对于含几个变量的函数，用 u ( P ) 来代 替以: ^，1 2 ,…，^)那样，这时 P 被理解成其 

坐标为 ( A ，*2： 2 ，〜，：?：„)的点. 

定理 4( 中值 定理） 如果函数 〆 Z ) 在一个以点 Z 为圆心以 r 为半径的闭圆上 
是连续的，并且在这个圆的内部是一个调和函数，那么 


U 


(z) = 


2丌 


2tt 


U 


(Z 



re t<p ) dcp 


( 10 ) 


这定理的证明，可以直接由第14目的公式 (5) 中分岀实数部分而得到. 

定理5 —个不为常数的调和函数，不可能在其定义域的内点处达到其最大值 
或最小值. 

这定理只要就最大值的情形予以证明便够了，因为调和函数 i / U ) 的最小值点 
便是函数 - wU ) 的最大值点，而 - uU ) 也是一个调和函数.我们姑且作相反的假 
定，假设调和函数在其定义域的一个内点 A 处达到最大值.在点 A 的邻域内， 

我们构成一个单值解析函数 / U ) ，使得 M = Re / U ). 函数 / (z) 是一个解析函数且不 
是常数，其模为，并且，根据我们的假定，它的模在区域的一个内点^处达 

到最大值.这同第15目中的最大值原理相矛盾，因此定理便已证明了. 

也还可以同第15目中证明最大值原理时那样，根据中值定理来直接证明定 
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理 5. 

定理 6如果一个在整个开平面内的调和函数 mU ) 是上有界或下有界的，那么 
这函数 M (2：) 必定是个常数. 

事实上，设是上有界 ： W U )< M . 我们来构成一个在整个开平面内的解析 
函数 / U ) ， 使得 M U ) = Re / U ) . 根据定理的条件，所有的函数值 W 二 / U ) 都在半 
平面 m < M 内，因此，根据在第28目末所提岀的注，函数 / U ) 是个常数，这意味着 
^ u ) 也是一个常数. 

下面的两个定理确立了调和函数的等值线——即，那些使 w (幻 = cons t 的点的 
总和——的特性. 

定理 7如果一个不是常数的调和函数 m (2) 有一条封闭的等值线 u ( z ) — u 0 , 
那么在这条等值线的内部至少有函数 w ( z ) 的一个 奇点' 

事实上，假如不然的话，在这等值线所围成的那闭区域内连续的这个函数 M ( z )， 
应当达到它的最大值〃（^)与最小值 W ( A ). 根据定理5,点^与 z 2 必须都位于这 

区域的边界上， B 卩，必须都位于等值线上，因此，〃（&) = 〃（&)，所以是个常 

数. 

定理 8等值线 u ( z ) — ^ 0 上的点 Zo 的任何一个足够小的邻域，总被这条等值 
线划分成偶数277 ( w > l ) 个扇形，在这些扇形上轮流地取大于 Wo 及小于 Mo 的 
值. 

函数 u ( z ) - Wo 在点 2 ： 0 处等于 0. 我们来这样地选择它的共轭函数 P (：2：) ，使得 
Z ；(2：()) 二0.于是我们得到一个解析函数 f ( z ) = u ( z )~ U 0 + b (2：)， 它也在点 Zo 处 

等于0.把这个零点的阶数记作〃，于是在点 A 的邻域内有 

f ( z )^ c n ( z - z 0 ) n + C n + l ( z - z 0 ) tl + l + , c „ 7^0, 

因此， 

u ( z ) = u 0 + Re f ( z ) — u 0 + Ar n sin(+ B) + o( r w ) , (11) 

其中令 z - 二 r # ， A 关 0 与 B 是某两个常数，又 o ( ， ） 表示当 r -0 时阶数较 r w 更 

高的无穷小.由此可见，对于足够小的 r 来说，当 少从0 变到 2; r 时，差 w _ Mo 有 

次变成0，同时改变符号.定理便已经证明. 

同样可以证明•.与 〃 U ) 共轭的调和函数的经过点 a 的等值线，在这个点 

的邻域内分裂成 n 条分支，这些分支在点 a 处与定理8中所说的那些扇形的平分线 

相切.由定理8得出 :调和 函数的等值线只可能有单点 U = 1) 或具有不同的左右切 
线的多重点* ** (n>l) ——孤立点、端点或歧点的情形都不包含. 

* 使函数的调和性条件不成立的点，叫做调和函数的奇点. 

** 在函数 & U ) 的任何一个闭的调和性区域内，总只可以找到等值线的有限多个多重点（在每一个这样的 
点处 / U ) =0) .因为不然的话，根据唯一性定理(第20目 ） ，便应当有 / u ) 二0 了. 
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我们来指岀中值定理的下述逆定理，这对于以后颇为有用. 

定理9如果函数 aU ) 在区域 D 内连续，并且在任何一个点 z 处对于足够小 

的 r 都有 

u ( z ) — u(z re 1<p ) dcp , 

二兀 J 0 

那么函数 t / U ) 必是一个在 D 内的调和函数 • 

我们的证明要基于下述这个 定理: 有一个调和函数存在，它在一个单连通区域的 
边界上的取值是已经给出的.这定理将在第43目中来证明.设&是 D 内的任意一个 

点，是一个属于 D 内而包含点^于其内部的单连通闭区域.根据所说的那个定 

理，我们可以构成一个调和函数 mU )， 使它在区域的边界 C Q 上所取的值，与函 

数 M ( Z ) 的值相同.并记 U ( z ) = u Q ( z ) - u ( z ). 

根据这函数的构造以及所要证明的定理的条件，函数17(2)在内连续，并且 

在这区域的边界 C Q 上等于 0. 此外， L 7 U ) 在任何一个属于 Do 内的圆的圆心处的值， 

都等于它在这圆的圆周上的值的平均数，因为，与这两个函数都是具有 

这性质的 aU ) 是由于定理的条件， & U ) 是由于中值定理.由此便有 :函数 UU ) 不 

可能在的一个内点处达到其最大值或最小值，这只需依据这个函数的连续性与中 

值定理便可以证明(见定理5后面的注）.可是，因为一个在闭区域上连续的函数应当 
达到它的最大值与最小值，所以 UU ) 应当在的边界上达到其最大值与最小值. 

由于在边界上处处都有 L 7 U ) = 0, 所以 UU ) 的最大值与最小值都等于0,因此，在 
内处处都有 UU )=0. 这就是说，函数4幻在内处处都与一个调和函数 

wU ) 相同，特别是， 〆 幻在点 A 处是调和函数.由于 A 是 D 内的任意一个点，所以 
定理已经证明. 

现在我们来导出一个与第19目中的魏尔斯特拉斯定理相类似的定理. 

定理10设已经给出了一列在区域 D 内调和而在 D 内连续的函数序列 

W 0 (2：) ， …( 之 ) ，…，，"•• 

oo 

如果级数^ & U ) 在 D 的边界上一致收敛，那么它在 D 的内部也必一致收敛，并 

^ = 0 

且它的和是一个在 D 内的调和函数. 

根据最大最小值原理(定理5 )，便可以得出级数在 D 的内部的一致收敛性.事 

OO 

实上，按照著名的柯西收敛准则 '由于 f A (幻在区域 D 的边界上一致收敛，可 

以得出 : 对于任何一个£ >0,总可以找出一个整数 iV ， 只要对于任何 w > N 和任何正 
整数以及边界上的一切点〔来说，都有 


* 见菲赫金哥尔茨《微积分学教程》，卷二，第376目. 
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(?) + 〜 + 2(?) + 


+ 



(?)!<£• 


因为在模记号内的这个和式是个调和函数，所以根据最大最小值原理，对于在区域内 


部的一切点 




来说，也都有 



”+1(2) 




”十 2( 之）+ 


+ U n ^ b { z ) I <£• 


按照那个柯西准则，便知道级数是一致收敛的.余下还需要证明，这级数 


0 


的和 M Z ) 是一个调和函数.为此，我们要利用定理9与定理4 . 对于任何一个足够小 
的 r ， 有 





U + 


re 




)dcp 



lit 


2 


u k 



+ re t<p ) dcp 


2 



2it 


U k (z 





)dcp 


(我们利用了级数的一致收敛性，所以级数的逐项积分是合法的）.根据定理4,右端 
的那积分等于 2; m , U )， 因此 



2ir 



(Z 



re t<p )dcp = 2 n u k ( z ) 


2tcu{z) y 


k = 0 


所以，根据定理9,函数在点 Z 处是调和函数.由于2是区域 D 内的任意 
点，所以定理已经证明了. 


个 


最后，我们还要提出两个在以后很有用的定理.其中的第一个定理表达了 ：函数 


的调和性不会因自变量的解析变换而被破坏. 


定理11 


如果函数 M ( Z ) 在区域 D 内是调和的，而2： 




是在某一个区域厶 


内的解析函数，并且它的函数值都在 D 内，那么复合函数 u [ g (0] 
内的调和函数. 


UU ) 是在 △ 


事实上，我们可以构成一个（或许是多值的）解析函数 / U )， 使得 u ( z ) = 

FU ) 显然在区域 △ 内是解析的，因此，它的实数部分 


Re /( z ). 函数 / [ g ( ?)] 




U(0 




Re f [ g ( ?)]=Re F (() 在这区域内是调和函数. 


第二个定理表达了调和函数的法线方向导数的积分的性质. 

定理 12 如果函数 m ( z ) 在一个单连通区域 D 内是个调和函数，并且它同它的 


偏导数都是在 D 内连续的，那么 




d 


dn 


ds 


0, 


( 12 ) 


d 


其中 C 是区域 D 的边界， g 表示按垂直于 C 的方向所取的导数 ，而心 为弧的微分. 

我们在 D 内构造一个与〃 U ) 共轭的调和函数 U ). 由于 D 是个单连通区域， 
所以 p 是个单值函数.根据在第5目末所提的注，柯西-黎曼条件可以写成 


du 

dfl 


dy 

3 s 


(13) 


的形状，其中 g 表示按某一曲线的切线方向所取的导数 ，&表 示按这曲线的法线方 



向所取的导数(要使得从向量/^到 s ° 的旋转是按照逆时针方向进行的）.由于函数 


du 


du 


M ⑴的偏导数是连续的，因之，它们的组合 ㈣ 継续的，所以等式(⑶在区 


域 D 的边界 C 上也成立.因此，沿着闭周线 C 便有 


C 


du 

dn 


ds 



~^—ds 

c ds 




dv 


0, 


c 


因为函数 〆 幻是单值的. 


42. 调和函数的性质(续) 


在这里我们将研究关于调和函数的奇点，唯一性定 


理以及解析延拓的问题.我们先从研究一个单值调和函数在它的孤立奇点的 
邻域内的性状开始.设函数在点 a 的一个邻域0< | z - a |< j ? 内是个单值调 
和函数.把在这邻域内与函数 w u ) 共轭的调和函数 wU ) 的周期常量记作 r . 

因为当 z 沿着一条环绕点 a 的闭路线按正方向绕行一周时，函数 bU ) 的任何 
一个分支的增量都等于 fr ， 而在同样绕行时 LnU - a ) 的任何一个分支的增量则等 

于 2 ni . 

f(z) = u{z) + iv(z) — ^Ln( z — a) 

在我们的这个邻域内显然分解成单值解析函数的总体，在任何固定点上这些函数的 
值彼此相差的一个整数倍.因此，函数 


e T^ u+ ^ ^( z - a )e^ fiz) =g(z) 


也是一个单值解析函数，于是我们便得岀了单值调和函数在孤立奇点 a 的邻 
域内的一个表示式 


u(z) 


r ; 

2丌 


ln|g(2：) • 


⑴ 


在 r = 0 的情形，同样形式的表示式也成立，因为在那时函数 f ( z ) = u + iv 是单值 
的，所以，令 ^ g ( z ) ，我们便得出 

u { z )-\ n \ g { z ) \ . (2) 

基于公式 (1) 与(2)，可以得出下述的对单值调和函数的孤立奇点的分类.下面三 
个定理包揽了在奇点邻域内这种函数的性状的所有可能情况. 

定理1 如果在点 a 的邻域内是有界的，那么必有 

lira u ( z ) — b 

z~^a 

存在.令 u { a ) 二 b 后，我们便得到一个在点 a 处也是调和的函数(可去奇点）. 

事实上，在这情形下表达式 (1) 或 (2) 中的那个函数 gU ) 在点 a 处有一个可去 
奇点，这便是说，极限 limgU ) 存在，这极限显然不等于0——由此便得出了我们的结 

2r^a 

论. 

定理 2如果当 z — a 时趋于无穷大，那么在点 a 的邻域内， w (2：) 可以表 

示成 
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u ( z ) — kln \ z — a \ + U ( z ) (3) 

的形式，其中 k ^ O 是某一个常数， 1/(2：) 是一个在点 a 处调和的函数(极点）. 

事实上，函数 gU ) 在点 a 处只可能有极点或零点（如果因此，可以 
把它表示成 

g ( z ) = { z ~ aYcp ( z ) 

的形状，其中〃是一个正数或负数， ^ U ) 是一个在点 a 处解析的函数，并且 cp ( a )^ 
0.把这代入表达式 (1) 或 (2) 中，我们便得岀所求的那表示式 (3). 

最后，有 

定理 3如果当 a 时不趋于任何一个极限，那么它在点 a 处便是完全 
不确定的；对于任何一个实数 6 ， 都可以找到 一 组点列 — a ， 使有 lim w (' ) = 6 ( 本 

性奇点）. 

事实上，这时 gU ) 在点 a 处只可能有本性奇点，所以我们的这个结论便是 
IO . B . 索霍茨基定理(第22目）的直接推论. 

例 g(z) = e^ y U= 2 f 2 . 

OC + y 

上面所说的一切，对于无穷远点来说也都适用，不过应当把邻域 0<\ z ~ a\<R 
换成邻域 i ?< I 2 ： | 〈 00 ，把表式 (3) 换成表 7 K 式 

u { z ) — k\n \ z \ + U ( z ). 

函数在无穷远点处是调和函数这句话的意义，是指点 z = 〜是这函数的一个可去奇 
点. 

我们不讨论多值性的奇点(对于函数^ - Arctan 上来说的点 z = 0,便是这种点 

X 

的例子），也不讨论非孤立奇点. 

现在我们讨论关于调和函数的唯一性定理的问题.解析函数理论中的“内唯一性 
定理”(第20目），不能整个地移用到调和函数上来，因为，在一些曲线上取值相同的 
那些调和函数，并不一定在整个区域内也相同.事实上，许多调和函数在某些曲线(等 
值线)上同取一个值，因此，它们在这些曲线上与一些常数相同，而在区域内部却不是 
常数.但是，下面的定理则是正 确的： 

定理 4如果两个在区域 D 内调和的函数，在某一个包含于 D 中的区域 D Q 内 
是相同的，那么它们在整个区域 D 内也必相同. 

事实上，这样两个函数的差也是一个调和函数，并且在区域内恒等于 

0.我们在区域 D 内构造一个(可以是多值的)解析函数 / U )， 使 aU )= R e / U ). 在 
区域 D 。 内与 〃 U ) 共辄的调和函数 pU ) 应当是一个常数，因为根据柯西-黎曼条 

件,在这区域内有三0，每二裝_•所以，/ ⑴在 D G 内是个常数，这意味 

着在整个区域 D 内也是个常数.于是以幻在 D 内也是常数，而且，此时必须在 D 内 
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等于0 (因为它在 d q 内等于 0). 定理得证. 

解析函数理论中的“边唯一性定理”是表明 :在一 个区域内解析的函数，可由它本 
身在边界上的那些值来定岀(第 14 目），这定理可以移用到调和函数上来.对于调和 
函数来说，这定理是最大最小值原理(上一目中的定理 5) 的一个直接推论.为了要在 
更一般的假设下来得到这定理，使得对于实用来说这结果可以适用得充分普遍起见， 
我们先来证明广义最大最小值 原理： 

定理 5 如果一个在区域 D 内的有界调和函数 ^U), 在这区域的边界 C 上取 
值*以（），并且 1 /(?) 是逐段连续而且仅有有限多个第一类间断点的，那么 u ( z ) 在 
D 的内部的值，必定都在它的最大边界值与最小边界值 UU ) 在间断点处的那些值 
不算在内）之间. 

设 M = s ^ p ^(?)， 又…，匕是奴（)的间断点，5是区域 D 的直径，即 ， D 
中两点间距离的最大值.我们固定任意一个正常数 e ，并考虑函数 


UU) 二 M 



8 



k=l ^ 



⑷ 


函数 UU ) 显然是一个在区域 D 内的调和函数，处处都大于 M ， 并且除了那些 


点 〔处外 ，在 D 内是处处连续的，当 z 接近于 点匕时 ，它趋于 + OQ .我们以每 一个匕 
为圆心，以足够小的 r 为半径作圆，再把由区域 D 中去掉了所有这样的圆而得到的 
那个区域，记作认. 


函数 U ( z )~ 奴幻在 D 与的边界的公共部分上是非负的，而且当 r 足够小 


时，在那些圆周 U - 匕 I = r 上也是如此，因为以幻根据所给条件是有界的，而当 

r — 0时， U ( z ) 在这些圆周上的值无限地增大.由此，根据通常的最大最小值原理(上 
一目中的定理5)，我们可以作出结论 说:在 认中的任何一个点处，函数 U(z)~ 

u ( z )都不为负，因而，在 D 内的任何一个点处**，函数 UU ) U ) 也都不为负.但 
是，因为当 z 已经固定而 e — 0时，函数 UU )— M ， 所以由此便得 出:在 D 内任何一 
个点处都有 UU ) I < M . 而且根据上一目中的定理5,在 D 的内部函数 wU ) 不可能 
取等于它的最大值 M 的值，所以，在 D 内处处都有严格不等类似地可 
以证明:在 D 内处处都有 m ( z )>7/ z ， 其中 m = ini u ( . 

注 对于无界的函数 uU ) 来说，这定理不能成立.例如函数 

u(z) = x 2 \y'- 2 2 x ^Re(l-^) ⑸ 

x + y \ z I 

在圆: r 2 + 3； 2 <2: r 内是调和函数，并且在这圆的圆周上除掉点 z = 0 处外处处等于 


* 设函数 W (幻定义在区域 D 内.如果当 z 沿着 D 内的点趋于这区域的一个边界点 f 时，有极限^^ 

= u ( () 存在，那么我们便说，函数 M u) 在边界点 f 处取值 M (r). 

^实际上，区域 D 中的任何一个点 z, 只要 r 足够小，都属于某一个区域 


• 170 • 第三章函数论的边值问题及其应用 


42 


0.但是在圆的内部，它却是异于0的. 

现在容易来证明我们在上面所说过的那个边界 唯一性 定理： 

定理 6设在区域 D 的边界 C 上，给定了一个逐段连续而且仅有有限多个第一 
类间断点 G ，匕，…， L 的函数 m ( S ). 至多只能有一个在区域 D 内的有界调和函数 
W U ) 存在，它在边界 C 上的点 （ 关匕处取值以 

事实上，设有两个函数 W | U ) 与 & U ) 存在，它们都满足定理的条件，它们的差 


u{z) — U] (z) — U 2 (z) 

在区域 D 内是一个有界调和函数，并且在所有的边界点（关匕处都取等于0的值. 

根据定理5,奴幻在 D 内部的所有值，都要在它的那些边界点（关匕处的最大值与 

最小值之间，即，都等于 0. 定理已经得证. 

我们要注意，在定理6中，区域 D 可能在它的内部或边界上含有无穷远点.对于 
无界函数来说，这定理当然是不正确的.例如，在区域 D 是圆: r 2 + / <2 i ，并且边界 
值(除 z = 0 处外）处处都等于0的情形下，便有取所给边界值的两个调和函数存 
在 函数 (5) 与 u = 0 . 

最后我们来弄清关于调和函数的解析延拓的问题.连续延拓原理(第25目 ） 不能 
移用到调和函数上来.例如，设在上半单位圆内 ， A U ) =…在下半单位圆内 ， A (幻 
三0,于是在线段 （- 1，1)上 便有… =化.但是，在上半单位圆内等于…而在下半单 
位圆内等于^的那个函数 M U )， 却不是一个调和函数，因为在直径 y = 0 的点上它 
没有导数.可是对称原理与解析延拓原理(第35目）对于调和函数仍然保持有效. 

定理 7( 对称原理）设函数… U ) 在区域 D , 内是调和函数，0,的边界含有实轴 
的一段线段并且 & U ) 在这线段上等于0.那么函数 

U 2 (z) = ~ u x (z) ( 6 ) 

在关于实轴与对称的那个区域0 2 内是调和函数，并且给出函数仏（幻在0 2 内的 


解析延拓. 

实际上，显然 w 2 U ) 在区域0 2 内是个调和函数.这可以由条件 (6) 中直接推岀， 
因为，把式 (6) 写成 W 2 U ，3；)= _〜 （ H ) 的形状，便有 

3 2 u 2 (x,y) _ ~ y) S 2 u 2 {x,y) _ d 1 u x {x, ~ y) 

clx 2 ^x 2 5 

余下还要证明 ：函数 

Ui(z), 
u(z)=<0, 

、 w 2 ( z ) ， 

在区域 D = + (^卢）+ 0 2 内是个调和函数.函数在 D 内是连续的，并且在 

任何一个点 z 处，它的值都等于在一个以 z 为圆心而半径足够小的圆周上的那些值 
的算术平均值.对于在区域仏与仏内的那些点来说，这可以由与 & U ) 是调 


ay 2 ^ y 2 

在 M 内， 

在 UA ) 上， 

在1) 2 内 
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和函数而得出.对于在线段 U ， ^)上的那些点来说， u U ) = 0 ， 这可以从对称考虑得 
出.于是，根据上一目中的定理9,函数以幻在区域 D 内是一个调和函数. 

定理 8( 解析延拓原理） 如果函数 i / U ) 在区域 D 内是调和函数, D 的边界含 
有一段解析弧并且 i / U ) 在这段弧上的那些值，形成一个参变量的实解析函数，那 

么函数 mU ) 便可以经过弧 y 解析延拓. 

首先，设7是实轴 x 上的一段线段(《，/?).由于实函数依照条件在 y 上是 
解析的，所以它可以被解析延拓到复数区域里去(参看第35目中解析延拓原理的证 
明）.我们把这个延拓记作 Mz ) ——这函数是一个在线段 U 4) 的邻域△内的解析 

(复)函数，它的实数部分 & U ) 是在 △ 内的调和函数，在线段 y 上等于 〃 U ). 根据 


定理7,差可以解析延拓到这线段的外面去，也就是，延拓到关于线段 

7与区域 D 同4的相交部分成对称的那个区域.由于 & U ) 在这区域内是已经被确 

定了的，这样的延拓便给出了 wU ) 向这个区域内的解析延拓.对于这个特殊情况来 
说，定理已经证明了. 

要过渡到一般的情形上去，我们假定 :弧 7是由参数方程 z = 所给出的，其 
中 zU ) 是一个在实轴的线段(《，幻上的解析函数，并且 〆 （〖)关 0. 按照所给条件，函 
数 M UU ) 丨= ) 在这线段上也是解析的.我们把函数 z = z(t ) 延拓到值？的一个 
包含线段 (《 4) 的复数区域内去，并且把£的复数值记作（，而把所得到的那个延拓 
记作 p z ( C ). 函数 M U ( ?) 1 二 u( () 在线段 (《 ，幻的一边是调和函数(参看上一目 
中的定理11)，并且在这线段上(这里取解析值 UG ). 因此，根据刚才所证明 
的特殊情形， 17( ?) 可以经过线段 U ，幻来延拓，于是，回转到变量 Z 上来' 我们便 
得出函数 w ( 幻经过曲线 y 的解析延拓.定理已经证明了. 

最后我们还要 指出： 当给定了区域1^与 D 2 ，并且它们的边界的公共部分 y 也 


已经给出时，调和函数经过 y 到认内的解析延拓_便被唯一地确定了.这可 
以把定理4应用到区域 A ) = DA D = D x + y + 0 2 而得岀. 

43. 狄利克雷问题 全体调和函数的总体，是拉普拉斯方程 



的所有解的总体，这方程是最简单的二阶偏微分方程之一.类似于常微分方程情形， 
为了可以区分出一个确定的解而给出了附加的条件.完全一样，为了要完全确定拉普 


拉斯方程的一个解，也需要一些附加的条件.对于拉普拉斯方程的这些条件，通常表 


述成称之 谓边值条件的 形状, 即 ，表述成所求解在区域的边界上所应当满足的一些给 
定关系式的形状.这样的边值条件，可以由所给问题的解的那些物理条件本身，自然 


* 为了要回到变量 z 上，需要用 f = CU ) 代人 lt ⑴内，其中 CU ) 是 H ?) 的反函数.函数 fU ) 在 y 的某 
一 个邻域内是单值而且解析的，因为，按照所给的条件，在 U ，/?) 上有 z ( t )^ 0 . 

** 对于调和函数的解析延拓来讲，第25目中的定义仍然保持不变，只要把“解析的”换成“调和的”就是了. 
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地得到. 

这类条件中最简单的那一种，归结为在区域的边界的每一点上给定所求的调和 
函数的值.由此，产生了所谓 第一边值问题 ，或者，狄 利克雷 ( Dirichlet ) 问题％ 

求出一个在区域 D 内调和并且在 D 内连续的函数 mU )， 使它在 D 的边界上取 
已经给定的连续值以 $). 

例如，在某一个区域内求热场的温度或静电场的势能，当在这区域的边界上的温 
度或势能已经知道时，便可化为狄利克雷问题.我们在下面将看到，其他类型的边值 
问题，也可以化成狄利克雷问题. 

在应用中，边界值奴？)是连续的这个条件，是限制过严了，所以需要考虑广义 
狄利克雷问题： 

设已经在区域 D 的边界 C 上给出了一个函数 《 U )， 它除了在有限多个点 L ， 
G ， …， L 处有第一类间断点外，是处处连续的.要求找出一个在区域 D 内的有界调 
和函数 wU )， 使它在函数的所有连续点处都取值 

上一目中的定理6，现在可以表述为广义狄利克雷问题的解的唯一性定理. 

定理 1在给定的区域 D 内，当边界函数以 C ) 已知时，只能有广义狄利克雷问 

题的一个解存在. 

广义狄利克雷问题的解可以用一种方法来化成通常的狄利克雷问题的解.为了 
简单起见，我们只限于讨论单连通区域的情形.当？沿着 D 的边界 C 按正方向与按 
负方向趋于点〔时，边界 函数以 ？) 的极限值，我们分别记作 ，（匕 ） 与，（匕）.用 

心二以 + ( D w _ ( L) 

来表示 以 G 在点匕处的跃距.为了一致起见，我们假设匕是周线 C 的角点.并用 


cpl 与 cp + k 来表示路线 C 在点 G 处的左切线与右切 
线同 X 轴之间所成的角度(图 97) .再设 

= <pl ~ 9 ~k 

(如果匕不是一个角点，则 - TO . 我们来考虑 
函数 


u k { z ) 


K 






arg ( z ~^ k ) 


其中的 arg 表示辐角的一个适当选择出来的分 



支.显然，这函数是在 D 内的调和函数，并且在 D 内除了点〔=匕处以外是处处连续 


的.如果 z 沿着一条其在点匕处的切线同 x 轴形成角0 (0 的值包含在与之 


* 狄利克雷 ( Dirichlet , 1805— 1859 )，德国数学家. 

** 如果所给的函数是连续的，那么广义狄利克雷问题便同通常的狄利克雷问题相符合，因为，函数 
u ( z ) 是有界的这个条件，可以由 M U ) 在 D 内是连续的这条件自动得出. 
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间)的路线趋于匕，那么这个函数 & U ) 便趋于极限.因此，当 T 沿着曲线 c 按正 

a k 


方向经过点匕时，函数^(?)便经历一个跃距 - \- k = h k . 

a k a k 

现在设是广义狄利克雷问题当边界值 以？） 已知时的一个解.我们来考虑 

函数 


n 

U ( z ) = u ( z )- 2 

k-Y 


~QXg{z~ 二)， 

a k 


它在区域 D 内是个调和函数，并且在 D 内是连续的.事实上 wU ) 和所有函数 

u k ( z )=— arg ( z - 

a k 

在 D 内都是调和函数.从而，当时， L / U ) 的极限值等于 


( 2 ) 


U {0 = u {0~ 2 (3) 

而且函数 UU ) 当经过每一个匕点时也仍旧是连续的，因为在构成 ua ) 时，我们已 
经从在点匕处有跃距心的那个函数 u ( ?) 中，减去了在这个点处有同一跃距的一个 
函数& ( ?) ，而 (3) 的和式中其余的那些项在这个点处都是连续的. 

因此，在实际上，广义狄利克雷问题的解 〃 U )， 可以表示成一个具有连续边界 

囑 

值 u (0 = u (0- 2 A (?) 的狄利克雷问题的解 UU ) 与函数 i 的和： 

k=l k-\ 

u ( z ) = U ( z ) + 2 — arg (^ - ^). (4) 

k = i a k 

根据定理1，所求得的解是唯一的. 

由式 (4) 可以得出下面那个说明广义狄利克雷问题的解在点匕的邻域内性状的 
定理： 

定理2当 z 沿着各种不同的路线趋近边界函数奴 G 的间断点 匕时 ，广义狄利 
克雷问题的解 mU ), 可以趋于在^ (匕）与 m + ( G ) 之间的任何一个极限. 

实际上，设 z 沿着一条路线趋于匕，而这条路线在点匕处的切线同 I 轴形成角 
0，由公式 (4) 可以得出，这时 〃 U ) 趋于极限 

u e {^ k ) ^ u{^ k ) + —d , ⑸ 

a k 

其中奴匕)是当 v 參 k 时所有函数〜 U ) 与 I / U ) 的和的极限值，这极限值同^趋于 
点^的方式无关.特别是，当 z 沿着曲线 C 按负方向趋于点匕时，我们有 

〆 （匕 ） =反 （ 匕）+ ~ r 9 k ? 


所以 (5) 式可以改写成 
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h 


^ o (^ k ) = u + + <pl 


a k 


的形状.由此便得出定理 2 的结论(参看图 97). 

我们转到对于任意一个单连区域 D 的狄利克雷问题的解上来.首先我们来考虑 
D 是单位圆 \ z \< l 时的情形.在这种情况下问题的解要以下面的引理为 基础： 


引理 


设有实函数 uu ， e )， 其中 



re T , 




， 0^ r < 1 , 0^(p , ， <2 丌， 


这实函数 U ( z 9 ^) 

1) 是非负连续函数， 


2) 对于任何一个 



都有 


2 n 



2 ir 


1 /( 2 ：， ^)dt 


⑹ 


3) 当 



Co 



0 ( U 是单位圆周上的任意一个点）而且时，函数 U ( z ，0 


趋于0,并且关于？是一致的' 

那么对于任何一个具有第一类间断点的逐段连续的实函数 m ((), 在它的每一 
个连续点处，都存在极限 


!加 




u(0U(z，O 



(Co). 


⑺ 


要证明这个引理，我们首先利用条件 2) ，把 (7) 式左端中的积分同它的假定的极 


限之间的差，表示成下列 形状: 


2丌 


△ 


2丌 


u (^) ~ u (^ 0 )\ U ( z ,^) clt . 


给定任意一个正数 


£ 


>0,利用 



(0 在点 fo 处的连 


续性，总可以选取一个5>0,使得当 U - 
有 

“ （ C) — Co ) 丨 


1<25时，都 


I 


^0 


I 



I 


/ / 


I 


(图 98) .于是我们有 


△ 


i | 卜 



\<28 


2丌 



\ in I ^2^ 


式中的那两个积分是沿着单位圆周上的两段弧来取的，0 
在这两段弧上的点的辐角，分别满足其所相应的不等式. 


iT 



图98 


* 条件 3) 的确切意义如下 •.对 于任何一个 £ 〉0,我们总可以找到两个数 p < l 及》〉0,使得在 r > i- P m 
< p - t 0 \< d 时,对于一切满足不等式 1( - &丨 >2$的 （ 来说，不等式 


都必定成立. 
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对于其中的第一个积分，应用数学分析中所熟知的中值 定理+ ，然后再利用条件 1 ) 与 
2 )，我们便得出 



\t-t 0 '<2d 


lu (^) - u (^ 0 )\ U ( z，（）dt 


< 


£ 


2 k 


\ i —Iq\ <28 


U(z，Odt 


< 


e 


r2rc 


27T Jo 


U(z 9 ^)dt — e . 


( 8 ) 


现在设 I p ~ I <5,于是对于区间 \t - t 0 \ >28 中所有的 f 值，我们有 

\ cp - t \ >5,并且根据条件 3), 总可以找到一个正数^< 1 ，使得对所有这样的£以及 
r > l - 来说，不等式都成立(参看上页脚注 *) .因此，对于在图98中 
用斜线标出的那个区域 ( 即 ， I p ~ I <5 ， r > 1 - ^ ) 内所有的 z 来说，都 将有： 

U ⑴- u {^)\ U { z^)dt <^- -2 M (2 k ~2 d )<2 eM , (9) 

Z 兀 Juu > 玢 2 k 


其中的 M 是 U (?) I 在圆周上的最大值.把所得的这两个不等式 ( 8 ) 与 (9) 联合起来， 
我们便得出 :对 于图98中用斜线标出的那个区域内所有的 z 来说，都有 I △ I <(1 + 
2 M ) e ， 所以引理便已经证明了. 

我们转到对于圆的狄利克雷问题的解上来，为此，我们注意，引理中的那个函数 
L 7 U ，？） ，可以由几何方法得到——将它看成是把圆 U I < 1 映到右半平面 Re ^>0 
上去的共形映射的实数部分 


U ( z ,^) = Re 


Z _1~ | 2： | 2 



1 - 2rcos ( t ~ < p ) + r 2 



事实上，对于这个函数来说，引理中的性质 1 ) 与 3) 显然成立，而性质 2 ) 则可以 
由区分出等式 



的实数部分而得到，这等式很容易根据23目中的留数定理来证明（函数当 

时在单位圆内有两个极点 :具有 留数一 1 的 （= 0 与具有留数 2 的卜 z ; 当 z 二 
0 时等式自然得出). 

现在已经不难 证明： 泊松给出了对于单位圆的广义狄利克雷问题的解 （泊松 
( Poisson ) 絲， 1823) 


u ( z ) 


2 tt 


2k 


u ( e 11 ) 9 


1- 


2 



2 rcos(t 一 9 ) + 


2 


dt 


z 


re 


縿） 


(ID 



事实上，由积分 ( 11 ) 所定出的那 个函数 MU )， 是函数 


f ( z ) 


2 n 


2 tt 


u(t) 




z 




dt + iC 


u 二 〆 ） 


(12) 


* 参看 < C > HXTeHTOJTbu , 卷二，第 133 页;在这里可以应用这个定理，因为我们有 LT ( z , f ) X ). 
絲泊松 ( Poisson , 1781—1840) ，法国物理学家和数 学家. 


-176 • 


第三章函数论的边值问题及其应用 


[43] 


的实数部分.根据第16目中的定理4,函数 /( 幻在单位圆内是解析的，所以， uU ) 在 
单位圆内是个调和函数.它是有界的，因为，由 （11) 式可以得出 



其中 M 是 UU )| 在单位圆周上的最大值(我们利用了函数 （10) 的性质 2)) .最后， 


根据上面的引理，当^趋于的任何一个连续点 S 时，函数趋于^(?).这 
便是我们所需要证明的. 

现在不难证明，对于任意的单连通区域，广义狄利克雷问题也是可以解的. 

定理 3 对于任何一个单连通区域 D ， 与任何一个具有第一类间断点的逐段连 
续的边界函数 《 U )， 广义狄利克雷问题的解都存在. 

事实上，根据第28目中的基本定理，必定有一个把区域 D 映到单位圆 UI <1 
上去的共形映射 w = wU ) 存在.在 D 的边界上给岀逐段连续的那些值 w ( C )， 在这 
映射下被变换成在单位圆周上逐段连续的值 

u[z(co)] — U(co) , 

其中函数 Z 二是 W 二 wU ) 的反函数.依据这些边界值，可以借助泊松积分 
(11) 来构成一个在圆 UI <1 内的调和函数 U ( w ). 于是，根据第41目中的定理11， 


函数 


u ( z ) — U [ vu ( z )] (13) 

是一个在区域 D 内的调和函数.它同 U ( —样是有界的，并且，当 Z 趋于所给函 
数 w (?) 的一个连续点？时，它趋于值以？）二 U [ wU )]， 因为这时点 wU ) 趋 
于函数 U ( o >) 的连续点 = 因此，函数 (13) 给出了对于区域 D 的广义狄利克 

雷问题的解答.定理3已经证明了. 

如果区域 D 的边界 C 没有无穷远分支，并且还具有连续的曲率的话，那么广义 
狄利克雷来问题的解，便可以用一个独自的公式来表达.为了要得岀这个公式，我们 
固定区域 D 内的任意一个点&，并且用 


f ( z ; z 0 ) , f ( z 0 ; z 0 )=0 (14) 

来表示把 D 映射到单位圆 \ w \< l 上去的那个函数.同在证明定理3时一样，当变换 
到 w 平面上来之后，我们便可以利用泊松积分来表达出狄利克雷问题的解.就特例 
来讲，仍旧沿用那个证明中所引人的那些记号，在圆心 w = 0 处我们得到 

L 7(0) = ^ - T " U ( co)dr = ^ - \ U ( co ) da , (15) 

J 0 ZTT J Icyl = 1 

其中 co 二 〆 ，又 d(J = clr 是圆周丨 co I = 1 的弧长单元. 

根据第 29 目中的定理1，在我们的这些条件之下，函数 （14) 在边界上具有连续 
导数，因此 


d(J 二 \/(^; z 0 )\ ds , 

其中士是 C 的对应于办的弧长单元.我们用办来表示 C 的内法线的长度单元，用 
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dp 来表示圆周 I co | = 1的半径的对应于 Az 的长度单元，于是有 


/(^; z 0 )\dn 


dp . 


因为在 Cip 


1/( 之 0)1 




1，所以可以写成命 


dp 

P 


(iln p 和 


/’（？；之0) I 


—也 

dn 


d\n p 
dn 


d 


dn 


In 


9 


其中务表示按照 c 的内法线方向所取的导数.把这式子代入前面所得到的办的表 
达式中去，我们便得岀 


da 


3 


dn 


In 


I /( ?; 之 0 ) I 


ds • 


(16) 


现在就剩下要在 (15) 式中返回到变量 z 上去了.考虑到 （14) 式的规定，对应于 



W 


0的是点^，再利用关系式 (16) ，我们便得到 


函数 



( z 0 ) 


2tt 


u (^) 


3 



dn 


In 


l/(? ； 2 ： o) 


ds • 



g ( z ; z 0 ) = ln Tf(z；ZQ)l (18) 

称作对于区域 D 的格林 ( Green ) 函数，显然，这函数在 D 内除掉点处以外是处处 
调和的，在点&处它有一个极点.把这个函数引入 (17) 式，并且把^换成 z ， 我们便 
得出了所要找的广义狄利克雷问题的解的公式 ( G . 格林 ( G . Green * ) , 1928) 



( z ) 


2 k 



(?) 



dn 




(19) 


( & 是沿着内法线方向所取的导数). 

格林公式把对某一个区域 D 的狄利克雷问题的解，通过把 D 共形映射到单位 
圆上去的一个函数的对数来表达，也就是说，它把解狄利克雷问题，化成共形映射的 
问题.反过来也可以证 明:如 果已经知道了对某一个区域 D 的狄利克雷问题的解，便 
可以构造一个把这区域映到单位圆上去的共形映射. 

事实上，根据基本定理，这样的一个映射 zv ^ f ( z ; z 0 ), f ( z 0 ; z 0 )=0 必定存在. 

先姑且假定我们已知道了这个映射，而考虑函数 

FU )= ^2， FU) = lim ^ l =/u;zo) 

Z Zq Zq Z Zq 

显然，这函数在区域 D 内是解析的，并且处处都不等于 0( 函数 / U ; ^ ) 只有 Z = Z 。 
时方等于0,但由于映射是共形的， / U q ; a ) 参 0) .所以，函数 [/ U ) = ln | FU )| 在 


G • 格林 (George Green, 1793_1841) ，英国数 学家 . 
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D 内是个调和函数.它在区域 D 的边界 C 上的值 

rr/^N 1 /( C ；^ o ) _i 1 

n 2：o n I ^0 I 

与函数 / U ;^) 的形状无关，因为在（：上 |/ a ; z () )|= l . 

现在假设，函数 / U ; a ) 是未知的.根据已给岀的调和函数的边界值 U (?)， 我 

们可以唯一地重新恢复 UU ) 在 D 的内部的值(狄利克雷问题）.然后，我们再借助 
积分法来建立其共轭的调和函数 VU )， 求岀它可以精确到相差一个常数项这 
样，我们便求得函数 

Ln G ( z ) — L 7( z ) + iV ( z ) + ia , 

随后可以得岀所求的共形映射 

f ( z ; z Q ) = ( z ~ z Q ) e Uz) 二 e m ( z _ z 0 ) e u(z} +tV(z) . (20) 

这个映射的确定可以精确到作一次任意旋转，这正与所取的规定条件相符. 

因此，把一个区域映到单位圆上去的共形映射的问题，与对这同一区域的狄利克 
雷问题是等价的；它们可以借助简单的微分和积分运算彼此转化. 

把一个区域 D 映到带形0< v < l 上去的映射 

w ^ f ( z ), f(zi ) = - °°, f ( z 2 )= 0 , /(之 3 ) = °° 

的问题，还可以更简单地化成广义狄利克雷问题.我们先按照下述边值条件来求岀一 
个调和函数 77 U ): 在 D 的边界 C 的弧上1；(()=0，而在。的其他部分上 

〆 （） =1 . 然后求出一个与它共轭的调和函数，使其满足条件=0.函数 


f(z) 



(z ) + iv(z) 


便是所求的那个映射. 

44. 例题•补充 

(1) 施瓦茨积分 


由上一目中的积分 (12) 所确定的函数 


f(z) 


2tt 









?- 


dt + iC 





it \ 

e ), 


(l) 


其中 c 是一个实数常量，解下述问题 : 求出一个在圆 I Z I < 1 内解析的函数 /U ) ，使 

得在圆周上它的实数部分在函数的每一个连续点 e 处所取的值，是已知值 
u (^) ( H . 施瓦茨， 1869). 

事实上，根据狄利克雷问题的解的唯一性定理，函数 / U ) 的实数部分可以 
由它本身的边界值完全确定，由柯西-黎曼方程又可以得出，这时它的虚数部分 
pU )， 在可以相差一个常数项的范围内也已经被确定.因此，当 c 取各种不同的值 
时， （ 1 ) 式便包含了所提问题的一切解. 


在这式中令 Z 


0，并利用中值定理，这时得到带积分的那一项等于 W (0) ，因此 


我们能确信常数0=^(0). 

在施瓦茨积分中区分岀虚数部分，我们便得到调 和函数的一个用它的共 
扼函数的边界值来表示的表达式 



v ( z ) 


2k 


/% 


2k 


u(e 


2 rsin ( cp ~ t ) 

1 — 2 rcos ( (p — t ) + r 


dt + C 


⑵ 


如果使用第 41 目中按自己的实数部分来复原解析函数的方法(第 41 目中的 (9) 
式），可以得出一个解这个问题的积分，也就是施瓦茨积分问题，但是与上面这个积分 


有些不同.与第41目中所说的相对应，我们令^ 


0. 于是有 



X 



y 


Z 


Z 


4 


4 


0, 


2 rcos (< p — t )= 


re 


e 


l 9 



re 


z 


e 









z 


z 



,dt 





(同前面一样，我们令 z 


re i(p ,? = /)， 把这个代入泊松积分 


u\x 


，: y ) 


2tc 



2tc 


1 — r 2 

U ( ett \+ r 2 -2 rcos (< p - t) dt ’ 


再根据第 41 目中的 (9) 式，我们便得出 


/(2：) = 2“(晉，€) _/(0) 


U 


7V 


in 


(?) 




id ^ 



1- 


2： 


7 ( 0 ), 



或者，最后化简得 


f ( z ) 


TCI 



Id 


u(Od^ 


卜 2 : 


7 ( 0 ) 


⑶ 


(2) 对于半平面的狄利克雷问题 


设在实轴上给定了 


个仅具有有限多个间断 


点的有界函数〃（（），设在 


±00时的极限存在和有限.为了要想求出在实轴 


上取这些已知值而在上半平面内调和的那个函数 1/ U ) 在点 Z 处的值，我们作一个 
把半平面 Im ?>0映到圆 U | < 1上去的共形映射 


0) 


C 一 Z 


因为这时点 z 被变换成 


0,所以根据中值定理有 


rno ) 


2 n 



2 it 


U ( co ) dr 9 


⑷ 


其中 


u 


[ 以 ⑺）] 




U ( o >)， 而 


r 


是在圆周上的点的辐角 


e 


tv 


Z 


求最后这个等式的导数，我们得到 




由此便有 


dr 


2 ydt 

z)(t - z ) 


2 ydt 


(t ~ x ) 2 + y 2 


在 (4) 中代回到原来的变量 z 和 r 上去，结果我们便得出了对于上半平面的泊松积分 
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44 


u 


U ) 


7T 


U 


⑴ 




ydt 


X 



y 


(5) 


因为，显然 


y 


(t - x ) 2 + y 2 


Re 


i(t — z )， 


所以可以对把半平面的施瓦茨积分写成 



Z 


m 


u 


⑴ 


dt 



z 


iC ， 


⑹ 


其中 C 为实常量.但是，必须指 岀：要 想积分 (6) 收敛，单知道对于有界函数 w ( r ) 积 
分 (5) 收敛还是不够的' 要这个积分收敛，只需要譬如，当 m — % 时， 函数以 d 趋 


于0的速度不比+慢便够了，其中《 >0是任意一个常数. 

我们来举一些例子.根据 (5) 式，我们直接得到一个在上半平面内的调和函数，这 
函数在实轴的一段线段 U ，/?) 上等于1，而在实轴的其余部分上等于0: 




u(z) 


7C 


ydt 


y 


如果引进由 
成 


Z 


«与 




a (t — X 

卢这两个向量与 


7t 


arctan 



x 


y 


arctan 


a 


x 


y 


x 


实轴所形成的那两个角 %与 cp ” 便可以写 


U 


U ) 




9a 


7t 


CO 

7C 


⑺ 


(从图 99 中可以 看出： 抑二％ + co ). 因此，函数以 z ) 


iy 


就等于由点 


Z 


对线段巧所作的那个角被; r 除后的 


值.在这里施瓦茨公式也可以适用，并由这公式得岀 





Z 


m 


dt 


a 


Z 


m 


7 In 



z 


a 


z 


⑻ 


现在设已经在实轴上给定了 n 个点 



a 


,…， <2 


n 


(- 


OO 


< q < 〜< a " < 


OO 



图 99 


要求得出一个在上半平面内的调和函数 《 u )， 使它 
在那些线段（-^，…，（…，”^…，（^，叫上汾别取常数值 Uo ， Ul ， 

题的解可以应用公式 (7) 来 得岀： 


u n 


.这问 


U 


U ) 


< P \ Uq 



7 t 


¥(史2 _ Pl ) + + (兀 _ 


或者，在重新集项之后，得到 


u(z) 


£i 

7C 


( u 0 


u 



^2( 

7T 


U 


“ 2 ) + … + ^( m ) + 〜 


(9) 


* 这解释如下 ,(6) 中被积函数的虚数部分的积分收敛比积分 (5) 差 • 



(3) 施瓦茨-克利斯托弗积分的导出 作为应用所得到的公式的例子，我们用 
这公式来导出施瓦茨-克利斯托弗积分，这比在第37目中要简单得多.我们仍然沿 
用在第37目中所用的那些记号.考虑在上半平面内调和的函数 

= arg /'( z ) = Im In /’（之）， 

由共形映射的导数的几何意义，我们 得出： 这函数在线段 （_ oo ，^ ) ， （ q ， - a 2 ) ，…， 
， oo ) 上，分别取常数值，…，&，因为，这些线段在映射下都变换成直线 
段——多角形的边.在线段（_ oo ， ai ) 与 ( a „ ，叫上 ，值 = Ufi = a - ；r = 0，这里的 a 
是线段 AA 同^轴所成的角.当通过点 A 时，函数〃⑴昀值增加 (1- A ); r ， 因为线 
段4^ + 1 是由线段 Ah 烏按逆时针方向旋转这一个角度而得到的(参看图 80) .因 
此 ， Wn ~ u k — { a k ~ 1)7 T . 按照公式 (9) ，我们这时求得 

n 

= (a! — 1 ) 仍 + (a 2 — 1)% + …+ (a„ -1)% + 0=0+ 2 、 a k ~^)srg{z~ a k ). 

根据这已知的虚数部分，便容易复原那个解析函数 

n 

\n /( z ) = \n C 0 + id + ^ ( a k ~ \ )\ n{z ~ a k ), 

^ = 2 

再从这式子写成指数形式，然后积分，我们就得出了所求的共形映射 

f ( z ) = C 0 e td (z — ai ) ai1 (z — a 2 ) a21 ,mt (z — a n ) an ~ l dz + Ci (10) 

Jz 0 

( c 。 是一个正的常量， Ci 是一个复数常量）. 

(4) 对于带形 z<h 的施瓦茨积分 对于圆 | w |< l 的施瓦茨积分的 
形状为 



CO ~ W 


( 11 ) 


其中 CO =沙(参看 ( 1 ) 式）.我们来考虑把圆 |^|<1 映到带形 - h < lmz < h 上去的 


那个共形映射 


二 th 


7TZ 

4 h y 


这个映射把下半圆周与上半圆周分别变换成带形的下沿与上沿(参看第33目中的 


(5) 式).我们记 F [ tju ( z )]— f ( z ) yUlu ^ iz )] — u ( z ) t ~ hi 时带形的下沿上 

有 
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类似地，在带形的上沿上有 


o ) — e 


IT 






ch 


TCt 

2h 


(0< r< 7r) ， 


由此得岀 


dz 


Kelt 


2 hch 


TCt 

2h 


把这代人 (11) 式中，我们有 


/( 


% 


4 h 



u 


⑴ • 


+ 乙 • c 


dt 




c 


+ 


u 


(0 


+ 


+ 


+ 


dt 


• c 


c 


+ iC y 


其中 


u 


士⑴表示 w ⑴在点 



Kt 


t 土 ih 处的值与 q 表示 g 的双曲正弦与双曲余 


弦， t z 


th 


7CZ 

Ah 


. 再作一些简单的变换之后，结果我们最终得出 


/( 


U 


⑴ 



U 


⑴ 


Z 






Ah 


ch ^-(? - z ) 


dt 


㈡ g 



u 


⑴- 


u 


⑴ 


! TCt t 1t{t — z ) 

ch 2 h ch ~^~ 


dt + iC 


( 12 ) 


对于带形 0 < ：y < 1 ，这公式也可以改写成 


/( 


z 


2 



Qth dt 


2 



2 



u 


⑴ th 


7c(t — z) 


2 


dt + C \ . (13) 


(5) 契磋蒂公式 （1921 年) 


这公式给出了一个共形映射 w 


/( 2：) 的表达式，这 


个映射把圆 M < 1映到任意一个由周线 C 所围成的单连通区域 D 上去，只要在圆 


周的每一个点 Z 


/处， C 在对应于 Z 的点 W 处的切线的那个倾斜角^ 


已经 


知道.设办 


ie u dt 与 dw 


也是圆周与曲线 C 的在这个共形映射下互相对应 


的单元，于是在圆周上 


dw 

dz 


e 


i(O-t) 




dw 

dt 


由于 / U ) 实施一个共形映射，所以和函数在圆 UI <1 内是正 
则的，并且按照上面的结果，它的实数部分在圆周 U I = 1上等于^ -〖.另一方面，由 


* 这公式通常叫做帕拉丁尼公式.但是帕拉丁尼发表这公式在1915年，而当时这公式已经以稍加改变的形 
式包含在格拉维 (JI.A.rpaBe) 的著作“论在绘制地图的数学理论中的一些基本问题”(彼得堡 ,1896) 中了. 



初等几何学上的理由显 然有: 在这圆周上 

Re { — fln [ — (1 — z) 2 ] i 


7 c + 2 arg ( 1 — 2 ：) 


(见图100,其中 arg(l 


z ) 被表示成 p ). 所以，在圆 \ z\<l 内正则的函数 


g(z) 


— fin _ f ( 1 — 


z 


dw 

dz 


(14) 


的实数部分，在圆周 I d 


1 上等于 t ?. 如果函数 


y 


已经知道，那么函数 gu ) 便可以借助施瓦茨积分而 
求得 


<p 


g( 


Z 


2tc 


% 


2n 


0{t) e it Z dt + iA , 



(15) 


e 


z 


f 

o 


x 


其中 A 是一个实数常量.知道了 g (幻之后，我们就 
可以由 （ 14 ) 式来得岀所求的那个共形映射 


<P 


ZV 


f(Z) 



z gg(Z) 


dz 


o d_ 



z 




(16) 


般说来，函数是未知的，所以契磋蒂公式 


图100 


(16) 实际上并没有给出共形映射问题的一个有效的解.但是，只要 5 U ) 可以从某一 
种考虑中求岀，这个公式便显得非常有用.例如，在把圆映射成多角形 JU ) 的问题 
中，在圆周的每一段对应于多角形的一条边的弧上 4 U ) 都等于一个已知常量，所以 
施瓦茨-克利斯托弗公式可以很容易地从契磋蒂公式得岀. 


(6) 诺伊曼问题 


同狄利克雷问题一样，在有些应用中，考虑所 谓第二边值问 


國 


，也 叫做诺伊曼、 Neuma 



) 问题它 是很重要的. 


求区域 D 内的一个调和函数 mU ), 已知在 D 的边界 C 上它的法线方向的导数 


的值 


du 

dn 


§^cosa + ^sina 

ox oy 




(17) 


以及 M ( Z ) 在区域 D 的某一个点 2 ：。处的值 u ( z 0 ). 

为了确定起见，我们假 定:在 (17) 式中考虑的是外法线， a 表示这法线与: T 轴所 
成的角.函数 () 在 C 上可以有有限多个第一类间断点，函数 M 与它的一阶偏导数 
都假定是有界的. 


由第41目中的定理12可以得出 :要诺 伊曼问题可解，必须关系式 



C 


g(0ds 


0 


(18) 


被满足.我们来证明诺伊曼问题的解的唯一性.首先注意，利用一个辅助的共形映射 
^ = ，把上半平面 Im z ,>0 映到区域 D 上去，这就可以把对于 D 的诺伊曼问 

题，化成对于上半平面的诺伊曼问题.事实上，设 〃 U ) 是对于区域 D 具有已知边界 


来 


卡尔 • 诺伊曼 (Karl Neumann, 1832— 1925), 德国数 学家 . 
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44； 


函数 G 的诺伊曼问题的解.函数 

Wj (2：, ) = u[f(z { )] 

在上半平面内是调和的.由于在这个共形映射下， C 的内法线方向变换成轴％ 二 
Im ^的正方向（除了曲线 C 的按我们一般假设为有限多个角点处外，处处都是如 
此），又由于法线的长度单元与它所对应的长度单元办，的比等于这映射的延伸 
系数，即，等于 l / U ) | ，所以，在轴& =Re q 上我们有 



(1 y 



'clu' 


/'( 工 i ) 卜 g[/(^i)] • \/(^i ) I = gi (^i )• 


函数 A (^) 在: ^ 轴上，除了对应于曲线 C 的角点的那些有限多个点和 g [/(& )] 的 

有限多个间断点处外，是处处连续的.并且，可以由这共形映射与那个已给边界函数 
来完全确定.现在如果不知道，而对上半平面 Im q >0以及边界函数^ ) 

来解出诺伊曼问题，那么函数… [< p ( z )] -其中 A = ( p ( Z ) 是 2：二 /( q ) 的逆映 

射——显然将是对于区域 D 的诺伊曼问题的解. 

上面所作的讨论说明了，在证明诺伊曼问题的解的唯一性时，可以只限于考虑 
D 是半平面时的情形.假设有诺伊曼问题的两个解 & U ) 与 & U ) 存在，那么，它们 


的差 

u(z) — Ui(z) — u 2 (z) 


在上半平面内是一个调和函数，并且，在 I 轴上它的法线方向导数1^ = 0,而且在某 

一个点 A 处 W ( z 0 )=0. 函数 g 在上半平面内是一个有界调和函数，并且在: T 轴上 

等于0,这就是说，它是一个对于上半平面和具有等于0的边界值的狄利克雷问题的 

解.因为这个狄利克雷问题的解是一个恒等于0的函数，所以^=0.而此时 u{zm 

当是一个常数，并且按照条件 u ( z 0 )=0 9 它必定等于0 . 诺伊曼问题的解的唯一性已 
经得证. 

如果再加上一个补充的假定，设偏导数在 D 内是连续的，那么 ，求诺伊曼问题的 

解，可以化成求共扼调和函数的狄利克雷问题的解. 

事实上，设 〆 =)是一个与 M U ) 共辗的调和函数.在曲线 C 的点处，根据对于方 
向 s 与 rz 写岀的柯西-黎曼条件(见第5目末），我们有 

ds d n gV 


知道了沿曲线 c 的 S ， 我们便可以用直接求积分的方法来定岀 



d 


ds 


^ds 


k gi0ds - 
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[45； 


对于二阶导数，也可以写成同样的近似表达式，例如 


u 〜 〜 


h 


u(x ^ 2h — u(x + h 9 y) u(x + h 9 y) — u(x 9 y) 


h 


h 


h 


\u{x +2h ^y) ~2u{x h y y) + u(x y y) 1 


为了更加对称起见，我们用： T 来代替: T + /!，得到 


U 




h 


2 


[u{x^ h,y)-2u(x y y) + u(x~ h,y)]. 


类似地， 


( 2 ) 


u yy ^~^2 [u(x,y + h)~2u(x,y) + u(x,y~ h)~\. (3) 

因此，拉普拉斯方程 

D 2 U 丄 d 2 u — n 

^ 37 ~ 

可以用差分方程 

u(x h , y) + u(x — h , y) + u(x ,y + h) + u(x ,y~ h) ~ 4u(x 9 y) = 0 (4) 

来近似地代替.方程 (4) 关联着所求函数在五个点处的值，这五个点的位置如图 101 
中的白圆点所表示. 

为了要用网格法来解狄利克雷问题，需要用格距为 A 的方格网把所给的区域 D 
覆盖起来，如同在图101中所示的那样.网格区域的边界应该选择得使它与区域 D 
的边界 C 接近得最密切，这时网格区域的界点，可以在 D 的外部，也可以在 D 的内 
部.函数^在曲线 C 上的那些已知值，可以借助插值法来转移到网格区域的边界点 
上去，因而，在这些边界点处可以认为〃的值是已知的. 

在网格内部的那些格点处， u 的值认为是未知的， 

要确定这些值，可利用线性方程组 (4). 解出这个方程 
组，我们便得到了狄利克雷问题的一个近似解，因为， 

JI.A. 柳斯捷尔尼克已经证明过，当 /i— 0时，差分方程 
式 (4) 的解收敛于一个调和函数 M (x，30 .这个命题的 

证明，读者可以在彼得罗夫斯基 （ H . IleTpOBCKHH 

[1]) 书中找到. 

由于方程组 (4) 中的方程式个数很多，并且这方程 
组是对称的，所以它的解以 利用迭代法来 求为最方便. 图 101 



为此，我们首先把方程式 (4) 写成 



(5) 


式中这些记号的意义从图101中可以明白地看出.于是， m ( x ,30 在每一个格点处的 
值，总等于在其邻近的四个格点处的那四个值的算术平均值.在此以后，任意给予我 


[45] 


§1 调和函数 


•187 • 


们一组在网格的内部格点处的 u 的初始值 (0 组），我们便可以求得这组值的那些算 
术平均值，这时，对于某一些格点，还必须利用到 m 的那些在边界格点处的已知值. 
所得到的这些算术平均值便给出了第一个近似解 （1 组）.然后再求这第一组值的那 
些算术平均值，对于有些格点还需要再利用 M 的已知边界值，这样我们便得到了第 
二个近似解 (2 组），等等.把这个步骤继续进行下去，一直到从第 rz -1 组过渡到第 ； z 
组时，在所需要的精确度的范围内已经不再有变动时为止. 

按照迭代法实际进行计算依赖于所存在的计算工具的运用.最完美的工具是高 
速计算机，它们在十分短的时间内给出具有很高精度问题的解. 

用手工或借助小机器(计算器型)来作计算，以准备足够多块的模板为较方便.零 
模板由与已知网格相似的一组网格构成，但是它的直线作在已知网格的那些直线的 
中间，它的格点位于已知网格的那些正方形的中心.模板上含有已知网格的边界点的 
那些正方形，都用粗线圈起来，并且在其中写上那些边界值.其余的那些模板，与零模 
板不同的地方，只是在其中切去了那些含有已知边界值的正方形.这些模板最好用蜡 
纸来制造. 

计算按照下述的方式来 进行： 

(1) 把零模板上内部的那些方格，用 0- 组的值来填上.要注意，这些值与真值越 
接近，迭代法过程便收敛得越快，所以， 0- 组的值的正确选择是有很大意义的. 

(2) 把第一模板放在零模板的上面，使得相对应的方格彼此相叠，而把这模板上 
的方格，用 0- 组的值的算术平均值来填上(那些留在外面，没有被第一模板所覆盖的 
边界值，也要计算在内）.为了使进程加快，在计算算术平均值时，可以利用那些已经 
求得的1 - 组的值.用蜡纸所做成的模板，对于这种步骤很适用，因为第一模板写好数 
字后，在其下面的那些在零模板上的数字几乎看不见了. 

(3) 把第二模板放在零模板与第一模板的上面，第二模板上的方格，用 1- 组的值 
的算术平均值来填上(考虑到边界值与那些已经求得的2-组的值）.对于第三模板， 
第四模板等等，也用同样的方式进行下去 ，一 直到后面那块模板上的那些数字，在所 
给定的精确程度内，与在其前面的那块模板上的数字完全相同时为止.所得到的这组 
值，便是所求的. 

我们已经说过，虽说从原则上看起来，对于任何一组的初始值，这迭代过程都能 
收敛 '可是 毕竟它的收敛的速度是依赖于这组初始值与真值的接近程度的.如果问 
题的结果不要求很大的精确度 ( 三位数字 ） 的话，那么，要确定那组初始值，可以利用 
作图的方法.这方法 是:把 在曲线 C 上的那些已知值，利用轴测投影画成空圆 （ u ， 
幻内的一条曲线 r 的形状，凭目测作一个经过这条曲线的曲面(最好把它想像作绷 
紧在 r 上的一层肥皂膜），然后从图形上来记下这曲面在网格的格点直上处的那些 


* 这已经由 JI. K). IlaHOB 在 CKap6opo 的书 “ 数学分析的数量方法 （HHCjiemwe MerojitT MaTeMairniecKoro 

anajiH3a) ” (OHTH,1934) 的补充中证明了 . 
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点的支距 z . 

十分有效的是选择用某种更加简单的近似方法所得岀的同一问题的解来作以代 
法的初始值组. 

这些方法中占据特殊地位的是所谓的相 似方法 ，它建立在使 用模拟 装置基础上， 


在这些模拟装置中的物理过程由拉普拉斯方程描述.最常用的相似之 • 


电 f 相 


似，它建立在导体物质的很薄的平面层中的电场的势能满足这一方程的骓础上. 

为了实际施行这一方法，通常用某种绝缘物质制作区域的边界，应 ij 对旌边羚解 
狄利克雷问题，并且把这边界固定在槽中，使得区域内部可以涂一层电介质.譬妇，可 
以用蜡泥沿着区域边界的周线固定用厚度为1〜2 cm 的有伸缩性的绝缘纸构机的 


壁，并且给组成区域涂上一层弱盐水.现在剩下的是把与已知边界条件吼适应的 ❾能 
传递给边界点——做这件事可以借助于固定在壁上的用导纸或薄金 M 板组成的端 
子，向这些端子输送电压.区域内势能的分布可以在针形探测器帮助下加以研究在 
好的模型制作下和保持特殊措施去减少误差下用这方法可以获得精度到1% . 


好的模型制作下和保持特殊措施去减少误差下用这方法可以获得精度到1% . 

取代电槽，可以利用导电纸(例如，盖上一层薄薄石墨的纸），按给岀的区域七形 
状切割下一块，并且向它的边界输入与给定值相对应的电势能.这方法比电槽方如更 


简单，但是精度减少 


它给出精度5%左右.相似方法的更详细的描述，读者叮以 


在 n . O.OHJIbHaKOB 和 B . H . naH^HUIHH 的书 [5] 中 找到. 

如果需要更高的精确度 (4 〜5位数），并且网格包含较大量的结点：,而计算是手 
工进行的，那么开始从较粗的网格进行迭代过程是更好的，这些粗网格 11 基础网阶的 
方格组成，这些方格按象棋的惯例取出的（图102中标上斜线的）.在这阶段可以排行 
迭代到2〜3位数吻合.当这个达到时，需要返回 


到基础网格，并且计算图102中用 



字表出的空 


格上的值，这是当作按对角线相邻的四个值的算 
术平均值计算的，然后，在余下的空格中的值是当 
作普通算术平均值来算出的.由此获得的一组值 
取作初始值，并且进一步对基本网格实施迭代过 
程就带有完整的位数了. 

为了加速迭代过程，制定了大量形形色色的 
方式，选择何种方式决定于问题的特点和所应用 ffl i 02 

的计算工具.在小机器上计算最有效的是所谓的 

张弛振荡方式或者应用按不同公式的修正方法.读者可以从譬如 B . 3. Mhjih 的书 

<<l lHCJieHHoe peiueHHe ypaBHeHHH ’ XMrUyU ， 1955) 或 JI. Kojuianj , 

的书 “Hhc jieHAbie MeTOja,bi pemeHHH AFnJxJjepeHAHajibHbix ypaBHeHHft’’ （ M:HJI ， 1953) 中 

了解到这些方式与方法. 
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§2物理观念.边值问题的提法 

在这里我们将考虑一些与复变函数论有关系的基本物理观念.这些观念是关于 
不同物理特性的各种平面向量场(第46目与第47目），以及关于具有较向量场更复 
杂特征的物体的平面应力状况(第50目）的. 

自然，这些物理观念将导致函数论在物理学不同领域内的应用.在本节中我们基 
本上注意相应问题的提法(第48目，第50目），而将在以后的叙述中来给岀这些应用 
的具体例子.只有在第49目中，我们举出了许多用共形映射方法来解的具体问题. 

46. 平面场与复势能 在本目中我们将讨论平面的平稳向量场.这就是说，第 
一， 这向量场中的向量是与时间无关的.第二，这向量场中的向量都平行于某一个平 
面 S 。， 并且在垂直于 S Q 的任何一条直线上所有的点处，这个场中的向量(就大小与 

方向来说)都是相等的.显然，在所有的平行于 s Q 的平面内，这向量场的情形都完全 

一样，因此，这向量场可以由位于平面 s Q 内的向量所构成的一个平面向量场完全描 

述岀来.这时，说到平面向量场中的一个点，我们在心中便要记起在那平行于平面的 
向量场中的一条无限直线，这直线通过所说的那个点，而垂直于平面 Sc ). 说到平面内 

的一条曲线，意味着是一个柱面，而一个区域则意味着是一个柱体. 

我们在平面乂内作一个笛卡儿坐标系 （ X ，30 .于是，向量场中每一个具有分向 

量 I ， A 」 的向量 A ，便可以用复数来表示 

A = A x + iA y , ( 1 ) 

并且这两个分向量都是 i 与 3 ；的已知函数 

八 r = d ) ， A y = A y (x ,y) , (2) 

或者，完全一样，都是复变量 z = x + iy 的函数. 

因此，平面的平稳向量场，可以借助复数与复变函数来描述，并且，在实际上最重 
要的向量场都满足的一些条件之下，来构造一个描述向量场的解析函数，就是 所谓向 
置场的复势能 ，已经知道是可能的.由于应用了经过仔细研究的解析函数理论，便可 
以对与这种向量场有关联的那些问题作极深入的分析，并求出便于计算的解. 

我们来更详尽地讨论复势能的构造.为此之故，要回忆一下平面向量场的向量分 
析中的一些基本概念'我们以后将时常采用流体力学中的术语，虽说我们在下面所 
要讲的那些东西，都是属于各种不同物理特性的向量场的. 

积分 N 二 (A 9 n°)ds (3) 

J C 

叫做向量场 A 经过曲线 C 的流置，其中 (A V )表示（以后也是同样）向量场 A 中的 


* 向量分析的基本概念，我们假定是大家所已经知道的，可以参看，例如， r.M. 菲赫金哥尔茨的《微积分学 
教程》第3卷. 
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向量与曲线 C 的单位法线向量 n ° 的标量积.如果用心; 与 dy 来表示沿着 C 的微分， 


即，令 s°ds 


dx 



f 办，那么便有 



ds 


is ds 


dy 


idx y (A , n°)ds 


K dy - A 



所以 (3) 式可以写成 


N 


A a dy - A 



⑷ 



流量的面密度，即，经过封闭曲线 C 的流量对这曲线所围面积 S 的比值，当区域 S 紧 


缩趋于点 



时所取的极限值，称为向量场在点 



处的散度，或歧量 


div A = lim (A , n °) cls . 


⑸ 


众所周知， 


div A 


DA 



d_A 

d y 


⑹ 


向量场中使 div A^O 的点，称为源(有时只对 div A >0的情形才称作源;而称 


使 div A <0 的点称为汇）.如果在一个区域 D 内的每一个点处都有 


div A 





DA . 

d y 


0 , 


⑺ 


那么便说，向量场在这区域内是一个管 量场. 

在这种场内，经过任何一条封闭曲线 c ——它的内部 d 是属于上述场的——的 
流量都等于 0. 这是根据著名的奥斯特洛格拉茨基 ( OcTporpaACKHft ) 定理： 



( A , n°)ds 



div AdS 


⑻ 


推出的根据同一定理，通过流管（由两条流线 


即，在其本身的每一个点处都与场 


中的对应向量相切的曲线——所围成的区域，叫做流管）的任何一个截面的流量，都 
是相同的（图 103). 




图 103 


场的管量性条件 (7) 说明了，表达式- A y dx + A x dy 是某一个函数 〆 x ，： y ) 的微 

分，这个函数叫做 流函数 .这名称是 由于: 这函数 Au ) 的等值线，就是那些流线. 
实际上，沿着等值线有 
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dv 


A v dx + A x dy — 0, 


所以李 


dx 


A 

A 


，这就表示了，等值线的切线方向是与向量 a 的方向相同的. 


由函数 



的微分的表达式中便得 出:它 的偏导数等于 


dv 

dx 


一疋， 


dv 

3 y 


A 


⑼ 


函数的本身，可以根据它的全微分通过积分来求得(精确到可以相 
差一个常数项） 



(工，: y ) 


L 


A v dx + A x dy + const . 


( 10 ) 


z 0 


根据条件(7)，这积分在单连通区域 D 内是与积分路线无关的，因此它定岀了一 
个单值 函数; 在多阶连通区域内，这积分具有周期常量，所以它定岀一个多值函数' 

在一个管量场内，根据 (4) 式与 (10) 式，通过曲线 C 的流量，等于流函数在 C 的 
两个端点处的 增量： 


Z 1 


z 2 


N 



c 


A y dx + A x dy ^ 



dv 


v 


c 


( z 2 ) - 


( 11 ) 


这时，如果区域 D 是多阶连通的，应该取在曲线 C 上连续的那一个分支来考 
虑. 


还有，形如 


r= 


C 


(A jS°)ds = A x dx + A y dy 

^ c 


( 12 ) 


(参看公式 (4) 的导岀过程)的积分叫做沿着闭曲线 C 向量场的 环置. 


环量的面密度，即，沿曲线 C 的环量对这曲线所围面积 S 的比值，当 S 紧缩趋于 


个点 



时所取的极限值，叫做这向量场在点 z 处的旋度或涡量* ** : 


rot A 


lim 



S 



(A 9 s°)ds 


(13) 


C 


正如已经知道的， 


rot A 


SA 

dx 


dA^ 


(14) 


向量场中使 rot A ^ O 的点，叫做这向量场的涡旋点，或者简称涡点.如果在一个区域 
D 内的每一个点处都有 


* 在条件 (7) 之下,关于第41目中积分 (2) 的那些讨论,可以完全应用到积分 (10) 上来. 

** 就空间场来说，环量的密度仅给出了旋度在面积 S 的法线方向上的投影，至于旋度本身则是一个向量. 
可以认为 :在平 面场中的旋度，是一个其方向与场的平面相垂直的向量.这时， （13) 的绝对值给岀了这向量的 
模，而其符号表示这向量的序向. 
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A 


clA 


(1 y 


0 


(15) 


的话，那么便说，向量场在这区域内是一个 无旋场 ，或 者势场 .由著名的黎曼-格林公 
式 



(A , s 0 ) els 



rot AclS 


(16) 


( c 是区域 d 的边界)推 岀：沿 着任何一条封闭曲线 
的——的环量，都等于 0. 



它的内部6/是属于上述场 




使向量场是一个势场的条件（15)，说明了表达式 A s dx + A v dy 是某一个函数 
，30的微分，这个函数叫做向量场的 势函数 ，或 者势能 .这名称是由 于:从 关系式 


Kdx + A v dy 


du 


中可以得出 


A 




9 


A 



cl 


(1 y y 


(17) 


或者，完全一样， 


A 


grad 



(一个数量函数 



，对于它本身的梯度来说，就称为势能）.势函数本身，可以根据它的 


微分利用积分法来 求得: 






A x dx + A v dy + const . 


(18) 


z o 


根据条件 (15)， 这积分在单连通区域 D 内是与积分路线无关的，而在多阶连通区域 
内则具有周期常量. 

如果在区域 D 内，向量场同时既是管量场又是无旋场，这便是说，在 D 内条件 
⑺同 (15) 都满足，那么，比较⑼式与 (17) 式，我们有 



d 


3x 


3v 9 



3 




dv 

c)x ^ 


(19) 


而这便是柯西-黎曼方程.因此,我们证明了 


定理1 


在没有源与旋度的平面向量场中，流函数与势函数是共扼的调和函数 . 


特别是，由此可以得出 ：在这 样的向量场中，流线与等势线形成正交曲线族.这些 


正交曲线族的总和，有时称为场网格.复变函数 


f ( z ) 



( x , y ) + iv ( x 9 y ) 


( 20 ) 


称为向置场的复势能 ——这便是我们想要构造的那个描述向量场的解析函数/从上 
面所述可以知道，如果向量场是在多阶连通区域内的(例如，若场内有源与旋度的话， 
为了要使我们的函数能够构成，就必须把它们从区域中去掉），那么，复势能也可能是 
个多值函数. 

所有那些表征向量场的基本量，都可以借助复势能来表达.例如，根据(17)、(19) 
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以及第5目中的解析函数导数公式，可以得出场内的向量 


A 


3 u 

dx 




d 





d 




. dv 
1 dx 


TU ) 


( 21 ) 


由此还可以顺便得出，复势能的导数总是单值的. 


此外，我们有 


f ( z)dz = (A 


iA v ){dx + idy ) ， 


因此， (4) 式与 (12) 式可以改写成 


N 


Im 


c 


f ( z ) dz ， 


r = Re 



c 


f ( z)dz 


( 22 ) 


把这两个式子联合起来，便得到 


r+iN 



c 


f { z ) dz . 


(23) 


我们来举几个最简单的平面向量场的 例子: 


⑴源 


设在向量场内只有 


个点源，位于坐标原点处，没有涡点 


由于对称 


的缘故，显然，场内的向量具有形式 


A 


< p ( r ) r ° , 


(24) 


其中 



d ，是从坐标原点到点的距离，/ 


击，是从原点指向点 z 的单位向量. 


通过任何一个圆心在原点的圆周 I z I 




r 


的向量的流量等于 


N 



(A y r°)ds 


Izl 


< p ( r ) % 2 nr . 


这流量不应当与半径有关，因为，把奥斯特洛格拉茨基公式 (8) 应用到环形 



< 


I z | < r 2 上，由 于其中 没有源，因此 div A 


0 ,我们得出 



Izl 


囑 

(A , r°)ds ~ 

% 


(A jr°)ds 


izi 



div AdS = 0 


r. < I z I < r 


由此可以推知量 iV 是一个常量，也就是说 


< p ( r ) 


N 

2兀厂 • 


(25) 


数 JV 叫做 源强度 .把这值代入 (24) 式中，便得岀场内的向量 


A 


N 

2 nr 



N z 

2tC I 2 ： 


N^l 

2tc z 


(26) 


按照 (21) 式，我们可以得出复势能的导数 


/( z ) 


]±1 

2k z 


于是便可以求出复势能本身 


来 这样的向量场必须想像为一个空间场，是由均勻地分布在于原点处与 z 平面相垂直的那条直线上的源 
的作用而发生的.在例题 2-4 中也类似. 
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N 


f (z) — 2 ^;Ln z + c. 

再把实数部分与虚数部分分开，便得岀势函数与流函数 


u 


N _ 

2k 


In 


z 



N 


v 


2^Arg z + c 2 


在图 104 中（以及后面的图），实线表示流线，而虚线表示等势线 


(27) 

(28) 
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(4) 偶极子 我们考虑由一个源与一个汇所组成的系统，这源与汇的强度等 


于土 N ， 分别位于点 


之1 


~ h, z 2 


0处（图 107). 


这系统的复势能，可以由把源与汇的复势能相加 


而求得 


fh(^) 


N Ln (z h ) — i^-Ln 


2k 


2n 



(33) 


(我们使用了公式 (27) 以及当源不在坐标原点处 
B 寸这公式的明显推广.常数项我们没有计算在 
内）. 


现在来考虑，当 h —0 并且同时 iV 



使得 


Nh 


P 时，由我们这系统中所得到的那个极限形 
式——这叫做具有矩的 偶极子 （图 108) .偶极子 
的向量场的复势能，可以由 (33) 式中取 / i - O 时的极限值而得岀 



图 106 



Z 


lim 

A— 0 


Nh Ln ( z + k ) - Ln 

2k h 



p d 


2ndz 


Ln 



P 


2kz 


(34) 



图 107 



图 108 


在图 108 中我们画岀了流线与等势线-这是曲线 Im w q 与 Re w = c 2 在映射 


vu = ^ ^的逆映射下的像， Bfl ，与坐标轴相切的一些圆周. 

(5) 单源层 我们假设那些源是排列在具有线密度为 〆 ？)的一条曲线 C 上' 
令 r 二 IC - zl ， 按照公式(28)，可以得出放置在点^处的单元源 〆 ？)心的势能，其 

形式为再求积分，便得到了 单源层的势能 


* 在空间中，对应于这向量场的，是具有准线 C 而且其母线垂直于 Z 平面的一个柱面的向量场.在每一条 
母线上，柱面所带的源的面密度是个常数 . 在 (6) 中也类似 . 
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U \ Z 


2 tt 


〆 C)l n 



(35) 


(6) 双源层 


我们假定，除了带着密度为 〆 ？)的源的那条曲线 C 之外，还有一 


条曲线是由在 C 的所有法线上，向确定的一边离开一小段固定长度/ I 而得到 
的.设在曲线(^上源的分布密度 是:在 它的长度单元 c // 上，其所配置的源的量是 
p ’ ds ’ 二 - pels (这个等式的右端与左端，分别是在一对互相对应的点^与 f 处取的单 


元源，参看图 109) .当 /I 


0并且 〆 


oo 


以致 / l 〆 （) 


〆 ？)时，从我们这系统中 


所得到的极限形式，叫做具有矩密度 P 的双 源层. 

我们来求双源层的势能.当把 h 关0 固定时，按照公 
式 (35) 可以求得 


+ 


U h \z 


2tT 」 r 


pin rds 



2 tc 



c ： 


p\n r ds' y 



其中 〆 




^ ^ I . 对于很小的 / i ，把较 / i 高阶的无穷小 


+ 


c 


+ 


略去，我们有 


C 


+ 


+ 


+ 


+ 



’ = r — h 


Dr 

’ 


图 109 


cl 


其中 6 是按照在与 ( T 相反的那一面的 C 的法线方向的导数.由此有 


In 〆 




In r + lnl 1 — 


h d 



r 







再考虑到 〆 也 


冲，我们得到 


U h 


U ) 




2 tc 



c 


hp(0 


d _ 

dn 


In rds 


在这式中取 & 


0 时的极限值，便得出双源层的 势能: 


u ( z ) 


2 tc 



c 




d _ 

dn 


In rds ， 


(36) 


其中法线是就那条带有密度为 



p 的源的曲线的一面来取的(参看图 109). 


最后，我们要证明 :任何 一个调和函数都可以看作是某一个平面场的势能.为了 
简单起见，我们只就由一条封闭曲线 C 所围成的单连通区域的情形来讨论，尽管这 
个结论在一般情形下也仍是正确的.设已知一个在这种区域 D 内的调和函数 w ( z )， 
我们构成与它共轭的那个函数 rU )， 再应用第14目中的柯西积分 公式+ 于函数 


fiz ) 


u ( z ) + iv ( z ) ： 


f ( z ) 


2 m 



c 


mi 


dK 


令 


z 


re 々 ，固定 z 不变，就 （ 求导数，我们得到 


来 


在必要时，我们将稍微离开区域 D 的边界，以使柯西公式可以 应用. 
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z 


dln (^~ z ) 




din r + idcp . 


把这代入柯西公式中，并区分岀实数部分，便有 



U ) 


2tc 


u{^)dcp 




2k 


v ( ^) d\n r . 


(37) 



在曲线 C 上， 


d - fds . 根据柯西 


黎曼条件，对于那个在 C 上解析的函数 ln (?- 


z )， 可以写成关系式# 


ds 


(37) 式中的第一个积分 


磬，其 < 表示沿着。的内法线来求导数.所以， 



U ) 


2k 





(?)^-ln rds 


乃是一个双源层的势能，这个双源层的矩密度为 



(?)• 


设 



(?) 有连续导数，按照分部积分法积出 (37) 式的第二项中的积分，我们得到 


u 2 ( z )= - 


2tc 



dv 

ds 


In rds 


(在积分号外面的那一项，由于 C 是一条封闭曲线，所以等于 0) ，因此，它乃是一个密 
度为 - 的单源层的势能.这样便证 明了： 

定理2每一个在单连通区域 D 内调和的函数 aU )， 都可以被表示成分布在 D 
的边界上的一个单源层与一个双源层的势能的和. 

如果区域 D 是多阶连通的，那么在这些相加的项之中，还必须再添上位于边界 
弧的端点或者边界的孤立点处的那些源的势能（比照 & U ) 的表达式的导出过程). 

47. 物理观念 在本目中我们将考虑对平面向量场的各种物理学上的解释. 


(1) 流体的流速场 


设向量场中的向量 V 代表不可压缩的理想流体在稳定平 


面流中的粒子的速度.速度向量的流量 


N 



( V y n°)ds 


( 1 ) 


C 


显然就表示在单位时间内经过曲线 C 的流体的量.环量 


r= ( V , s °) ds = v s ds (2) 

J c - c 

表示沿封闭曲线 C 的速度向量 V 切向组成成分的积分.源与涡点，可以分别解释 

为这样的一些 点:在 它们的邻域内，沿着一条围有这种点的封闭曲线，流量与环量是 
异于零的(更确切地说，是这样的一 些点: 在这些点处，流量与环量的密度，即， div 与 
rot 分别是不等于零的）.如果在某一个区域 D 内没有源与涡点，那么，在这区域内便 
可以构成一个解析函数 f ( z ) = u ( z ) + iv ( z ) ——场的复势能——使得 

V = JU )^ (3) 

反过来讲，任何一个在区域 D 内解析的函数，也都可以被解释为某一个不可压缩的 
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理想流体的没有源与涡点的平面流的复势能. 

我们来考虑解析函数的简单奇点的在流体力学上的解释.由上一目中的例题3 
可以看到，设在一个对数支点 a 的邻域内， / U ) 的形状是 

f ( z ) 二 cLn(z ~ a ) + g ( z ) , 

其中 gU ) 是一个正则函数，我们可以把这个点 a 解释为一个强度为 N - /r = 2; rc •的 
涡旋源.把上一目中的例题4稍加推广，我们便看到 :若点 a 是 /( z ) 的一个一阶极 
点，具有留数 c m ，在它的邻域内 


二 C — 1 + g { z ) , 
z — a 

那么便可以把点 a 解释为由位于点 z x = a~h 及点二 a 处的两个强度为 ±( N ~ 
/r) 的涡旋源合并而成的偶极子，这时 

c-I — lim (N — ir)h . 

Z7T /i—0 

高阶的极点可以用完全同样的方式来解释.我们来考虑位于点 z ^ a - h 与点 


^ = a 处而具有矩 T 2 ;r $的两个偶极子.当 / i ^ O 时由这系统所得到的那个极限形 
式，叫做具有矩 2; rc _ 2 的电 四极子 .电四极子的向量场的复势能等于 



因此 ，一 个在其邻域内 



的二阶极点，可以解释为一个偶极子与一个电四极子的总和，它们所具有的矩，依赖 


于系数(:^与(:_ 2 . 


一 般地讲，函数 / U ) 的 n 阶极点，可以解释为2,4, …， 2^7阶电多极子的总和， 
这些电多极子所具有的矩，依赖于由 /( 幻在这个极点的邻域内的展开式的主要部分 
中各项的系数.这里的所谓 2 A 阶电多极子，我们理解为由两个位于点 z^a — hR 


z 2 = a 处而具有矩± ^的 2 k ~2 阶电多极子所组成的系统，当 h ^ O 时所取的极 
限形式 (2 阶电多极子就是偶极子）. 

那些使复势能的导数在其处变成零的多重点，是流线与等势能线的支点（见第 
41目中的定理8,在现在的情形中，定理内的 w > l ) .这样的点叫 做流的临界点 .在这 
些点处流速度等于零. 

最后我们举 C . A . 恰普雷金的对于计算作用在平面平行流中的柱形物体上的浮 
力向量的著名公式的推导作为例子. 

我们来考虑具有不变速度 - 的飞机的机翼的运动.在飞机的速度不接近音 
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速时，可以把空气看作不可压缩的理想流体，并且环绕机翼的旋涡状态可以略去不 
计.除此之外，我们并把机翼的形状表示成其母线与速度向量垂直的无穷长柱面.于 
是，空气的粒子速度场是与一个平面平行的，所以便可以只就任何一个垂直于这柱面 
母线的截面中的平面场来研究.最后，为了方便起见，我们想像机翼固定不动，而冲击 
在机翼上面的空气则具有在无穷远处不变的速度 Voo (图 110). 在稳定的无涡流中， 

压力的大小由著名的伯努利-欧拉公式+来 确定： 




其中 A 是某一个常数，^是密度 , v =| v |, 是流速的大小 
(我们略去重力的影响）.利用这个公式，我们就可以计算 
出作用在机翼截面的周界 c 上的全部的力（浮力）.由于 
作用在 c 上的压力是沿着法线向内的，所以，作用在周界 
C 的单元上的力(按向量)等于 

pid ^ — Aid: - ♦ V 2 id 〈 ， 



作用在 C 上的全部的力，等于 pid ^ 的向量和，即， 


P = X + iY - pid ^ 二 

J c 



(5) 


图110 


(常数项的沿封闭路线的积分等于 0) .由于气流是绕着 C 流的，所以在 C 上的那些 
点处，气流速度的方向是沿切线的方向 

y— = ^ t<p > 

其中 p = arg 由此可得速度的数值 

V = TU ) e - i(p , 

所以公式 (5) 具有形状 


P — # [ \fW\ 2 e~ 2l<p d^ f (7T?)} 2 ^, 

z J c z J c 

其中 e _ 2 々卜 n 成 I 二忑.把式中的那些量换成共轭的量，我们便得到了与浮力 
向量复共轭的那个向量 


z J c 

这就是经典的 C . A . 恰普雷金公式 (1910). 

(2) 热场我们知道，在没有热源的平面热场**内，温度满足微分方程 

du _ 2 / a 2 U 3 2 U \ 

a \dx 2 dy 2 J ^ 


( 6 ) 


(7) 


见 H. E. Ko ^ ihh , H . A. KH 6 ejib 和 H. B. po 3 e [6] ，卷 

钱 这平面场在空间中对应着一个平行于平面的场，在每一个平行于巧平面的平面内，场中温度的分布都 
是同样的. 
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其中/是时间，？是某一个常系数.如果只限于考虑稳定状况的话，那么温度与时间 
无关，我们就得到拉普拉斯方程 


cl 


U 





( l 2 


u 


(1 y 


0, 


⑻ 


，: y )， 叫做热流函数 ，解 


也就是温度是一个调和函数.与它共轭的那个调和函数 W ： r ，： y )， 叫做热 流函数 ，解 
析函数 

f(z) = u(xjy) + iv(x,y) 

称为 复势能 .我们来说明的物理意义. 

在热传导的理论 中有: 单位时间内流过长度单元也的热量 ，与士 以及温度的法 

线方向导数#成正比，即，这热量等于 

on 


一 k 


cl 


u 


c)n 



— ^grad u y n°)ds 




(Qjn°)cls. 


⑼ 


在这里々是内部的热传导系数，式中取 
的•向量 


”号是为了热量是从高温度流向低温度 


Q 


- ^grad u 


( 10 ) 


叫做热 流向量 .由 (9) 式可以看出，向量 (2 的经过曲线 C 的流量，就表示在单位时间 
内流过 C 的热量. 

根据梯度的性质，在向量场的每一个点处，热流向量 (2 的方向都是沿着通过这 
个点的曲线 


U 


x ,y) = const 


(等温线)的法线方向的.可是，这方向显然就是函数 i ；( x ，： y ) 的等值线的切线方向， 
所以，曲线 


V 




const 


是 G 的向量线(即，“热量流动”所沿的曲线）.并且，由公式 （10) 与柯西 
我们有 


黎曼方程， 


Q 


—k 


U 


cl 





1 


oy ox 


因此，在热流从左向右通过任意一条曲线(沿这条线运动），就有 


n° ds — — id^ 


dy — idx , 


从而，热流的流量等于 


c 


(Q ， n 0 )ds = - k 


c 


c ) v , 

y/y 



dy 



— k 



dv 


c 


k\v{z { ) - v{z 2 )\ 


(11) 


(我们把々看作 常数; q 与是曲线 C 的端点）. 


我们还指出通过复势能 /( 


2： 


^( u ) + b ( u ) 的向量2的一个表达式 
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( 12 ) 


因此，在流体的流速场同热场之间，有着完全的类似性.其区别仅 在于: 在流速场 
的情形，复势能的两个成分都可能是多值函数，而在热场的情形，复势能的实数部 
分——温度——总是单值的(我们不考虑公式中那些非实质性的差异）. 

作为一个例子，我们来考虑由位于点± a 处而具有强度± g 的一个热源与一个 
热沟所组成的系统(图 111). 这系统的复势能等于 


f ( z ) 


~ l . n(z — 


2tc 


a 


一 q 


2tc 


Ln ( 2 ： 



a 


Q 


2tt 


Ln 




a 


z + a 


(13) 


等温线 ^ 二 const 是以士 a 为其对称点的那些圆周（圆周 I w I 二 const 在分式线 

z + a 


性映射 Sf 下的原像)，在图 HI 中用虚线表示.热流的流线 arg 3二 const 


是通 过点土 a 的那些圆周(射线 arg w = const 在映射下的原像），在图 111 

2：十 a 

中用实线表示.通过仅围有一个点 a 的任何一条封闭曲线的热流流量等于+ 通过 
仅围有点 - a 的任何一条封闭曲线的热流流量等于_ g ，通过围有± a 两点的封闭曲 
线的热流流量等于0 . 要证实这结论，简单的办法是跟踪函数 


汐（之） 


Arg ( z ~ a ) — Arg ( 2 ： + 


a 


的某一个分支的变化，来应用公式 ( 11 ). 

在处于加热到固定温度〃=^与的两个圆周之间的偏心环内，就发生那 

样的热场，所说的这两个圆周是我们热场中的两条等值线(在图 in 中用粗线来区别 
岀）.空间内，这热场对应着在由具有平行的轴的两个柱面所构成的管形中的一个热 
场.由对应的边值问题的解的唯一性(第48目），推出可以用固体的管壁来代替 u 的 
等值线(或，完全一样，来代替流体速度场中的流线)——这便是所谓凝固原理. 



图111 
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(3) 静电场 所谓静电场，是指一个区域，在这区域内的每一个点处都联系着一 
个场强向量 

E 二 E x + iE y ， 

即，作用在位于这个点处的单位电荷上的力的向量.我们考虑平面静电场，它们是对 
应于那些平行于一个平面的空间静电场的.从静电学中知道，经过任意一条闭曲线 C 
的场强向量的流量等于 


N 


( E ， n 0 )ds 


4?re ， 


(14) 


其中 e 是位于闭曲线 C 的内部的总电荷.因此，在任何一个点^处 


div E 





clK 




(15) 


其中 P 是电荷在这个点 z 处的面密度，而 S 是曲线 C 所围的面积.线积分 


A 


(E j s°)ds 



Eds 


(16) 




显然是表示静电场的力沿着路线 C 所作的功.向量 E 的沿着任何一条封闭路线的 
环量都等于0,因为静电场的维持并不需要耗费能量.事实上，假如沿着某一条封闭 
路线 C 的环量不等于0,那么，朝一定的方向绕行这路线无限多次，我们便会得到一 
个无限的能源(永动机)了.由此可知，在静电场内的任何一个点处都有 


rot E 二 






d y 


= 0. 


因此，静电场总是一个势场，这就是说，有一个单值函数^ ( X ，3； ) 
电势——存在，使得 


(17) 

静电场的 


— 


dv 

c)x 



(18) 


如果在区域 D 内没有电荷，那么在 D 内便处处有 div E -0. 由此可以 推岀： 有一个 

力函数 


u(x ^ y ) — — Ejdx + Ejiy + const (19) 

J L 
z (\ 

存在(这函数在单连通区域内总是单值的，在多阶连通区域内则也许可以是个多值函 
数).同前面一样，容易 证实: 函数 〆 x ， W 的任何一条等值线，都在每一个点处与场 
中的对应向量相切，即，都是场中的一条向量曲线，换句话讲，都是场中的一条电场 
线. 

比较公式 (18) 与(19)，我们便看到，函数 奴: r ，30 与满足柯西-黎曼条 
件，这就是说，它们是一对互相共轭的调和函数，而函数 

f ( z ) = u(x , y ) + iv(x , y ) 
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是一个解析函数 ./ U ) 叫做静电场的 复电势 '场强向量可以用复电势来表达 

-裝 - (20) 

因之，所有那些表征静电场的量也都可以用复电势来表达.例如，位于封闭路线 C 的 
内部的总电荷等于 


e = A ~ f ’（ z ) dz . (21) 

J C 

因此，我们看到，静电场也同流体的流速场完全类似——这两种向量场之间的区 
别(不考虑公式中那些非实质性的差异)仅是 :在流 速场的情形，复势能的两个组成部 
分都可能是多值的，而在静电场的情形，复电势的实数部分却总是单值的. 

我们举一个简单的例 子考虑 由一个位于坐标原点处而其量为 e 的点电 
荷所产生的平面静电场.它在空间内所对应的，是在点 z = 0 处垂直于 z 平面的一条 
无限直线 L 的静电场， L 上带着具有不变线密度的电荷 e (图 112) .我们来计算在点 
z = x + iy 处的静电场强度£ - E x + iE y ,即，作用在置于这个点处的单位电荷上的 

那个力.为此，我们在 L 上引入坐标/ I ——从点2 = 0量起的长度，并且注意到，由位 
于高度 A 处的电荷 d / i 斯产生的单元场强，在数量上等于 


dE 


— dh 



图112 


其中 r 二 U | 由于向量五在 z 平面内，所以它的数量等于所有的单元场 

强处:在这平面上的投影的和，即， 


E 


cos 


t \ dE \ 



cos 




n 


r 2 + h 2 


dh 




cos 


dt 


2 e 





其中 t 是從与 z 平面所成的角， 


h 


rtan t , 


dh 


rdt 


r 2 ^h 2 


dt 


cos 


r 


* 我们是按照电工学文献中所采用的那样来引入复电势的，显然，它与流体力学中所采用的复势能相差一 
个因子 
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(图 112) .因此，在点电荷的平面静电场内，场强的大小是与点之间的距离成反比的， 
而不像在空间静电场内那样与距离的平方成反比. 

考虑向量 E 的方向，我们得到 

( 22 ) 

由此可以看到，我们的静电场与一个具有强度 N = 4rce 的源的平面场完全相同(与上 
一 目的例1相比较.注意，公式 (22) 可以完全像在上一目例1中那样地来导出）.场的 
复电势可以按照公式 (20) 来求出 

f ( z )= — i Edz + c = 2 ^zLn — + c . (23) 

(4) 电流的磁场 我们只限于讨论线电流组 A 的磁场.根据电工学中的已知定 
律，直线电流 J 在与它的距离等于 r 处的场强向量 H ， 是位于与电流垂直的平面内 

的，其数量等于^，其方向是沿着连接场中的点与电流线的最短线段的法线方向的， 

r 

至于朝着法线的那一端则用右手螺旋定则来确定.因此，在对应的平面场中，这向量 
就等于 






(24) 


这样的磁场中的复磁势，是函数 

FU ) 二 U + iV = 2 Ilnz + c 9 (25) 

其中 U 是磁场的力函数， V 是磁势， c 是任意常数. 

由 w 个分别与^平面相交于点 A 的线电流 A U 二1，2，…， 〃) 所构成的电流组的 

场强向量与复磁势，可以由表达式 (24) 与 (25) 相加而得到，分别等于 


H = - ， F ( z )= 2 I k ln ( z - z k ) + c . (26) 

k^\ Z Z k k = l 

比较公式 (25) 与 (23)， 我们便可以得出结论说 ：由交 z 平面于点 q 处的一些线 

电荷所产生的电场中的电场线与等电势线所构成的网格，与在同样那些点^处与 z 

平面相交的一些线电流的磁场中磁感线与等磁势线所构成的网格是完全相同的.在 
这时仅是磁感线与等磁势线互相交换了地位. 

作为一个例子，我们来看由交 z 平面于点± a 处的两个方向相同而且强弱相等 
的线电流所产生的磁场.这磁场的复磁势等于 

F ( z ) = Iln ( z 2 ~ a 2 ), (27) 

磁感线由方程 

\ z — a \ | z + a | = const (28) 

来确定，这表示了它们是一些所谓双纽线 ( 双纽线是那些与两个已知点——焦点—— 
的距离的乘积是一个常数的点的几何轨迹，见图 113). 
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48.边值问题 我们已经在上一目中看到，要 
研究平面向量场，只需知道它的复势能便够了.实 
用上的问题，通常可以归结到根据在这个场的边界 
上的一些已知条件(它们是由所给问题的本身物理 
条件来给岀的)来确定这个场的复势能，或者，按照 
一般 的说法，归结到解给定的边 值或边界问题.这 
时，如果问题已经在物理学上正确设置了，那么，所 

给的条件便应当能够完全确定一个向量场，也就是 
说，复势能应当在可以相差一个常数项的范围内完 
全被确定.在这里，我们将举几个设置平面场理论 
的边值问题的最简单的例子，并且，为了确定起见， 

将使用流体力学中的术语.在例题中，我们也将考虑这些问题的解的其他解释.我们 
先从绕流上的三个问题开始. 

(1) 闭曲线外部中的流体 我们假定，在向量场的区域 D 的内部含有无穷远 
点，区域 D 是由一条封闭曲线 C ——浸没在流体内的一个物体的边界线——所围成 
的 ( D 是封闭曲线 C 的外部）.设这物体以不变的速度 - Voo 向前运动，或者，完全一 

样，设物体固定不动而流体则以速度 Voo 向物体冲击.这时复势能的导数——与流体 

瑋度在复数意义上共轭的那个函数(见上一目中的 (3) 式)——应当是一个在无穷远 
处正则的在区域 D 内的单值解析函数.因此它在无穷远点的邻域内的洛朗展开式有 
形状 



宇二/⑴二 L +& + # + •"• (1) 

dz z z 

于是从第46目中的公式 (23) 可以得出 

c-I *2m — T + iN , 

这里的 r 与 n 是沿着任何一条包围 c 的闭周线的环量与流量.但由于流体是绕着 c 
流的，并且在 D 内没有源，所以 iV = 0 .于是，对 (1) 求积分，我们便得出下面的复势能 
在无穷远点的邻域内的展开式 


W 




f(z)— Voo 2 + C + 


r 

2m 


In 2 ：— 



— 2 




⑵ 



其中 c 是一个任意常数 .环量 r 的大小应当是已知的 ——完全绕流问题的第一个边 
界条件就在于此.这个条件的物理意义我们将在下面说明(见第49目中的例 (2) 与例 
(3)) .第二个边界条件是关于界线 C 的:根 据绕流的条件，在周线 C 的任何一点处， 
流体速度的方向都应当是沿着 C 的切线方向的.换句话说 ，周线 C 应当是流线中的 
一条 ，即，在周线 C 上应当满足条件 

v(x y y ) = const . (3) 

我们要 证明： 当在无穷远处的速度 Voo 与环量 r 都已经给出时，这问题的解是唯 
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一的.设 AU ) 与 / 2 U ) 是对应于问题的两个解的复势能，又 

显然，函数 / U ) 在 D 内各处，包括无穷远点在内，都是单值而且解析的.它的虚数部 
分 pU ) 在 C 上是个常数，在 D 内（包括无穷远点在内）处处都是个调和函数.按照 
狄利克雷问题的解的唯一性定理，应当有 

幻 （ 之 ） 三 const ， 

而因之， f(z) = const. 

所以，我们的这两个复势能仅相差一个常数项，不影响速度的分布. 

我们还要指岀 ，在 r=o 时的无环量的绕流的情形下，复势能 

zv = f(z) 

实施一个把区域 D 映到某一段平行于 W 轴的线段的外部上去的双向单值映射.事实 

上，从 / U ) 在无穷远点的邻域内的展开式 

_ ^ 

f/UXz + c - 十… 

中可以 看岀 : /U ) 的展开式的主要部分具有形式 Poo 所以，函数 W = /( 幻实施在 
Z 平面与 w 平面的无穷远点的邻域之间的一个双向单值映射(这也可以由存在着 

Voo^O 

而推知）.因为 / U ) 在区域 D 内有一个一阶极点(在无穷远点处），所以，根据辐角原 
理(第23目），对于足够大的 a 有 

i_ ，、— 1 「 f (z)dz _ n 

1 ~ n{a) = 2^\ c f(z)-a~° 9 

其中 rzU ) 是 /( z ) 在区域 D 内的 a 值点的个数，曲线 C 是按照逆时针的方向来通 
过的.但是 rz ( a ) 是点 a 的只取整数值的连续函数，所以，对于函数 / U ) 在周线 C 上 
所不取的所有的值 a 来说，它是常量，且 

1 — n(a) — 0. 

由此可见 / U ) 在区域 D 内取了，并且只是一次取了它在界线 C 上没有取的值.界 
线 C 在映射 w = / U ) 下的像是一段平行于 M 轴的直线段这事实，可以从边界条件 
(3) 中得出.结论得证. 

这问题可以推广到绕一组界线的绕流(复翼飞机）的情形中去.那时除掉在无穷 
远处的速度之外，还必须给出当绕行每一条界线时的环量的值. 

(2) 在曲线带形内的流体 设已给定两条曲线 C Q 与 Q ，它们只以它们在点 == 

oo 处的端点为公共点，并设 D 是包含在这两条曲线之间的区域.要求在区域 D 内建 
立绕着 C 。 与 Q 流的无涡流体，使其具有已知的通量 N ， 即，速度 V 通过任意一条连 

接曲线(^与仏的曲线 y 的流量. 

设 W = / U ) 是所求的向量场的复势能.流体绕着 Q 与 Q 流这个条件可以归结 
为: 在这两条曲线上函数 Wx ，3；) = Im / U ) 应当取某两个常数值， 例如： 
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，: y ) 


幻0 



I ^ 


在 c 0 上， 
在（二上. 


⑷ 


按照第46目中的公式（11)，通量 


N 



( V y n°)ds 



幻 0 


⑸ 


7 


因此，差 



%是已知的.由于 /( 幻仅 是在可以相差一个常数项的程度内被确定 


的，所以，我们总可以取叫 


0 , v 


N . 


如果对 / u ) 在无穷远处的性状不加以补充的限制，这问题仍是不确定的.事实 
上，例如考虑带形 0<^< N ，其中 JV 是已知的通量，那时函数 


/"， 


TCHZ 



z + Xe 1 ^ 


满足上面所提的一切条件，因为对于任何的整数 



与实数 A ，它的虚数部分 


3 ； + Xe ^ sin ^ 

h ^ iV . 所以我们需要再补充假定：1)曲线 C Q 与 
时，带形 D 的宽度、曲线 C u 与 Ci 的曲率以及这两 


在带形的边界上取常数值 叫 =0，％ = iV . 所以我们需要再补充假定：1)曲线 C Q 与 

C , 都具有光滑的 曲率; 2 ) 当〜时，带形 D 的宽度、曲线 C u 与 Ci 的曲率以及这两 

个曲率的导数，都保持为有 界的; 3) 只考虑 在无穷远处具有有界速度的流体. 

我们来 证明: 在这些假设下当通量 iV 已给出时，在区域 D 内仅有唯一的绕 C Q 与 

流的无涡流体存在.事实上，设 /( 幻是任何一个满足问题中条件的流体的复势 


能，而 z 

且 〆 土 






土 


) 是实施把带形 0 <I 
: °°* .显然，函数 

F ( vu ) - 




< N 映到区域 D 上去的共形映射的函数，并 


f [ cp { u ))} 


U+iV 


( 6 ) 


就是在带形 0< v < N 内的一个绕着直线 




0 与 


V 


N 流的而且具有已知通量 JV 


的流体的复势能.根据所给流体在无穷远处的速度是有界的这个条件，以及在第29 


目中在共形映射下的有关边界对应的定理1 .导数广( 



f ( z ) cp '( 



)在无穷远 


处也是保持有界的.我们来考虑在带形 0< P < JV 内的调和函数 


DV 

du 




Im F ’（ w ) •显 


然，它在这带形的边界上等于0，而在封闭带形 0« N 内是有界的.根据广义最大 


最小值原理(第42目中的定理 5) ，可以得 岀：在 带形内处处有 


DV 

3 U 


0 ,而这意味着 






是“个实数的常数.由此得岀 F ( w ) = aw (我们舍去那个非本质的常数 


项），又由于函数 V ( w ) 


av 应当是在直线 



0 上等于0而在直线 



N 上等于 N 


的，所以 



^1，结果得出 F ( zv ) 



.于是从公式 (6) 我们得到 f [ cp ( w )] 


ZV 


，即， 


/ U ) 应当是 W 



) 的反函数.问题的解的唯一性已经证明了. 


来点 


是区域 D 的边界的二重点，我们把这两个点中的一个记作- 


，另一个记作 + OC .这时我们只 


关心一件事情•.从绕行区域 D 的边界来看,要使得这两个点是像在水平的长方形带形中那样地放置着的. 
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同时也就证 明了: 所求的 复势能 w = 实施一个把区域 D 映到带形 0< r < 

JV 上去的双向单值的共形映射，并且具有对于无穷远点的对应 关系： /( ± oo ) = 

it 00 • 

(3) 在曲线半平面内的流体 设已经给定了一条没有自己相交的点的曲线 C ， 
它包含无穷远点，并且在复变量球面上是封闭的.让我们用 D 来表示由曲线 C 所围 
成的那两个区域中的一个.现在要求在区域 D 内，建立一个绕曲线 C 流而且具有数 
量已知的无穷远处速度 I Voo | 的流体. 

如果再补充 假定: 在所有的点处，包括无穷远点在内，曲线 C 都具有连续可微的 
曲率，并且只考虑具有有界速度的流体，那么，解的唯一性便可以完全照上一个问题 
中那样地来证明（只需把带形换成半平面就行）. 

所求的 复势能 w = /( z ) 实施一个在条件 

/( oo) = oo, |/(oo)| | 

下把区域 D 映到上半平面上去的共形映射. 

作为一个例子，我们来说明当考虑静电场时，在问题 (1) - (3) 中所必须作的一些 
变形.在处处用术语“所绕流的界线”的地方，都要用术语“导体”(说得更精确一点， 
“垂直于 Z 平面的导体柱面的截痕”)来代替，“速度”用“场强”来代替，“流函数”用 
“电势”来代替，“势函数”用“力函数”来代替，“通量”用“电势差”来代替，等等.在问题 
(1) 中，给出环量 r 要用给出总电荷 



(见第47目中的 (21) 式)来代替，因此，在公式 （1) 中-2 d ，并且公式 (2) 中带 


着对数的那一项具有形式 2 efLnl (参 看第47目中的 (23) 式）. 

Z 

最后，我们来举两个稍为复杂一点的边值问题的例 
子. 

(4) 碰撞问题 这类问题的重要部分可以用下述 
图形来包括.在容器 A 内有静止的或流动着的流体，流 
体中浮着一些固体执 U 二 1，2,…， n ) (图114”•在 

时间£=0的瞬时 ，一 些冲击力作用到这些物体上，使得 



物体坟瞬间得到一个速度增量(碰撞）.现在要想 
求岀速度场以及在紧接着碰撞后的那一瞬时，流体 


中冲击压力 P ( l ) 的分布. 


我们转到问题的数学提法上来，并且，为简单起见，只限于讨论在碰撞之前流体 


* 当然，我们假 定:容 器与浮着的物体都是呈柱面的形状，流体的运动是平行于一个平面的.在图114中表 
示了垂直于柱面母线的一个截面. 
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是静止的那种情形.我们知道，如果没有很大的冲击力，碰撞之后的运动便形成一个 

势场，并且，在紧接着碰撞后的那一瞬时，速度的势函数 M ( x ，3；) 满足条件 

pu = P U \ (7) 

其中 p 是流体的密度， P G ) 是流体中的冲击压力.我们把流体所占的区域记作 D ，把 
它的边界记作 C . 曲线 C 是由下述那些弧所组成 的:弧 C 0 表示容器的内壁，弧 Q 表 


示物体尽的表面，以及弧表示在相继的两段弧 Q 与 Q + ,之间的那一段流体的自 

由面(图 114) .对于速度的势函数 以 1，30,我们有下列的边界 条件： 

1) 沿着容器的内壁 C 。 有 





因为，从绕流的条件我们有 




，: y) 


const ， 


于是由对于方向写出的柯西-黎曼条件，我们便得到 


( 8 ) 


c)u 


^7 



2) 沿着流体与物体接触面的弧 Q 有 




(9) 


其中 / i ° 是 Q 的内法线的单位向量.这时我们认为不发生流体落在容器内壁外面的 

现象(空隙现象），式 (9) 可以由在〃（: rj ) 的梯度 grad m = 与其沿一方向的导数 
之间的已知关系而得到.物体执的冲击速度看作已知的，所以在 (9) 式右端中的函数 

是已知的. 

3) 沿着弧 ( S 卩，沿着流体的自由表面)有 

u ( x , y )=0, (10) 

因为，在自由表面上压力已经终止了，所以 P G ) =0, 于是 (10) 式便可以从 (7) 得岀. 

在区域 D 内求岀了 之后，我们便得到了速度 V-grad W 的分布，并且 

可以按照公式 (7) 来确定压力. 

这个边值问题是调和函数理论中 的混合边值问 题的一个特例，这种问题的研究 
与求解我们将在第55目中陈述 .（ 也可参阅第49目中的例 9). 

(5) 带有流股障碍的绕流 所谓带有流股障碍的绕流，是在这流动中，流线中一 
条从无穷远处向所绕物体的某一个点 B 行进，在这个点 B 处这流线被分成两支，每 
一支都沿着所绕物体的外壁行进，以到某两个点(^与0 2 处，然后再离开这物体的外 

壁，重新流向无穷远(见图 115) .这时我们假定，自由流股与 C 2 A 2 把运动地带 
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I 同静止地带 n 区分开，使得沿着这两支流股发生了速度的间断'我们假设在地带 
工内运动形成一个势场，在静止地带 n 内速度处处等于0,因此，压力是个常量(参看 
第47目中的伯努利-欧拉公式(4))，流股 QAi 与 C 2 A 2 可以看作是流体的自由边 

界.我们达到下述的边值 问题： 

1) 在物体外壁的这一段(它的长度是未知的)上有绕流，这就是说，在这 

一段上 

v{x 9 y ) — const ; (11) 

2) 在自由流股 QAi 与 C 2 A 2 (它们的形状是未知的）上，速度的大小是个常 



这可以根据伯努利-欧拉公式，从静止地带的压力是个常量这性质而得岀. 

解这个边值问题的方法，我们将在第65目中进行. 

在下面的叙述中，我们还不止一次地遇到各种类型的边值问题. 

49. 例题.应用 

(1) 茹科夫斯基公式 在第47目中，我们已经得出了关于被绕流的截面的浮力 
的 C . A . 恰普雷金公式 

P = X-iY = ^ [ [f(z)] 2 dz. ( 1 ) 

^ J G 

考虑到在上一目中所得出的，在封闭曲线的绕流问题中，复势能的导数在无穷远处的 


C ：： 


/PC 


= + …， 

并对于积分 ( 1 ) 应用留数定理，我们便得到 


P 


^-•2m • 


rv 


m 


iprv 


转换成在复数意义中的共轭量，便得出著名的 H . E . 茄科夫斯基定理 (1904 年) 


* 这样的图形在一定程度上反映了在实际流体中运动着的物体的可以观察到的速度间断.但是，在实际的 
流体中，地带 n 并不静止，而是充满了涡旋运动的,而且并不延伸到无穷远处. 
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P 


/^rVoo . 


⑵ 


也就是作用在被绕流的周线上的浮力，其大小等于环量、密度以及无穷远处速度的大 
小的乘积，其方向是把 Voo 的方向迎着环量转一个直角（当 r > o 时，按照顺时针方向 


转； 当 r < o 时，按照逆时针方向转）. 


(2) 对圆柱面的绕流 


首先我们来求绕圆周 I 


Z 


R 流的在无穷远处具有已知 


速度 V 


Vnc e 


to 


的无环量流体.按照上一目中所证明的，这流体的复势能实施一个把 


圆的外部映到实轴的一段线段的外部上去的共形映射.这样的共形映射可以由一个 
茹科夫斯基函数 


VU 


々(臺 +f 


来实施，其中 々是 一个实常数.但是对于这个函数说，以 1^( 


k 

R 


取代 p 


Vnn € 


一 iO 


.所以，为了得到具有已知的无穷远处速度 Voo 的流体的复势能，可以在最后 


的公式中用 M 


-iO 


取代 b 并且令々 


Rv ㈤ ，我们得到 


V^R 2 


W 


v 


Z 



Z 


⑶ 


所得到的无环量的流体，再加上 


个也绕着圆周 U 


R 流的纯环量流体 


r 


2 tci 


: Ln 


z 


，我们便得岀了这问题的最后的解 


_ V R 2 r 

w 二 f(z) 二 Voo z + —— + 2 ^Ln z 


Z 


⑷ 


流体的临界点，即，使流体速度等于0的点(参看第47目），由方程 





r 

2 mV 


z 


e 


2i0r%2 


R 


0 


来确定•由此，令 I V 


i ，我们得到 


之 kp 


4 ttV 


(n 土 


16 丌 Y R 2 -r 2 ). 


由此可见 ，当 I r | 时，我们有 U 


16; r 2 况 J ? 2 , 并且这两个临界 


kp 


4kv 


点都在圆周 I 


z 


R 上； 当 lr | >47^1?时，我们有 


I 〜丨 =^T •丨 r±y/r2 - 167r2 幻 2 °°只 2 丨关及， 

并且由于二次方程的根的模的乘积等于 i ? 2 ，所以其中一个临界点在圆 U I < 内， 
另一^个在圆外. 

我们来更详细地考虑第一个情形.在圆周上令％ 我们有 

\f{z)\ — Voo(e~ td - e t(d ~ 2<p) ) - 9 ~ 2vooSin((p ~ 0) ~ > ⑸ 
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为简单起见，暂且令0 = 0，由此便得到关于临界点的下述两个关系式 

P 

9\ = arcsin 4 k RvZ ， % = 兀 —％. ( 6 ) 

在点只# 2 处，流体的流向这个点的那条流线被分成 两条: 一条沿着圆周的上半段弧 
流，另一条沿着圆周的下半段弧流.在点处，这两条流线重新会合起来（图 116 
(a)). 这两个点中，第一个点叫做流体的分 支点， 第二个点叫做流体的会 合点 . 

对于无环量的流体，临界点是 ± i ?. 环量有使这两个点互相接近的趋势—当 r 
增加时，两个临界点都向上移动，当 

JP ~ 4 tcv oo jR 

时，这两点合并成一个点（图 116(b)). r 的再进一步增大，就要导致形成封闭的流线 
(图 116(c)) ——我们已经得到第二种情形了. 

如果在无穷远处的速度 Voo 有辐角 I 那么不过是把流体的整个图形旋转一下 

而已，于是关于会合点的公式 ( 6 ) 将具有 形状： 

F = 47tt；oo J?sin(^i ~ d). (7) 

注意，在我们这个问题中，可以用给出流体的会合点来代替给出环量 r ， 因 
为它们是用简单的公式 (7) 互相联系着的.用会合点来表达，茄科夫斯基定理中浮力 
的大小可表为 

I P I = 47 rpRv 2 oo | sin (^! — I ， (8) 

流体的速度可表为(参看 (5) 式） 

I V | = 2t；oo I sin( cp~ d) ~ sin( cp Y - d) \ . (9) 



(a) (b) (c) 

图 116 


(3) 对任意截面的绕流.恰普雷金条件 设给定任何一个由封闭曲线 C 所围成 
的截面，又函数 

^ = g(z ) 9 g( 00 ) = 00 9 = 1 ( 10 ) 

实施一个把 C 的外部映到圆的外部 I >只上去的共形映射.于是，若绕这个具有已 
知会合点^与已知无穷远处速度 Voo 的截面流的流体的复势能显然将是函数 

vu=V (X3 g(z)+ + 2 ^Ln g(z), (11) 

其中 i? 可由规定条件 (10) 来完全确定， r 可以用流体的会合点的像 L = 根据公 
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式 (7) 来求岀. 

设被绕流的柱面具有尖锐的边缘，使得它的截痕 C 在某一个点^处有一个尖 

端，在这尖端处左右切线之间的角度等于抓（0<«<1).那么，从共形映射在角点处 
的性状(见第37目）可以知道，在这个点的邻域内 

^ g(z)^A(z - z Q )^~ a + fo , (12) 

因此，导数 

^ B ( z - z u ) ㈢ (13) 


在点&处变成无限大\ A 与 J 3 是某两个异于0的常数， G = #(^ )). 

C . A . 恰普雷金曾提 出了一 个想法 :在对 于带有尖端点&的截面的绕流中，流体 
的会合点在黏性与涡旋状态的影响之下，将转移到这个尖端点^处（恰普雷金条 


件）.于是，按照前面的例题，映射 (4) 的导数_ (用？代换幻在点 L = 处有 

一个一阶零点，这就表示了，在点％。的邻域内我们有 


裳〜 C “- ^ 0 ) = D ( z - z 0 )^ (14) 

(我们利用了表达式 (12) ， C 与 D 都是常数). 

把 ( 13 ) 与 ( 14 ) 两式联合起来，我们便 有:在 ^的邻域内 


dzv 

dz 




dX dz 


这就是说 ，由恰普雷金条件可以得出，在截面的尖端边缘附近，速度是有界的. 

对于带有一个尖端边缘的那些界线，恰普雷金条件单值地确定了环量的值(参看 
公式 (7)). 

(4) 对于茹科夫斯基断面的绕流 在第34目（例题 1) 中已经证明过，函数 



(15) 


把具有参数 h 与 d 的茄科夫斯基断面的外部映到一个圆心在点％ = ih - de — t 处而 
半径为 + d 的圆心 ( T 的外部，其中 ^ = arctan A (参看图117与图 

La 

63). 函数 (15) 在无穷远处的导数等于2,因此，对于茄科夫斯基断面，函数 ^ = g ( z ) 
的形状是 

co 0 ) = ^-( z - OJ 0 + \! z - a ) ， 

而由这断面所映射成的圆周的半径，即等于 

R — ^ a 2 + / i 2 + d ). 


* 严格说来，在公式 （12) 和 （13) 中可能还有对数乘因子，这因子不改变所作的推导. 
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图117 


把这个值代入 (11) 式，我们便得出了对于茄科夫斯基断面的绕流的复势能. 


从图62中可以看到，这断面的尖端点在（平面内的像的辐角等于 (L 


Re 



) ，所以根据恰普雷金条件以及公式 (7) ，环量 


r~ — 2 kVoo (V a 2 + h 2 + d)s\ 


sin 




a 


2 


(16) 


于是根据茄科夫斯基定理，浮力的大小等于 


P 


Infrvio (v a 2 + h 2 + d) 


sin 




a 


2 


(17) 


(5) 平行板电容器端缘附近的静电场 


如果在研究平行板电容器内部的静电场 


时，在实际上可以把这个静电场看作均勻的，那么在两端附近，这均匀性便遭到严重 
破坏，而必须作专门的计算了.在考虑接近电容器一端的静电场时，为了简单起见，我 
们将略去第二端的影响，并且把电容器表示成两个半平面的形状，一个位于另一个的 
上方.我们把电容器两板之间的距离记作2/1，把它们的电势分别 记作士 V . 

问题可以归结到计算在两条平行的半直线（电容器的两板在垂直于两板边缘的 
平面内的截痕)的外部的平面场，即，可以归结到第48目中的边值问题2.复电势 

f(z) 

实施一个把静电场的区域映到带形 - V<Im V 上去的映射，这映射使下述点的 

对应关系成立： 


/( A ) 


oo 


/( C ) 



它的逆映射我们已经在第39目的例题3中得岀过 



h 


7T 


n 





7C 

V 



(18) 


(见第39目中的公式(13)，不过我们已互换了 z 与 
变换，并舍去了非实质性的常数项). 



的地位，对带形作了一个相似 


在图118中表示了静电场的等电势线与电场线.它们的参数方程，可以分别在 


const 或 



const 时把公式 (18) 中的实数部分与虚数部分分开而得出的那两个关 


系式 
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图118 


x 


y 


h 


7t 


h 


7T 


e 


v u 


K 

COS yV 



7 t 

V 


u 


e 


v u 


(19) 


.TV 

sin yV 



TV 

V 


v 


(我们令 z 


x + iy，w 


u 



b ). 根据第 47 目中的公式 (20)， 场强等于 


E 


dzv 

dz 


ciz 

dw 


V 

~h 


7T — 


( 20 ) 


在电容器的内部，即，在 z 接近于点 A 时， ㊈ 接近于 


. V 


于均匀静电场的场强.当 z 接近电容器的边缘时，■^ 


⑺，所以，场强接近 
土 V 7, 所以场强无限制增大. 


我们来跟踪场强的大小|£： 


dw 

dz 


沿着等电势线的变化.由于解析函数的导 


数的值同计算导数时所取的方向无关，所以我们可以按照电力线 u 


const 的方向来 


计算它.于是 I 


dv ， dz 


A ， 这里的心是电场线的弧的微分，可以在公式 


(19) 中令 a 


const 来得出 


ds 


( clx ) 



( dy ) 


h 



2 k 

ey 


+ 2, 


cos + 1 dv , 


因此， 


E 


dv 

ds 


V 

h 


e 


2tc 


+ 2> 


( 21 ) 


COSyV + 


要求岀 I 沿着等电势线的极大值，只须固定的值，求根号下的表达式对于 M 


的极小值便够了.当 cos 是正数时，8卩，当 + M < f ， 亦即时，极大极小 


7 T 


7T 


V 


值存在的必要条件 #“+ cos ft ; = 0 (这是使 (21) 式中根号下的表达式对于 U 的导 
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数等于0而得到的)显然不能满足.沿着这样的等电势线，场强 I e | 是单调地变化的， 
既没有极大值，也没有极小值.对于±|，场强 


E 




在 m = -〜时，即，在电容器的左端处，达到极大值.如果构造一个电容器，使它的两 


板恰具等电势线 r = ±|的形状 M 图118中的粗线），那么对于这样的电容器来说， 

当接近端边缘时场强将减小，而不会像对于平行板电容器那样地无限增大.这种电容 
器叫做 罗果夫斯基电容器. 

(6) 在电机间隙内的磁场 考虑在电机的转子与定子之间的间隙内，邻近转子 
的凹槽处的磁场.我们将把转子与定子的半径及间距认为是非常大的，使得这个磁场 
与平行于平面的场相差很微(在图 119( a ) 内，表示了机器在垂直于转动轴的平面中 
的截面).我们用 2 H 来记转子的凹槽的宽度，由于在实际上那些透入凹槽的场线仅 
有极小部分能够达到它的底部，所以这凹槽的深度可以当作无限大.我们用 / i 来记 
在铁之间的空隙的大小，即，在定子与转子之间的距离，略去其他凹槽的影响，我们假 
定 :这空 隙是一条两端都无限的带形.作了这些简化之后，我们所关心的这个磁场的 
区域，便呈在图 119( b ) 中所画出的那个五角形的形状.我们假设，转子边界的截痕 

上带着势能 V ，而定子边界的截痕 AA 2 A 3 上的势能则为0 (假定铁 

的磁导率是无限大). 




图119 


这问题属于第48目中的边界问题2的类型，可以归结到一个把这磁场区域映到 
带形0< Im V 上去的共形映射 


* 由表达式(19)，对于这样的曲线有 



因此 
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个把流体的区域映到上半平面上的共形映射.这个映射的逆映射已经在第39目中得 
岀过： 


2 ： = z(w) — h(w — l) a (jiw + l) 1 a ， (26) 

其中 = (见第 39 目中公式 （10))， 在这里我们已经互换了 z 与^；的地位，并 

JL — a 

且为了要得到长度为 /l 的线段，已经把 Z 平面加以延伸.显然 z ( oo ) = 00,而且在无 
穷远处的导数等于 


dz 

dw 


ah 


IV 


oo 


Sw 



l-a 


W — \ 



ZV — 1 \ a 





ah 


W 






h 




一 l 


7 


把公式 (26 沖的 w 换成芒，我们便得出复势能的反函数，因为，它在无穷远处的导 


数就等于士，而这正是所需要的 •在图 12 0中画出了流线.注意，由导数盒的表达式 

中可以知道，流体的速度 IVI 二^在对应于 w = 0 的那个点八 3 处变成无限大' 


而在对应于与 w = l 的那两个点八 2 与 A 4 处变成 0. 


(8) 在渠道内温度的分布 设渠底保持在温度 
而渠壁保持在温度0°的状况，在渠底与渠壁之间是热绝 
缘的.在图121中画岀了用一个垂直于渠底的平面来截 
得的渠道截面.这个问题可以化为对于半带形的广义狄 


利克雷问题.先借助函数 S 二 sin ^把这个半带形映到 

a 

上半平面上.在这时渠底 BC 被变换成线段 （- 1，1)，渠 
壁被变换成射线 （- oo ，_ 1 ) ， （ 1，％ ) .余下来只需要再 
利用第44目中的公式 (9): 


U 


(?) 


fl 

7U 



92 

7C 


7C 


(<P2~ <Pl) 


K 


arg 


c—i 




(这里我们有 W = Uq = U2 = 0 J Ui — 广， Pl ，2 二 ar g( ? 土 



图 121 


1))， 并作代换 



. 7CZ . 

= sm ——= sin 

a 


7tX 

a 


ch 


a 



. TZX t 

i cos —— sh 

a 


a 


我们得到 


* 在这里应该指出一种 情况: 如果认为，当0时分数 - 1 = #，那么第二个分数^ 

r 一，所以，当 w-*0 时,矣一 〆 _U + e -,7m =0. 

aw 
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t 


u \ z 


7T 


arg 


( sirrch - 1) + i co^s • sh 


sin # 


ch + 1) 



zcos # sh 


7T 


arctan 


2 cos # sh 


sm # c 


h 2 - i + 


COS s 


h 2 


(我们化去了分母中的虚数.为了书写简便起见，那些三角函数和双曲函数的变元我 


们在式中都略去未写出）.在分母中用 ch 2 


1 



sh 2 代入后，便把分母化成了 sh 2 


cos 


的形式.如果记 arctan 


2 cos、sh 
sh 2 — cos 


« ，那么便有 S 


h 2 - 


2 


COS 


‘ sh 2 + 


cos 


cos a ，因此 


tan 


a 


2 



1 


cos a 


+ cos a 


cos 

I ， 


所以温度的公式最后便具有形状 


u(z) 


It 


7 t 


a 




2 


It 


K 


COS 


arctan 


7tX 

a 


sh 


Tcy 

a 


(27) 


在半平面上利用施瓦茨积分，还可以求岀热流的复势能. 

(9) 薄板撞击水 最后我们举一个撞击问题的最简单的例子.假设液体填满下 
半空间，而固体是宽度为 2 a 的带形薄板，它在撞击时刻 f = 0 时触及自由表面，并且 
瞬时获得垂直向下方向的速度 V 。（图 122) .设 （- a ， a ) 将是垂直于薄板侧棱的平 


面中薄板的痕迹， / U ) = wU ) + bU ) 是描述撞击后液体速度的平面场的复势能. 


问题的边界条件由如下方式陈述岀 ：在线 


a 


a 


段 （- a ， a ) 上我们有 



cl 


u 


cl y 


- V 0 , 


而在 X 轴的其余部分上，对应自由空间的 


U 


0 


(28) — 

1 


(29) 

， oo) 

图 122 


根据对称原理， 经 过射线 （-〜， -a ) 和 U 
把调和函数 u 延拓到上半平面(根据条件 (29) 这是可能的，见第 42 目），那时在上沿 


代替条件 (28) 式的是我们得到了条件 


3 u 

d y 


V。. 由此可见，问题化为第 44 目的诺伊 


曼 问题: 根据边界条件 


du 

dn 


V 。 求在线段（- a ， a ) 外部的调和函数 u(z) 


d 


3 n 


是沿着 


指向区域内部的法线的导数）. 


为了解这个问题，我们利用把线段 （- a ， a ) 的外部映射到平面的单位 


圆外部的共形映射 


a 


z 


2 




1 



(30) 


此时，边界条件变换成如下 形状: 


du 

Tp 


U 


d 


dn 


dz 

dX 


V , 


a 


參 


2 


l-e~ 2i<p 
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V 0 



2 


\! (1 — cos 2 cp ) 2 + sin 2 2 p = — V 0 asin (p ， 


其中 p = \ (p = arg ^ (负号解释如下，在我们这里，下半圆周 tt < ( p <2 n 上，应当 


是 


du 


d 


P 


>0) .根据极坐标中的柯西-黎曼条件(参见第5目）在圆周^0 = 1上我们得到 


_ = - V 0 asin p ， 因而，幻二 V 0 acos cp - V 0 aRe 由此可见，我们找到 （ 平面 

中的复 势能： 


w = iV 0 a ^. 

把 (30) 式中（通过 z 的表达式代入上式，我们求出所要寻找的 z 平面中的复势能 

f ( z ) — iV q \ z~V z 1 — a 2 \ . (31) 

按照第 48 目中的公式 (7) ，我们找岀在线段（- a ， a ) 的任意点: r 上冲击压力 


P (i) = pRef ( z ) = P V 0 V a 2 - x 2 ， (32) 

在撞击后的瞬间在自由表面 （I x | > a ) 分子的速度是沿这一表面的法线方向，并且大 
小等于 


V = 



d y 


= V 0 



(33) 


公式 (32) 能够解如下 问题: 质量为 m 的物体在沿着宽 2 a 的平面带自由落下时 
撞击水.如果在撞击前速度等于 Vi ，求撞击后物体的速度 V 2 .按照公式(32)，在撞 


击时刻作用于物体的冲击力 


P = pV 2 

从另一方面，根据动量定理 P 二 

们 求得： 

_ 



^pV 2 



(34) 


m ( V x - V 2 )， 把这表达式与上面 (34) 式作比较，我 


V 2 = 



(35) 


\^ 2 也是在无弹性地撞击具有质量 —”2 的物体时，物体所获得的速度.与此相应， 

npa 2 \ l 称为撞击液体的薄板的 附加质量. 

解应用问题的进一步的例子将引入在本章§4中. 

50. 弹性理论的平面问题 复变函数论对于弹性理论平面问题的应用有点独 
特.我们在这里将仅简略地指出这些应用所凭以建立的一些原理，至于详细的说明， 
读者可以在一本良好的书 H . PL My cxejiHiiiBH jih [10] 中找到. 

弹性理论的平面问题可用于下述的两种情形：（1)长柱形遭受到施在它的侧面 
上的应力，这些应力位于垂直于长柱形母线的一些平面内，并且在所有的这样平面 
内，这些应力都是同样的(图 123( a ));(2) 薄板片遭受到施在它的周围上的应力，这 
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些应力都位于薄板片所在的平面内（图 123( b )). 在这两种情形中，问题都可以用平 
面的受力状态来描述.我们将更详细讲述这方面. 

在弹性理论的一般问题中，要考虑两种 
力——质量力，作用于体积单元或物体质量上 ^'1' 

(例如，重力便是这种 力）； 与表面力，作用于物 I,,, ^ J 

体的在想像上可以区分开的那些单元的表面上 [ L y 

(例如，压力便是这种力）.在平面问题中，对应 

于这两种情形的是 :作用 于单元面积上的质量 ||| / 

力，与作用于各单元的边界上的边线力. 

_ ⑻ （ b) 

我们假定质量力不存在. 作用于线单兀 a 
上的边线力，我们记作 FA ， 这里 F 是关于单 图 123 


⑻ 


(b) 


位长度的力，我们称之为应力.在一个给定点处的应力 F ，与线单元的方向有关，它带 
有张量的特性.特别是，其中关于垂直于 I 轴的线单元与垂直于^轴的线单元的那 
两个应力，我们分别记作 K 与。.量.与 F v 都是有向的，它们的分量我们用 X x , y , 


与 




来表示，于是 




( 1 ) 


这时我们称 I 与 Y v 为法线应力，称^与\为切线应力.在平面问题中，应力的分力 


是两个实变量 


X 


与3/的函数.可以证明 :如果 线单元的法线 n 与 x 轴形成角度《，则 


作用于这线单元上的应力 


F 


X n + fY, 


通过应力 （1) 由公式 


Fn 


F x cos 




F ., sin 



⑵ 


表达岀来(可看 [10]，31 页）. 


在弹性理论中，导出了下述联系着应力分力的所谓物体的平 衡方程 


SX , 

c)x 



d y 


0, 


clY 

c)x 



d y 


0, 


⑶ 


并且证明了 



y 


⑷ 


(见 [10]， 第 20 页）. 


在弹性力的作用下，物体遭受 形变，即 ，改变物体的点之间的相互距离.我们用 


oc * = fi ( x , y ), y * = f 2 (^, y ) 

来表示物体的点 ( x , y ) 在形变之后的新坐标，并且称差数 

u — x * — x , v — y * — y (5) 

为位移 分量.在平面问题内，位移分量是两个实变量: T 与3；的函数 .在以后，位移分 

量以及它们的对于 X 与: V 的导数，都将假定是非常地小，因而它们的乘积与平方可 
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以略去不计（微小形变) 

此外，量 


d 



dy 


dv 



dx ’ 



d y ' 




2\dx 



du 


d y 


( 6 ) 


叫做形 变分置 .量 


6 




e 



du 

dx 



dv 

d y 


⑺ 


是在形变时的面膨胀(见 [10]， 第 47 页）.根据弹性理论的基本定律 (胡克定律） ，应力 
的分力是形变分量的线性齐次函数. 

对于各向同性物体 * 来说 (我们只限于考虑这样的物体），这函数关系的形式是 


X 


A 0 + , 



A0 + 2^, 




2/^ry ， 


⑻ 


其中 A 与是两个非负常系数(见[10]，第64页）.公式 (3) 与 (8) 是弹 性理论的平面 
问题中的基本方程 .这是与两个独立变量: c 和 v 的五个未知函数和 t ; 


问题中的基本方程 .这是与两个独立变量: c 和 ： y 的五个未知函 数足，…和 t ; 

的一阶偏导数有关的五个方程的方程组** . 

由这个方程组容易得到只包含一些位移分量的方程.为此只要把 (8) 式中足， 

和\的表达式代入方程(3)，此时考虑到 (6) 式和 (7) 式我们得到一组有关两个未 

知函数〃和 I ；的两个二阶 方程： 

( A + //)_ +//Aw =0， (A + — 0, (9) 


(A 


") 


36 

d y 




⑼ 


其中 △ 表示拉普拉斯算子.在解岀偏微分方程组 (9) 后，应力便可以用简单的微分法 
按照 (8) 式来求得. 

也容易求岀仅含有应力的分力的方程组.为此，我们把方程组 (9) 中的第一个方 
程按来微分，第二个方程按^来微分，然后把所得到的两个方程加起来.再考虑到 
表达式(7)，我们便有 

(A + + /uAd 二 0 ， 

由此得出 M 二0.注意，由方程组⑻中的前二个方程以及公式(7)，可以导出关系式 


6 


2 (A 





(X 



\)， 


( 10 ) 


把这代入上面的方程中，我们得到 


* 即，其弹性就所有的方向来说都是同样的那种物体. 

** 在长柱形的情形中,作用于物体的各部分上的还有应力的分力乙，它也同别的分力那样是仅依赖于 x 及 

: y 的.我们不把含有它的方程包括在基本方程组内，因为它等于 

Z z = X6, 

可以在解出基本方程组后来求得(见 [10] ，第90页）.在平面薄板片的情形中，常数 A 应当用常数 

A + 2 jli 

来代替(见[10]，第95页）.这样的代替不致改变方程组 (8) 的性质，所以我们也不在主要的正文中指出. 
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△(W v ) 二 0. (11) 

方程 (11) 与方程组 (3) 合在一起，便给岀了所求的仅含有应力分力的方程组(含有三 
个未知函数的三个方程）. 

我们将引入所谓应力函数，用它来描述平面问题的解，特别方便.按照公式(3)， 
表达式 

— X y dx + X x dy = dB ， Y y dx ~ Y x dy = dA (12) 

是某两个函数的全微分.同时由切线应力《，与 I 彼此相等，导出等式 


由此推岀，表达式 


d_B 



(〕 y ， 


Adx + Bdy — dU (13) 

也是某一个函数 [/“ j ) 的全微分，这个函数 UUa ) 便 叫做应力函数 .这个函数 
是英国天文学家爱利 ( Ally ) 于1862年引入的.由 （12) 式与 （13) 式，我们得出下述的 
用函数 U ( jc ，： y ) 来表示应力分量的表达式 

_3B_d 2 U v _dA_d 2 U Y _ v _ d 2 U 

x ~^y~W 9 y ~ Yx ~~d^~y U ) 

函数 U ( u ) 也可以用来表达位移分量.以又， Yy 与孓的表达式 (14 )，f #与~ 
的表达式 (6) ，以及表达式 


e 


2 (A 



") 


ALT 


(这可以由把 (14) 的诸值代人 (10) 而得到)代人公式⑻中，我们得到 


2" 


d 





d 2 u 


A 


2 (A 





p ) 
d v 


△ [/， 


dy 


d 2 u 



a 





r\ ^ ^ v-^ 

d 2 u 

Sx3y * 


A 



") 


At/, 


(15) 


由关系式 (14) 可以得到 


X ^ Y y = AU , 

其中△是拉普拉斯算子.现在从方程 (11) 可以看出，应力函数满足方程 


AAJ7 


$2 

OX 


d 4 u 


Sx 2 c)y 


2 



d 4 U 


0, 


(16) 


即，照通常的说法，是一个 重调和函数. 

我们现在可以证明，任何一个重调和函数都可以用解析的复变函数来表示.另一 
方面，因为应力分量与位移分量都可以用重调和函数来表达，所以我们便因而获得了 


弹性理论平面问题的解的复数表示法.由 r . B . 科洛索夫与 H . H . 穆斯海利什维里所 


发展的把复变函数应用到弹性理论上去的那些方法，便是以此为基础的. 

设 U 是任意一个重调和函数.函数 AU 显然是一个调和函数.我们记 AU 
把 AU 的共轭函数记作 Q ，并且令 


P, 
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f(z) 




P + iQ. 


可是，更方便一点的是考虑函数 




z 


4 


f(z)dz 

% 




p + iq ， 


( 17 ) 


于是 


dp 

dx 




4 


P ， 


dp 

d y 


dx 


4 


Q 


(18) 


用简单的计算便可表明，函数 


Pi 


U — px 


qy 


是一个调和函数' 


我们把以九作为其实数部分的那个解析函数记作 zU )， 于是显然有 


U= px qy^~ p t 




Re\z<p(z) + %(z )( - 


把此式改写成稍有不同的形状，我们得到所要找的重调和函数的复数表示 (3 rypca ， 
1898) 


U = ^{zcp + zcp + X + X). 


(19) 


我们也来求岀函数 t / 的偏导数的表示式，这对于以后将有用处.对 (19) 式求对 
于 o : 的与对于： y 的偏导数(这时我们把 2 ：与5看作中间变量，并利用等式 


d 


a 


a 






〆 和 ㉛ 


d 




【• 〆 ）， 


我们得到 


su 

dx 

dU 

d y 




Z ( p ' + 9+2:9^ + %+ %)， 




( 20 ) 


—cp ^ 


Z(p + 9 — 之9, + % 


/ 


?)， 


由此得出 


dU 

dx 



.dU 


(p{z) + zcp'iz) + (p(z ) 9 


( 21 ) 


其中令 


(p(z) 




微分 (20)， 我们得到 


实际上，利用关系式 (18) 与对于函数 / U ) 的柯 西-藜 曼条件，我们便得出 

△(/«：) = △( 砂 ）= jp ， 


所以, 


△/>! =AU-P\ = 0 - 
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AL7 


<1 2 U 




2 



<1 2 U 

W 


2(〆 



(p )— 4 Re [ 史 ’（ 之 ）] 来. 


转到位移分量与应力分量的复数表示法上来.以 


AL 7 = P , 


d 2 U 

d y 2 


P- 


P 2 U 

() x 2 


d 2 U 

() x 2 


P- 


cl 2 U 

w 


代人 (15) 的前两个式子中.因为由 （18) 我们有 


( 22 ) 


所以 



2以 


d 



d 2 U 


c)x 




2 



k 


巧， 




dv 

d y 


d 2 U 

ay 





其中々二 2 •诗•把所得到的这两个关系式求积分，我们得出 


2 " 


du 



j^ + kp + J\(yh 


2 juv 


DU 


+ kq + f 2 ( jo ) 


(23) 


为了要确定函数力（30与 / 2 U ), 我们利用公式 (15) 中的第三个式子.由 (23) 式我们 




d 2 U 





把这与 (15) 中的第三个式子相比较，我们得到 ( 3 ；) + / 2 U ) =0,或者/, ( 3 ；) 
二- / 2 ( I ) . 因为在这里左端仅是^的函数，而右端仅是: r 的函数，所以两端都等于 
同一个常数.把这个常数记作《，我们便有 

fi ( y ) = ay + P ， f 2 { oc ) = - ax + y . 

不难看岀，由公式 (23) 中这两项所引起的物体的位移，是“刚性位移”，即，物体整个的 
位移.（实际上，这样的位移向量是 + if 2~ ~ otiz + /? + iy ). 因为它们不影响物体 

的受力状态，所以我们在公式 (23) 中把这两项看作是不重要的而舍去，于是得到 


u + iv= -M^ +i Wj + i^ Uh 

或者，再利用关系式(21)，我们得 出位移的复数表示最 终形式 


其中 




IV 


t ^\ kcp ( z ) - z ( p \ z ) - ijj { z )\ , 


(24) 


/ I 十" 

这表示式是厂 B . 科洛索夫在1909年所得到的. 


* 顺便指出，由表达式 (22) 可以推出，对于任何一个按公式 (19) 来表示的函数 LT 来说， ALT 总是一个调和 
函数，因此，这样的函数 L ； 是重调和函数. 
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转到应力的表示式上来.根据公式 (14) ，我们得出 



再利用(21)，我们得到 


(25) 


F x = X x + iY x = cp\z) + cp\z) - zcp\z) - (p'(z) ， 

_ _ _ (26) 

- iF y =Yy- iXy = (p\z) + cp\z) + zcp\z) + 中 ’ （ z). 

把 (26) 中的两个方程相加，以及从第二个式子中减去第一个式子，我们得到也是属于 
r . B . 科洛索夫的公式和给出了应力的复数表示 


X x + Y y ^2\ cp / { z ) + ( p \ z ) } =4 Re 甲’ （ z ) ， 

Y y ~ X x +2 iX y =2|夺"(幻 + 

(在第二个公式中，我们已经把式中的量都换成了就复数意义说的共轭量）. 

因此，我们知道•.在弹性理论的平面问题中，应力与位移都可以用两个解析的复 
变函数与 0(2：) 来 表达. 

最后我们来说明，由已知的受力状态与位移，可以把这两个函数确定到什么程 
度.当受力状态已经知道时，由 (27) 中的第一个公式，函数 〆 （幻的确定可以精确到 
相差一个纯虚数的常数项，因为这个函数的实数部分已经给出了.由此知道，所有的 
那些可以起函数以幻作用的函数，都可以用其中的某一个以公式 

( p ( z ) + aiz + b (28) 

来表达，其中以是一个纯虚数 ,b = ^ iy 是一个复数的常数.于是，由 (27) 中的第二 

个公式，便可以确定 fU ) 了，所以，函数^的全体可以用公式 

( p ( z ) + b x (29) 

来描述，其中 

bi=Pi^ i7i 

也是一个复数常量. 

显然.倒过来说，如果用 


(p + aiz + 6， 0 + 厶 1 

来分别取代9?与受力状态也不会有改变. 

现在设位移分量已经知道.从公式⑹-⑻可以看到，这时应力的分力也已经被 
确定.所以只可以用公式 (28) 与 (29) 来代替函数 p 与弇但是，正如公式 (24) 所表明 
的，在这样的代替下 ， w b 所改变的量是 


8 u 



iSv 



+ 1 


2 〆 


aiz 



Kb — b x 


(30) 


所以，这样的代换仅给予了整个物体的刚性位移，我们已经约定对这种情形可以不考 
虑. 
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公式 (30) 指岀，在函数^与0的形如 (28) 与 (29) 的代换中，只有那些使 

a =0, Kb — b ] —0 (31) 

的代换，方能使 位移不 改变. 

因此 ，当位移已给定时 ，常数 a 便完全被确定了，在6与6,这两个常数中也只有 
一个可以任意给岀. 

51. 弹性理论的边值问题 上一目中的科洛索夫公式 (24) 与(27)，提供了弹性 
理论的平面问题中的基本方程组 (3) 与 （8) 的通解 '可是，正是由于其本身的一般 
性，公式 (24) 与 (27) 没有给出实用上重要问题的直接解答.这些实用上的重要问题， 
时常可以化为加在所考虑的量在区域边界上的值的某些条件，即，可以化到 边值问 

题. 

平面弹性理论的基本的边值问题，可以表述成如下的 形式： 

工. 第一边值问题当加在区域 D 的边界 C 上的外应力尤，已知时，求区域 

D 的弹性平衡. 

n . 第二边值问题当区域 D 的边界 C 上的点的位移 M 与 V 已知时，求区域 D 
的弹性平衡. 

也可考虑混合的边值问题，在这种问题中，在区域边界的有些部分是应力已经知 
道，而在另外一些部分则是位移已经知道的. 

我们来证明问题工与 n 的解的唯一性.为简单起见，只就区域 d 是有界的单连 
通区域时的情形来加以讨论.我们考虑沿区域 D 的边界 C 所取的积分 

1 = f ( X n u + Y tl v ) ds . (1) 

J c 

(在物理上它表示作用于边界线的弹性力的功)按照上一目中的公式 (2) 来代换应力 
分力 又与 \，我们便可以把这个积分写成 


I = | ( X x u + Y x v )cos a — ( X y u + Y y v )sin a | ds 

v C 

的形状.但是按照奥斯特洛格拉茨基的二维公式**，我们可以把所得积分变换成在区 
域 D 上的二重积分 




U 


By d x 


+ t; 


dY y 3 Y X 

dy dx 




* 可以证明，对任意的两个解析函数与 0 U ) 来说，由 （27) 与 (24) 所确定的那些函数& ，匕， 乂3^与 M ， 
都必定满足基本方程组 (3) 与 (8). 

絲 二维奥斯特洛格拉茨基公式有形状 

(Pcos a + Qsin a)ds = 

J c 



其中 a 是 C 的法线和: c 轴组成的角 . 
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根据第50目中的公式(3)，积分 (2) 中被积函数的前两项等于0.再按照第50目中的 


公式⑻来代换 m ， 按照公 式⑹来 代换普，裝，裝+每，并利用第別目 

(7) 式中的记号，我们得到 


1= i A0 2 +2fx{e 1 xx +2ely + e] y )}dxdy. (3) 

% 

现在设在区域 JD 内对于同一个边值问题 I 可以建立两组解，…， t / 与 X '，…， 

丫.由于第50目中的基本方程组⑶与⑻是线性的，所以这两组解的差 ^ = 

X" x ，…， v = z /- ，也将给出弹性理论平面问题的一组解，并且，根据边值条件，在曲 

线 C 上要有\ =0.所以积分 (1) 等于0,因而积分 (3) 也等于0.但是积分 (3) 的 

积分号下是一个不为负的函数，因此，只有当在区域 D 内恒等地有0 二匕 =~ 〜 

二0时，这积分才可能等于0.于是由第50目中的公式(8)，我们便得出结论说，在区 
域 D 内恒等地有 X x = X y ^ Y y =0, 而这就表示了，两种受力状态 ； C ， X 、与 

X 〃 x ， Y ； ，又〜是同一的' 边值问题 I 的解的唯一性已经证明了. 

边值问题 n 的解的唯一性的证明，可以完全类似地导岀〜，只有一点 不同: 积分 
(1) 的等于0,是由位移 M 与 p 在曲线 c 上等于0来说明的. 

现在我们要来说明，如何把解问题 I 与 n 化成求解析函数理论中边值问题的解. 
由于按照上一目中的证明，受力状态可以用两个解析函数 cp ( z ) 与 〆 ％)来完全确 
定，所以，我们的问题的解也应当可以用这两个函数来表达.与前面一样，我们仍旧设 
区域 d 是一个单连通区域，并且把 d 的边界记作 c . 

在问题 D 中，边值条件可以直接用第50目中的公式 (24) 来 表述： 

K(p{ ?) - ?〆（？）-〆 ^)=2jug( (4) 

其中 /C 与;/都是常系数，而 g (0 = u + iv 则是在边界 C 上的已知 位移. 

因此，对于区域 D 来解平面弹性理论中的问题 n ，可化成在这个区域内求两个 
解析函数 9(z) 与 0U) 的问题，这两个函数是在 D 的边界 C 上以边值条件 (4) 联系 
着的. 

对于问题 I ，我们首先注意 :由上 一目中的公式 (2) 与 (25) 可以知道，如果线单元 
的法线与实轴形成角度《，那么作用在这线单元上的应力向量的公式是 



cos 



d 




— sin a 



* 我们应当回想起，在同样的受力状态下，位移 w a 只可能有一个“刚性位移”的差异，而这是我们已经说 
过当作非实质性的(见上一目）. 

** 如果在边界上的位移已经给岀，那么在上面这脚注中所说的那个“刚性位移”便没有了，完全被确 
定. 
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\ 



.< 1 U 


^yr 


⑸ 


其中 


cl 



cOwS a + 


K 


cl 


2 hhc 



vSin a 



TZ 


cl 


2 )^y 


是表示在线单元的方向求导数的记号.由这个式子中可以知道，在界线 C 上 


cm 



.clU 
f ^y 



F n ds + A , 


⑹ 


其中 . V 表示弧 C 的长度，是由某一个固定点起按曲线的正方向来计算的， A 是 
任意常数.在问题 I 中，在曲线 C 上的值已经给岀，所以函数 


个 



F.ds 


0 


/(?)-/.(?) 



if 


⑺ 


是已知的.把这个代入关系式 (6) 中，再利用上 
如下形状的边值 条件： 




目中的公式 (21) ，我们得到问题工的 


clU 



.clU 

1 (1 y 




/(0 + A , 


⑻ 


其中 /( ?) 是已知的函数， A 是一个任意常数. 


目末 


因此，解平面弹性理论中的问题 I ，可化成在区域 D 内求两个解析函数 pU ) 与 

0 U ) 的问题，这两个函数在 D 的边界 C 上是以边值条件 ( 8 ) 联系着的. 

我们来弄清楚关于在所讨论的边值问题中始终是自由的参数的个数问题.如我们在上一目末 
所看到的，在给出应力（问题I ) 时 P 的确定精确到一个形如士+ 6的加项，而4的确定精确到一 
个常数加项仏 u 为实数，6和仏为复数），而在给出位移(问题 n ) 时和4的确定精确到由关系 
式妫=&联系着的常数项6和& . 


由此推出，在问题 n 中在区域的某一点上给定它们中的一个，譬如，条件 


<p(0) =0 


⑼ 


(假定点 


dU 



0在 D 内部）这些函数就完全确定.在问题I中，当容许 P 和4改变时函数 g 



1 d y 


，像在 (8) 式中看到的，改变 b + b , ，所以给定常数 A 就把一种联系加到6和仏上.因此在问题 


工中给定量 A 时留下一个复数参数和一个实数参数，因而可以，譬如说，给岀条件 

0(0) = Im /(0)=0. (10) 

结束时我们表述一些改变，这些改变是代人到无界的或者多阶连通区域情形的边界问题的设 
置中.首先设区域 D 是有界的，并且它的边界由一条闭周线和包含在 G 内的周线 C, ， C 2 ，…， 

组成.从物理考虑清楚的是，应力和位移在这种情况下仍然是单值的，但是函数^ 和# 可能是多 

值的.我们来说明它们的多值性的特性. 


由科洛索夫公式 X T + Y,=4Re /U) 推出， Re /U) 是单值的，而 Im /U) 按逆时针方向绕 


行每一条内部曲线 G 时可能获得增量，这增量我们表示成 2; r & (参阅第 41 目）.由此推出，函数 

将获得增量 2 nia k ，这也就是函数 


n 


9 ( 之 ) 




a k Ln ( z - z k ) = ^( z) y 


( 11 ) 
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其中^是位于 Q 内部的点，在 D 中将是单值的.积分 



^>( z ) dz 在区域 D 内也可能是多值函数， 


0 


并且这多值性将由形如心 LnU-A ) 的项引起的.对关系式 (11) 进行积分，我们得到 


n 


n 


< p ( z )= 2 a k zhn ( z - z k ) + b k Ln ( z ~ z k ) 

是 =t k = \ 



9 


* 


(Z)y 


( 12 ) 


其中 〆 ( z ) 为 D 中单值函数，&为实常数，心为复常数. 


正如从 (11) 或 (12) 中看到的，函数 / U ) 在 D 内是单值的.于是从第50目的科洛索夫的第二 


个公式 (27) 得出， 〆 U ) 是单值函数，因此， 


n 


( p ( z )= 2 c k Ln ( z - z k ) + ^ ( z ) , 


(13) 




其中 〆 （ z ) 在 D 中是单值的，且 q 为复常数. 

到目前为止，我们只利用了应力的单值性.从刚得到的公式 (12) 和 （13) 以及从第50目中的公 
式 (24) 可以看到，在绕行 Q 时函数 2 //U + b ) 得到增量，它等于函数 

Xa k zLn ( z ~ z k ) + Ln ( z ~ z k )~ za k Ln ( z ~ z k )~ c k Ln ( z ~ z k ) 


的增量，亦即等于 


2m[(x + ^) a kZ+ X b k + Q ]， 


其中 z 是 D 中绕行开始和结束的点.因此，位移的单值性条件引向条件 


❼ = 0， c k = —办 


k 


(14) 


并且函数^和^采取形状 


n 


< p ( z ) 


^ d b k Ln(z - z k ) + < p " ( z ) 9 


n 


(15) 


少 （ z ) 




- - z k ) + ^ ( z ), 


l 


其中 〆 和 〆 为单值函数，而&为复常数. 


系数仏 有简单的力学 涵义: 


b k 


F 


( k ) 




(16) 


其中 F u ) 是加在 C ； 上的外部条件的主向量.事实上，根据公式 (6) 这向量等于 


jp ⑴ 


m 

鼇 


F n ds 



(3 U 

k \ dx 



.dU 


)， 


(17) 


其中\表示在绕行 C ； 时的增量(积分前的符号 

k 

量).按照第50目的公式(21)，由此式可得到 


由如下说明，因为我们考察外部应力的向 


F 


⑴ 



k 


\( p { z ) + Z ( p ' { z ) + 


-2 n (\ + x^ b k 


在问题 i 中系数&是给定的，而在问题 n 中它们仍然是未知的. 

问题 n 的解所引出的边界条件(4)，对于多阶连通区域没有改变，可是问题 I 所引出的条件 
(8) 需要某种明确说明.事实上，常数 A 的值在不同的边界周线上可能是不同的，所以这条件现在 
应该写成 形状： 




( 8 ，) 
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其中 A 为常数 U = o ， i ， …， 〃） .更详细的分析表明，这些常数中一个可以任意给岀，而其余可以由 
位移单值性条件确定. 

我们还要注意，正如从物理理由看出的，问题 I 的解的存在只有在主向量和给出在区域的全 
部边界 C = C „ + C , +…+ 上的所有外力的主矩都等于0的时候才有可能.主向量等于0的条 

件根据公式 (7) 等价于给出在边界上的函数/=/, + // 2 的全增量等于0: 

F n ds = if 2 (01=0 (18) 

Jr 

(在单连通区域情形它自动满足，只要所给函数是连续的）.如果注意到，根据公式(7)尤也=办 2 , 
Y n ds = - dj \ ，主矩等于0的条件 

鶩 

(^Y n ~ n )ds = 0 
J c 

容易变换，因而在分部积分以后，这条件采用形式 

' {xY u ~ yX u )ds= - + yf 2 (l；) \ f f\dx + f 2 dy = 0. 

Jr J c 

考虑到条件 (18) ，这一条件可以改写成形状 


• f'dx + f 2 dy = Q. (19) 

J (: 

如果区域是无限的，并且在内部包含点 z = oo , 那么所有我们的讨论仍然有效，只要对所考虑 
的和再加上一项 6 Ln Z ， 这一项对应于绕行无穷远点.系数6通过加在区域边界上的外力的主向 
量 F 表示 出来： 


b= ~ 2 n{\^ X ) 06，) 

不同于有限区域情况的是，它不一定等于0.这向量认为是已 知的: 在问题 II 中它应当是给定的，而 
在问题 I 中是根据给定的外部应力确定的. 

如果假设，在无穷远点处应力仍然是有界的，那么从第50目中的科洛索夫公式 (26) 可看岀， 
， （ z ) 和 〆 U ) 在无穷远点处的洛朗展幵式的主要部分可能只包含2的一次幂.由此可见，在所 
研究的情形中函数 p 和0的表达式采取形式 


n 

<p(z) = ^^b k Ln(z - z k ) + bhn z + Tz + (p^{z), 

n 

= - X Ln (z - z k ) - yShn z + r'z + (p 0 (z). 


( 20 ) 


其中&和 6 根据公式 (16) 和 (16') 决定，而 抑和 仏是 D 中的单值函数并在无穷远点处是正则的. 
常数 r 和广，如第50目的科洛索夫公式 (27) 中所看到的，可以通过无穷远点处的应力来 表示： 

X 7 + = 4 Re r , - x ; + 2ix ；= ir \ ⑵ ) 

在问题 n 情形它们被认为是给定的，在问题工情形 R e r 和 r 是给出的(可以证明 ，imr 不影响应 
力的分布）. 

当区域 D 在边界上包含无穷远点，我们不讨论一般形式，而只局限于 D 是下半平面的情况. 
这里像在前面的情况一样，我们在点2 = 00的邻域内采取 

<p(z) = 6Ln z + <p" (z) ^ (p(z) = cLn z + ip* (z) ， 

其中，和，是单值函数，而 6 和 c 是复常数.由此，利用公式（17)，我们求加在 i 轴的大区间 
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在这部分中我们将叙述柯西型积分的一些基本性质，及以这些性质作基础的、用 
来解复变函数论中各种边值问题的一些有效方法.在本节末将举岀这些方法对于某 
些流体力学问题与弹性理论问题的应用. 

在这些方法的基础上，有尤利安•瓦西里耶维奇•索霍茨基在1873年所得出 
的 '柯西 型积分的边界值的公式，可是后来却不幸地被遗忘了，而由普来梅尔在 
1908年重新求得，普里瓦洛夫**则于1918年在更一般的假设下得出.在目前， 
以柯西型积分为基础的、用来解数学物理中的边值问题的那些方法，在 H . H . 穆斯海 
利什维里、: H . 万库、 A . B . 皮察泽的工作中，最有成效地发展着. 

52 •柯西型积分.索霍茨基公式 柯西积分 


用函数在边界 C 上的值，表示出在封闭曲线 C 内部的一个解析函数(见第14目）.现 
在假定， C 是任意一条没有尖点的曲线(这对于以后很重要），不必是封闭的.在 C 上 
给定任意一个函数 / U )， 这函数是处处连续的，只有在有限多个点处可能例外，在这 
些点处函数有着可积的间断. 

照积分 ( 1 ) 的样子来构成的那个积分 



叫做柯西型积分. 


* 索霍茨基，06 oapeAejTeHHbrx HHTerpajiax h OywKUHsix, yflorpeduiHeMbix npn pa 3 JT 05 KeHHRx b paaw, CTIB. , 

1873. 

* 伊凡•伊凡诺维奇•普里瓦洛夫 (1891-1941), 苏联数学家，复变函数论专家. 
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照样重复第17目中的推理，我们便可以确信，柯西型积分是在任何一个不位于 
曲线 C ： 上的点 z 处都解析的函数.这时，如果 C 把平面划分成若干个区域，那么 ，一 
般地说，在这些区域内柯西型积分决定不同的解析函数.例如， 


jl r _k_ 

2ni J I ^I z 

在圆 ld < l 内处处等于1，而在圆外处处等于 0. 

容易理解，即使在 C 是封闭周线时的情形，柯西型积分一般讲来不是一个柯西 
积分，这便是说，函数值 /( G 不一定是 FU ) 当 z — C 时的极限值.事实上，我们在第 
43目中已经知道，单是在区域的边界上给定了解析函数的实数部分，便确定了函数 
在区域内部的实数部分.于是，根据柯西-黎曼方程，函数的虚数部分在区域内部也 
可在相差一个常数项的精度内被确定，因而，它在 z 趋于区域边界时的那些极限值， 
也就这样地被确定.所以，如果在区域边界上给定了两个互相没有任何联系的函 
数——函数 /(() 的实数部分与虚数部分，在一般情况下也不可能期望 FU ) 在 
?时趋于所给定的那些值. 

为了要研究关于柯西型积分的边界值的问题，我们首先来弄清楚当点 z 在积分 
曲线 C 上时，这积分所可能具有的意义.如果点2位于 C 上，那么积分 (2) —般说来 
是发散的，因为它的被积函数当时变成无限大.可是，在对 / U ) 作了若干补充 
假设之后，可以使这积分具有完全确定的意义.我们假定，在曲线 C 上的某一个点 
卜 G 处，函数 /(?) 满足带有指数//<1的所谓 赫尔德 ( H 6 lder ) 条件： 

有一个常数 M 存在，使得对于曲线 C 上所有足够邻近^的点 （来说 ，不等式 

l /(?)-/(? o ) l < M | r - rol / %0 <^<l (3) 


都成立. 


赫尔德条件显然是表明了下述这个 事实: 函数的增量，相对于自变量的增量是一 


个不低于//阶的无限小. 

我们来证明，在所取的这条件下，即使当时，柯西 

型积分也存在，只需我们在某种特殊的意义下来理解它，而 
且我们可以用通常的积分来求出它的表达式.我们先假定 
^不是曲线 c 的一个角点，并且把 c 与圆周 U - ? 0 1 

的两个交点记作 f 与 f ， 把曲线 C 在 f 与 r 之间的那 
记作 C ：， 把 C 的端点记作 a 与6 (图 124) .我们有 




段 


C- 


/( ⑽ 




/(?)-/( Co) 


C 一 




此 + / Uo ) 


dK 


c- 


Co 



(4) 


图124 


但 
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式中在弧 <与0 上的 ln ， 我们理解为是对数的任何两个在这些弧上连续变化的分 
支，同时，为了确定起见，设定 ln ( r - ? o ) 的值是由值 InK - ?。）当点厂沿着圆周 

k - 匕 I = r 的在曲线 C 左边的那段弧移动时，经连续变化而得到的.由于最后这个 
条件与1? / -?。1 = 1? // -^)1，我们有 


lim In 


r-?o 

Uo 

另一方面，当 r 足够小时，根据赫尔德条件，有 


17T 


(5) 


/(?)-/(Co) 




< 


M 


ir-roi 


1 一户 


因此，极限 


lim 


C-c 


/(O-/(Co) 

do 


dK 


/( ?)-/( Co ) 


c 






⑹ 


存在，并且最后这个积分可以以通常的意义来理解.因此，公式 (4) 具有如下的 形状: 




/(M 


Oc 




/(?)-/(?o) 


c 







/( ^ o)ln ^ ^ + inf { Co ) + 0(0, 


⑺ 


其中当 r — 0时 O ( r )—0. 


由公式 (7) 可以知道极限 


lim 

r ~ K ) J C-c 


/(m 

? 一？ 0 


c 


f(Qd^ 

do 


存在，这个极限值叫做积分的主值，而由公式⑺所确定的那个积分本身，叫做 奇积分 
(在柯西意义下）.在我们这个奇积分定义中，最主要的一点 是:从 C 中去掉的那一段 
弧 c ， 是按照一个完全确定的规则 （即，对于任何 r ， 它的两个端点都同时在圆周 

上)来趋近于点 ^的 .如果 c 按照别的规则趋于点 G ，那时 (7) 式的极限 

就可能不存在.我们要提醒一下，在通常的广义积分的定义中，要求在 c 按照任何规 
则趋于点匕时， (7) 的极限都存在.由此可以清楚地知道，如果积分⑺在通常意义下 

存在，那么作为奇积分它也必定存在，并且它的主值与通常广义积分的值相同 '显 
然，其逆定理并不成立. 

我们用一个简单的例子来说明这个定义.在实轴的线段 （- 1， 1) 上所取的积分 
4 大家知道，是不存在的.可是作为柯西意义下的奇积分来说，它却是存在的， 

J -I X 


因为极限 




lnr + ln 7 


0 


存在(按照奇积分定义，我们从线段 （- 1，1)中把线段（ - r ， r ) 去掉). 


* 所以我们在 (7) 式中对于奇积分仍保存了通常积分的记号. 
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在公式 (7) 中取 



0时的极限值，我们便得岀下面这个 定理: 


定理1 


设 G 是曲线 C 上的一个正则点，并且不是 C 的端点.如果在点 G 处函 


数 /(?) 满足带有指数的赫尔德条件，那么柯西型积分在这个点处作为奇积分 
是存在的，而且它的主值可以按照公式 


FUo) 


2 m 





2 m 



c 


do 

/(?)-/(?o) 


do 


必 + i / Uo ) + 4^1 n 






a 




⑻ 


用通常的积分来表达. 


特别是，如果曲线 C 是一条封闭曲线，那么可以取 a 


6,于是式中带有对数的 


那一项便消失了，公式 (8) 呈更简单的 形状： 


F(Co) 


2 ni 


c 


/( ⑽ 


2 m 



c 


/(?)-/(?o) 


do 





2 


/(Co) 


⑼ 


现在设 Co 是曲线 c 的一个角点.我们把 C 在点 G 处的左右切线之间的角度记作 a ， 

这角度是从曲线 C 的左面来量的(见图 124) .在考虑前面所采用的关于那两个对数 
分支间的关系的条件时，代替公式 ( 5 ) 我们将有 


limln : 

广。 ? - Co 

于是，我们所得到的便不是公式 (8) ，而是公式 


ia 


F ( Co ) 


2 m 



/(?)-/(?o) 


c 





0 





2 m a - 


( 10 ) 


我们转向研究当 


z 


趋近于积分的曲线 C 时，柯西型积分的极限值.先证明下面 


的 引理： 

引理 

时，量 


设函数/(0在点匕处满足带有指数//<1的赫尔德条件，而且当 Z 


Co 


h 


Z 


一？0 


与 d ——点 Z 与 C 上的点间的最短距离——的比始终保持是有界的.那么 


lim 



V c 


/(?)-/( ?o) 




dK 


C 


/(?)-/(?o) 


do 




(ID 


为了证明这个引理，我们来估计在 (11) 式的左端与右端中那两个积分之间的差 


△ 的值: 


△ 



/ U )-/ Uo ) 


C 


/ c# \ J / J \ / 1^0 

u ' ? o ) (?- z )( r -? 0 ) ? 


把积分△分成两个积分 :其中 的第一个是沿着曲线 c 的一段弧 c 来积的，在这段弧 
c 上的点都满足 | (-G | <5,这里5是某一个数，我们将在后面来明确规定它应如 

何选取.第二个积分是沿着 C 的其余部分 CT = C - C 来积的. 
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对于第一个积分，利用赫尔德条件(假设5足够小)以及 | ? - z 我们得出 








\ dX \ 

Idol】 - 


把曲线 C 上弧所对的弦的长度 记作？ = IC - GI ，因为 C 没有尖点，所以弧的长 

度与它所对弦的长度的比是有界的.设这个比值不超过 A ，于是 | 必 | = ，因 

此这最后估值的形状为 

a Jo ^ ^ 

由这个式子中知道，可以把 5 选取得足够小，以使得量 I I 不超过任何一个预先给 
定的数 

其次，因为曲线（：/不包含点 ？ Q ， 所以当5已经被固定时，积分 

r /( C)-/(d 

J C Z 

作为 Z 的函数在点处是连续的，因此，对于足够小的 /I = k G | ，量 I zi 2 1也将不 

超过 f . 对于这样的/ I . 我们有 + 这便证明了所说的引理. 

借助于这个引理，便容易地得出对于柯西型积分的极限值的公式. 

定理 2( K ). B . 索霍茨基） 设点是周线 C 上的一个正则点，且不是 C 的端 
点，函数 /(() 在这个点处满足带有指数的赫尔德条件，且当 z — 时使得比值 

^■始终保持是有界的.于是柯西型积分 (2) 便具有极限值 F + ( G ) 与 FK 。） ，当 z 从 
C 的左边与从右边趋于点 G 时，它分别趋于这两个极限值，并且 

F + U 0 ) = m 0 ) + +/U 。 ) ， F-(?o) = F(?o)-|/(? 0 ), (12) 

式中的 F ( G ) 是奇积分 (9)' 

首先，设 C 是一条封闭曲线，并且是按正方向来通过的.我们有 

F ( z ) = ^ f [ ’⑴-’⑹成 + [ ^-， (13) 

1^1 J c Z 2 m J c Z ^ J C Z 

并且，根据刚才所证明的那个引理，右端的第一个积分当％— g 时趋于极限 

，第二个积分等于 2; rf 或0,要看点 z 是在封闭路线 C 的左面还是 

J c b _ bO 

右面(即在 C 的内部还是外部)而定.考虑到这个，我们当 G (从 C 的左面或右 
面)时在式 (13) 中便得到极 限值： 


* 公式 (12) 是 K ). B , 索霍茨基所首先证明的 (1873 年），后来由普来梅尔重新证明 （1908 年），最后，在更一 
般的假设下为 H . H . 普里瓦洛夫所证明 （ 1918年）. 
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F + (? 0 ) 


/(?)-/( Co) 


2tci 




Co 




厂 Uo) 


2 tui 



Co ) 

do 




把公式 (9) 中积分的值代入这里，我们便得出了所求的索霍茨基公式 (12). 

现在如果 C 不是封闭曲线，那么我们便用任意一条曲线 CT 把它延续成一条封 


闭曲线 C () 


C + CT ， 而在曲线 C ' 上令 / U ) 


0 .于是，显然便有 


F(z) 


2ni 



nn 

^ — z 




而且如果^不与曲线（：的端点相合的话，那么根据刚才的证明，索霍茨基公式 (12) 


成立，不过其中的积分 F ( G ) 是沿着 G 积的.但是，因为在曲线(^上/(0 
这个积分可以用沿着 C 取的积分来代替.定理于是证明了' 


0 ,所以 


如果点^是 C 的一个角点，在其处两切线之间的角度等于 



，那么，利用公式 


(10) 来代替⑼式(其中应当令 



6 ) ，我们便得到索霍茨基公式的更一般的 形式: 


F + (Co)-F(^ 0 )+ 1-^/( ? 0 ), 


F-(Co) = F(Co)-^/X Co). 


(14) 


由索霍茨基公式(12)，而对于角点情形，由公式(14)，我们可以得出下面的结论 


当在点匕处越过积分的曲线 C 时，柯西型积分经历 


个跃距 


F + (? 0 )-F-(Co) = /(?o). 


(15) 


在 (15) 式中包含了在本目•开始时所提岀的，关于寻求使柯西型积分成为一个柯西积 
分的条件这个问题的解答.我们看到，如果曲线 C 是封闭的，并且在它的每一个点？ 


处都有 FK ) 


0 ,那么 FU ) 的由 C 的内部所取的极限值，即 F + U )， 便都等于 


/ U )， 而这就表明了， FU ) 是一个柯西积分.从另一方面来说，如果 FU ) 是一个柯 


西积分，那么 F + G ) 


/⑴，所以厂⑴ 


0 . 因此，要使积分 (2) 是一个柯西积分， 


其充分必要条 件是: 在曲线 C 的每一个点处都满足条件 

F - ⑴ =0. (16) 

这个条件，显然，同时也是 /(?) 在 C 上给岀的值是在 C 内解析的函数的边界值的条 
件.我们可以把这个条件表示成更方便的形式 _• 


定理 3 如果在 


条封闭周线 C 的每一个点处，函数 /(?) 都满足带有指数"< 


1的赫尔德条件，那么，要使它的值是 C 内解析的函数的边界值，其充分必要条件是， 

等式 



r/(M=o 


(n 




0，1，2,…） 


(17) 



* 如果 / U ) 在 c 的所有点上都满足带有同一指数 //>() 的赫尔德条件，那么柯西型积分在 z 以任何方式 
(分别从右或从左)趋向于 G 时，趋向于 F + a ) 或 FK )， 而不仅仅在 AM 有限时(见 [14]). 
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都成立. 


事实上，因为对于大的 I 



?- 


1- 



-1 




z 






n 



那么对于在无穷远点的邻域内的柯西型积分，我们有展开式 


F(z) 






2 m 


/(?) 













n 


2 m 


+ 



r/(M 


(18) 



由此可见，如果 （17) 中所有的条件都成立，那么，在无穷远点的邻域内就有 


F(z) 


0 .但是，由于柯西型积分 FU ) 在界线 C 的外部处处是析的，所以根据第 


20 目中的唯一性定理，由此推岀，在 C 的外部处处有 FU )=0. 因此，外极限值 
F -( ?)三0,亦即 F + (?)-/( C ) ，并且 /( ?) 的值是在 C 内部解析的函数的边界值. 

反过来说，如果 /(?) 的值是在 C 内部解析的函数的边界值，那么，对于位于 C 

的外部的任何一个点 z •来说，分式_作为点？的函数，在界线 C 的内部都是解析 

的，而在 C 上是连续的.于是，根据柯西定理，对于所有这样的 z ， 都有 


F(z) 


2 m 




c 


/(M 


0, 


而因此，在展开式 (18) 中所有的系数也都等于 0 .这便是条件 (17)， 定理得证. 

下面的定理也是很显然的. 

定理4在前面的定理的条件下，为了使 /(() 的值是 C 内解析的函数的边界 
值，其充分必要条件是等式 


2 m J 


c 


/( ⑽ 


0 


(19) 


对一切位于 C 外的点 z 都成立. 

现在我们考虑，在 C 上给出的值是在 C 外解析的函数的边界值的条件.首先我 
们注意，如果函数 / U ) 在 c 外包含无穷远点处是解析的，并且在周线本身上是连续 
的，那么对于无限区域下列柯西公式 成立： 


1 

「/(0 

2m % 

c z 


f(z) +/(°°), 


1 /( °°), 


对 C 外的点 
对 C 内的点 Z 


( 20 ) 


(周线 C 是按逆时针方向绕行的）. 

事实上，如果点 z 在 C 外，那么我们用一条把这点包含在其内的闭周线 CT 围住 
C ， 并且把第14目的柯西积分公式应用到由（:和^所限定的二阶连通 区域： 


f(z) 





2 m 



f (⑽ 




2 m 




c 


f(Qd^ 


(两条周线按逆时针方向被通过的）.因为在无穷远点的邻域内展开式 


/CO 


^0 



Cl 



+ 


• • • 


+ 




I 


+ 


• 参 # 
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成立， 其中… /( 叶函 数择无 穷远点处的留数等于 、=-/ ( oo )’ 并且，因 

而(见第24目）， = 这就是所需要的. 


如果点 z 在 C 内部，那么函数_在 C 和 ( T 之间是解析的，根据柯西定理 

r JUM- 「 /(d n 

.Z Jr z 

并且考虑到前面的结果，我们得到了 (20) 的第二个公式. 

根据所得的公式容易证明 

定理 5在定理3的条件下，使得 /(() 的值是在 C 外解析的函数 / U ) 的边界 
值的充分必要条件是等式 


2 m 


， /(d 

c z 


a — const 


对一切位于 C 内的点成立，并且右边部分的常数等于/(°°). 

条件的必要性包含在公式 (20) 内.为了证明它的充分性，我们指出，函数 


( 21 ) 


F ( z ) 



2 m J c 


/( ⑽ 十 



在 C 的外面是解析的，并且由条件 (21) 推出，它的从内取的极限值 F + (?)=0,而这 
意味着，根据索霍茨基公式 F -(^)-/(?). 定理得证. 

最后，当曲线 C 是单位圆时，我们引入与这种情形有关的定理4和5的有些不 
同的提法. 


定理6 为了使得在单位圆周 C 上的每一点都满足带有指数 "<1 的赫尔德条 
件的函数 /(() 的值分别是:1)在圆 U|<1 内解析的函数的边 界值; 或者 2) 在圆夕卜 
解析的函数的边界值的充分必要条件分别为满足 条件： 

1 ) 对 C 内的一切2： 

1 「 WOd^ _ ^ 

o ~ : —rr ——-= a 二 const ， (22) 

Zm J c z 

其中 a 等于所提及函数在时的值，或者 


2 ) 对 C 外的一切 z 



/(M 



二 0. 


(23) 


为了把这定理化为前面的一些定理，只要指出，如果 FU ) 在圆 \ z \< l 内是解 
析的，函数在该圆外部是解析的，因而在单位圆周 UI 二1 上，那里 


?二+，函数巧 U ) 从外的极限值与函数 F ( 幻从内的极限值复共轭(反之亦然）. 

53. 希尔伯特-普里瓦洛夫的边值问题 普里瓦洛夫在1934年提岀并解 
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决了下面这个边值 问题： 

在封闭曲线 C 上给定了两个复函数 a (?) 关0与6(()，都满足带有指数；/<1的 
赫尔德条件.要求找出两个函数，使其中的一个函数 / _ U ) 在 c 的外部，包括点 z = 
⑺在内，是解析的，而另一个函数 /+ u ) 在 c 的内部是解析的，并且这两个函数在 c 
上的边界值 r ( ?)与/+ (?) 必须都存在而且满足关系式 

厂 （？） 二 aU )/+(?) + 6(?). (1) 

这个问题当 6( ?)二0时，即当边值关系式有形式 

/ "(?) = a (?)/ + (?) (2) 

时的特殊情况，已经由希尔伯特 ( D . Hilbert 广在1905年解决了 .希尔伯特-普里瓦 
洛夫边值问题，在数学物理的各种问题中找到重要的应用(参看第55目）.必须指出， 
希尔伯特与普里瓦洛夫的解都是不完备的.数学家加霍夫 ( O . fl . raxcm ) 在1938年给 
出了一个既完备而又极简单的解 [13]. 这解便是我们在这里所引用的. 

我们先从希尔伯特问题 (2) 的解开始.函数 a (?) 的辐角在循 C 绕行一周时所获 
得的全部改变量再除以 2; r 而得出的那个 整数： 


j^A c arg = ( 3 ) 

我们称之为函数 a (?) 的指示数.我们先假定指示数等于0,即，假定函数 In a (?) 在 
周线 C 上是单值的.在这样的情形下解很容易求得.我们作出柯西型积分 



J C 


In q (^) d ^ 


(4) 


并且把这个积分在 C 的外部与内部所定出的那两个函数分别记作 F - U ) 与 F + ( z ). 
于是，问题的解便是 


厂 ( z ) = Ae ~ F ~ iz) , f + ( z )= Ae ~ F+(z \ (5) 

其中 A 是任意的一个常数(由上一目中的公式 (18) 可以推出 F - ( oo ) = 0 ,所以 A 二 
厂（°°)). 

事实上，函数 U ) 与 F + ( z ) 分别在 C 的外部与内部是解析的，并且具有由索 
霍茨基公式联系着的极限值_ . 


F-(?) = F(?)-^-lna(?), F + ( = F( ?) + yin a( ?) , 

其中 F (?) 是积分 (4) 的主值.把这两个等式换成指数的形式，并利用 (5)， 便得到 

f-(^ = A^We- F( ^\ ⑺， 

V a {^) 

由此得岀 = 


* 希尔伯特 ( Hilbert , 1862_ 1943) ，德国数学家 • 

^因为在 C 上， a 关0,所以 In a ( t ) 与 a ( f ) —起满足赫尔德条件. 
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这便是所需要证明的. 

我们来证明，所构成的解在可以相差一个常数因子 A 的程度内是唯一的.如果 

还存在着第二个解/,+ U )， 那么，由于函数 (5) 不会等于0,函数 = ，（幻也将 

j \Z) 

是解析的(各在相应的区域内）.根据边值条件 (2) ，在周线 C 上有 

，⑴ /! (r) f—(o n «(?) l, 

所以，根据连续延拓原理(幻与，（幻构成一个在整个^平面上解析的函数 
g ( z ). 根据刘维尔定理， gu )^ const , 这便证明了我们的结论. 

现在设 In () 不是单值函数，并且它的指示数-〃是一个负数.为了书写简便 

起见，我们还假设坐标原点包含在 C 的内部.于是函数 a 1 ( C )= T ^(() 的指示数便 

等于0,因为 

△ c arg a 1 (^) = / A c ：arg ^ + A c arg a (^) ^2 nn -2 im 二 0. 

所以边值条件 (2) 可以写成 

厂⑴⑴ (6) 

的形状.我们把所要求的问题的解，写成两个函数的乘积的 形式： 

广 （ Z ) ( z ) f2 ( z ). (7) 

由于在这两对函数中有一对是可以任意选取的，我们选择 /f U ) 使其满足关系 

式 

/r(?)=«,(?)/i + (r)- (8) 

因为函数 q U ) 的指示数等于0,故可以使用已经获得的结果，这就是说，可以令 

f ；( z ) = e - F ^ ( z \ f ；( z )^ e - F ^ z) , (9) 

其中巧 U ) 是根据边界值 lna ^ 0而构成的柯西型积分(见公式 (4) 与 (5) ，我们在式 
中取 A = l ). 

余下只需再选择函数/ 2 4 U ) ，使得在曲线 C 上有 

/ 2 - (?) 二 + / 2 +a )， do) 

那时乘积 (7) 将满足条件 (6)( 要证实这一点，只需使 (8) 与 （10) 相乘）.设这样的函数 
/ fU ) 已经选定，于是，按照 (10) 式，函数 / 2 + U ) 与// 2 — ( z ) 在 C 上相等，因而它们 

构成一个在整个有限平面内解析的函数，由于 /I U ) 在无穷远处是正则的，所以所 

构成的这个函数在无穷远处有一个不高于〃阶的极点，这表示它是一个多项式.因 
此， 


fi (z) = a 0 + 


z 
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fi ( 之 )= a 0 z n + a x — 1 + …+ 5 

回顾到公式⑺与⑼，我们便可以把现在所讨论的情形下的问题的解，最终写成如下 
的 形状： 


厂 U ) 




a, a 

(2 0 +」+ ."+— 


z 


n l -F 1 (z) 

e 1 , 


z 


( 11 ) 


其中 


f + (z) 


(a 0 z tl + a x z nl +- ^ a n )e 


+ 


-F (z) 




FAz) 


2 m % 


c 


in[rw)] 




( 12 ) 


公式 (11) 中的常数 a Q ， q ， …，都是任意的，并且其中的一个&，可以由给出 


/ _ (〜)的值来确定. 

所以，如果 函数 〆 ？) 的指示数等于 - 7 Z ，那么希尔伯特问题便有 n + 1个线性独 
立的解.引进记号 


G ± (z) = e~ F " (z \ 

这 rz + 1个解可以写成下面的 形状： 



(13) 


G + ( 2： ) , zG + ( 之 ） ， … ， z n G + (z). 

最后，我们来讨论当函数 a (?) 的指示数 n 是正数时的情形.原来，在这样的情 
形下希尔伯特问题没有在相应区域内解析的解.事实上，我们先作出指示数等于0的 


函数^ U ). 再像在前一情形中那样，把所求的解写成乘积的 形式： 

/ 士 (z)=f[ (z)ft (z). 

我们使第一对函数满足条件/「 （？） 二 A (0/ M ?)； 

ft U ) 在可相差一个常数因子的精度内可以求出，因为函数^ (?) 的指示数等 

于 0 .对于第二对函数，我们得出如下的边值 条件: 尺 u) = C 72+ U). 由此可以知道 

/ 2 _ U ) 与 // 2 + U ) 构成一个解析函数，这函数在整个完全平面内都是正则的，所以是 

一 个常数.由于在坐标原点处这函数等于 0( 因为在 c 的内部这函 数与 〆 y 2 + ( 幻相 

同），所以它恒等于0.这是不可能的' 

现在来总结所得到的结果. 

定理 1(0. 瓦加霍夫）如果边界函数 a (?) 的指示数 - w 不是正数，则希尔伯 
特问题 


* 如果允许所求的函数可以在某一个点，例如点2 = 00处有极点的话，那么这问题便成为是可解的.这时如 
果奴（)的指示数等于〃，那么就有唯一的一个解存在，它在无穷远点处具有<^阶的极点.见 rax 0 B [13]. 
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/—(c)=«a)r (?) 

有 w + 1 个形如 （13) 的线性独立的解，如果指示数7?是个正数，那么这问题便没有在 
相应区域内解析的解. 

我们转向解普里瓦洛夫问题 

/—U ) 二 aU)/+(?) + 6(?). (1) 

首先设函数的指示数等于0 ,即，对应的希尔伯特问题——在条件 （1) 中令 
6 (0 二0所得到的——有唯一的解 

f ；~( z )^ e - F±u \ (14) 

其中 FU 、) 由积分 (4) 来确定.我们仍旧用乘积的形式/^二/^幻义^来求普 
里瓦洛夫问题的解，其中的 /^ U ) 是由公式 (14) 所确定的.在界线 C 上，关系式 

必须满足(我们根据条件 (2) 把 a / T 换成/「 ）. 从这式子，再根据 (14) 来代换/「 （？) 
之后，我们便得到了对于 f 2 ( z ) 的边值条件 

(15) 

这个边值条件已化为给定了 / 2 U ) 在界线 C 上的跃距.回顾上一目中的索霍茨基公 
式 (15) ，我们便可以断定，函数/ 2 ( z ) 仅与柯西型积分 

F 2 ( z )^- j ^ \ (16) 

2 m J c z 

相差一个常数项，即， 

fHz ) = A + Fi ( z ), (17) 

其中 A 是一个任意常数. 

因此，如果函数 a ( ?) 的指示数等于0,那么普里瓦洛夫问题的解便可表示成 

fHz ) = e- F±{z) \A + Ft { z )\ (18) 

的形状，其中 FU ) 与 F 2 u ) 分别由公式 (4) 与 (16) 来确定， A 是一个任意常数. 

我们来证明所得的解是唯一的.显然，问题 ( 1 ) 的两个解的差必定满足条件 (2). 
由此知道，普里瓦洛夫问题的两个解，彼此仅可能相差一个希尔伯特问题的解.考虑 
到前面所证明的希尔伯特问题的解的唯一性，我们便知道，普里瓦洛夫问题的任何一 
个解，都可以由 （18) 中改变常数 A 而得到. 

如果函数 以？) 的指示数等于 - 〃，我们引入一个指示数等于0的函数^ = 

CV ?)， 再把函数产 U ) 写成乘积 /f U ) 的形状来探求它，其中 /f U ) = 

厂< ( z ) ，并且巧 U ) 由积分 (12) 来确定，又/ 2 ( z ) 要满足边值条件 

最后这个条件显然为下面那两个函数所满足 
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fi (z) 




a 0 z l + a x z 


+ 


• _ 


+ a n + z n F ； {z), 


其中 


^0 y a 


A 都是任意常数，而 F 2 ( z ) 按照公式 （16) 来确定，不过在其中要把 


F '(?) 换成 （（). 因此，在指示数是负数 
示成 


n 时，普里瓦洛夫问题的解最后可以表 



U ) 


^0 


+〜… + % + J p 2 -⑴ ，「⑴ 


Z 


Z 


(19) 



U ) 


I a 0 z n + a x z n 


-i 


+ …+ <2,, + z n p2 (z)\ e 


-F ： (z) 


的形状.同前面一样，容易证明，公式 (19) 包含了问题的所有的解. 


最后，如果函数 a (?) 的指示数^是正数，那么，用同样的方法，对于/: U ) 导岀 


条件 




对于 / 2 U ) 导出条件 


/ 2 — ⑴ 


r /2+( c ) + 6 U )/ 「⑺， 


其中 hU ) 表示根据边界值 In 所构成的柯西型积分.最后那个条件为函数 


fi ( z ) 


A + F 2 -(^), f + 2 {z) 


A + F 


z 


z 


所满足，其中 F 2 u ) 由公式 (16) 来确定，不过其中要用 PY ( ?) 来代替 U ). 容易 


证明，仅有这两个函数能满足我们的条件.如果点 


Z 


0是 A + F 2 u ) 的不低于 n 阶 


的零点，则函数 / 2 + U ) 在 z 


0处是正则的. 


如果把 f 2 + U ) 按照％的乘幂展开成泰勒级数，上述的最后那个条件的形状便可 
以有一些改变.为此.我们用 







1- 


Z 



+ 4 + ."+^ t ^ + 


? 2 



代入公式 (16) 中(在式中用 Fi 代替 F )， 便得到 


Fi { z ) 


2 m 



c 


b -^ p - e F ^° d ^- 


z 


2 m 



c 


m e F ；^ d ^ 


m m m 


z 


2 m 



c 




參春參 




由此知道，我们的可解条件可以写成 


C 


窗，、成=0 




(k 


1，2, 


_ # # 


， w ) 


( 20 ) 
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的形状(常数 A 应当取等于展开式中的自由项）.由此，在指示数〃为正数的情形下， 
只有当条件 (20) 满足时，普里瓦洛夫问题才能有正则解. 

现在我们来总结所得到的结果 

定理 加霍夫）如果边界函数 “（ C ) 的指示数不是正数，则普里瓦 
洛夫问题 

厂⑴二《⑴/十⑴+价） 

有一族依赖于 n + l 个任意常数的解 （19) .如果函数 a ( C ) 的指示数 n 是正数，则这 
问题只有当函数 6( ?) 满足补充条件 (20) 时才能有解. 

最后，我们要指岀，在这里所陈述的解希尔伯特-普里瓦洛夫问题的这些方法， 
也可以推广到不封闭的曲线 C 的情形中去.要作这样的推广，只需用一段连接 C 的 
那两个端点的曲线 c ，把曲线 C 延续成封闭界线 Cu ( c u -c + c ) ，并且在 cr 上令 

a (?)= l , 6(?)=0 

就是了.我们现在就 6( ()=0 ,而的指示数等于0 的简单情形来讨论，这时我们 
规定函数的指示数是当点^按两个相反方向循线 C 的两个边沿完全绕行一周 
时 ， arg a (() 的改变量.对于周线 Co 按照公式 (4) 与 （5) 来构成解广 （ z )， 这时公式 

(4) 中的积分是只沿着 C 取的（因为按照我们的规定，在 C / ilna (?)=0) .这个解 
f + ~ U ) 在曲线 C 的外部处处都是单值的解析函数(在 ( T 上由边值条件给出/+ (?) 二 
厂 （？)） ，而在 C 的两个边沿上则取值/+ (?) 与厂 （ C ) ，它们满足条件 (2) • 这情形与 
封闭界线的情形所不同的只是，一般说来，这个解在曲线 C 的两个端点处是无界的. 
但是，可以证明，如果 a ( G 满足赫尔德条件，那么，当趋近 C 的端点时，这个解变成 
阶数小于1的无限大. 

如果拿任意一个在界线 C 上的点处是解析的函数 gU ) 来乘问题的解广 U )， 
那么乘显然也是同样的边值问题的解，如同 /"( z ) —样.利用在不封 
闭的界线 C 的情形，问题的解容许在 C 的端点处变成阶数小于1的无限大这一点， 
因此有时也可以用一个除了在 C 的某一个端点处以外处处正则的函数，来乘这问题 
的解(幻.这些结果我们将在应用中利用(见第55目）. 

与不封闭的界线的希尔伯特-普里瓦洛夫问题有关的问题的完整的叙述，读者 
可以在 H . H . 穆斯海利什维里的专著 [14] 的第四章中找到.在那专著中还引了赫维 
德里择在1941年所给岀的，对 ( D . fl . 加霍夫方法在多阶连通区域中的推广. 

54. 凯尔迪什-谢道夫公式 下面这个混合边值问题*在应用上显得非常重 
要： 

在单连通区域 D 的边界 C 上给出 •吾 ' a " b '， a 2 ， b 2 , … ， a H ， b n ，按它们写给的 次 
序排列.求一个在这区域 D 内解析的函数 / U )， 其实数部分取在弧上给出的值, 


* 这问题是所谓希尔伯特问题的一个特殊情况(见第55目）. 
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而虚数部分取在弧心七 + 1 上给出的值(是, n ; a tl + l — a x ). 

凯尔迪什与谢道夫在1937年给岀了这一问题的完整的研究，并且证明了，一般 
说来，它在接近弧的所有端 点&和 ~处没有有限的解.如果放弃 /(z) 有限的条件和 

只要求对 /U) 的积分有限，那么问题将被解岀，其精确度到 U + 1) 个任意常数.最 
后，他们证明了，如果此外还要求 /U) 在端点中某 n 个附近是有限的，并且在某一 
个边界点上给出它的值，问题将有唯一解. 

我们更详细地讨论下面的情况.还假设区域 D 是上半平面，显然，借助于共形映 
射，任意单连通区域可化为这种情况. 

这样，假设在I 轴上给定点 - < 心 < a 2 <6 2 <〜< a„ < < 00 和两个有 
有限个第一类间断点的实_数 mU )，〆 ^)， 并且定义在所有区间上， 
而^1)定义在所有区间(心，化 + 1 )上4 = 1，2，"*^;〜 + 1 =〜）.再假设在区间 
(-⑺^^和 ㈤ ，°°)上函数对某个 ju >0满足形如 I v ( x ) | ^const/| x 的条 

件.要求找岀在上半平面解析的函数 /U) ，使得在区间 ( ^，心 ） 上 

Re f ( z ) — u ( x ) , 

而在区间（心 ，七 + 1 )上 


lm f ( z ) — v ( z ). 

如我们上面所说过的，下列定理成立 

定理(凯尔迪什-谢道夫）对于上半平面的混合问题有满足以下条件的唯一解 

f ( z )： 

1) /( z ) 在一切点 〜近 旁是有界的； 


2) 在一切点心近旁积分 f ( z ) dz 是有界的； 

% 

3) 当 z — oo 时, / U ) 有有限极限 /( oo ), 为简单起见设这极限是实数. 
为了证明我们记 



其中仅考虑根式在线段 (6„， oo ) 上取正值的分支， n 是表示相乘的记号.设 z 是在上 

半个平面中的任意一点，把它用一条由上半个圆周 

C r ： \^\=R, Im ?>0 

与实轴上的一段线段 （ - R , R ) 所构成的封闭周线 C 围起来.假设 / U ) 已找到，那么 
按柯西公式有 


但是，显然因为 


f ( z ) g ( z ) 


1 「 /( 仏⑴ 


2m J c z 


d $. 


( 2 ) 
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所以也存在着极限 


卜 cx) ^ - Z ° 


因此，函数在点 g 


00 


的邻域内有展开式形如 


/a) 《 a) 


/(°°) + 




⑶ 


其中当〜时^〔)一0,把 (3) 式沿着半径足够大的半圆周 C K 来积分，我们得到 


2 m 


C R 


fU)g(0 




2 


/( 




2 m 







dK 


因为当卜 oo 时， 〆 ？) 
极限情形时便给出 


0,所以右端中的积分当 i ? 


〜时趋于0,于是，关系式 (2) 在 


f(z)g(z) 


f(Og( 


2 m 



dt + -y/C 00 ), 


⑷ 


其中的积分是沿着实轴取的.在公式 (4) 的右端中把 z 换成£，我们可以类似地得到 


0 


2ni 






2 


/( 



在最后公式中我们转到复共轭量上，并且把它与前一公式 (4) 相加: 


f(z)g(z) 


2 m 






<*+/( oo ). 


现在我们注意，乘积 II 


— b 



在线段（心，~)上是负的，而在（心，七 +1 ) 上它是 


正的，所以函数 g ⑴在 U ， M 上取纯虚值，而在线段(心 ，〜 i )上取实值.考虑到这 
个，我们把最后的式子改写成 


f(z)g(z) 


2 m 


HI ； 


1 





9% 

2 


1 



〜 1 fit) 


^ t ) 



g(t)dt\ + /(°°). 


(5) 


这里右端部分是已知的，因为在区间 ( A ，6 J 上已知 Re / U ) 



( 艺），而在 ( 心，七 +1 


上已知 Im f(t) 



(t). 由此可见，我们得出所找的凯 尔迪什-谢道夫 公式: 


/( 



TC 


ig(z) 


z 


1 











/(°°) 

g(z) 


⑹ 


(第二个和中的按线段 (6„， a „ + 1 ) 积的反常积分，根据加到 Z ； U ) 上的补充条件，是收 
敛的）. 

留下需要证明，这公式所确定的函数实际上解了那个混合问题.为此，我们来考 
虑和式 (6) 中的一个项 


fk(z) 



7rig(z) 






(7) 
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乘积 AUkU ) 是根据函数 〆 d 


2 w ⑴ g ⑴构成的 


个柯西型积分.当 


Z 


从上 


趋近于线段(％，心）上的一个点~时，它的极限值按照第52目中的索 
霍茨基公式 (12) 


fk ( to ) g ( h ) 






(h)g(h) 


⑻ 


来确定，其中的根据第52目中的公式 (8) 等于 


TCI 


u { t ) g { t ) 



( to ) g ( to ) 


dt + u ( t 0 ) g ( t 0 ) 




( 广 o)g(fo) in bk 


% 


7CI 


O^k 


⑼ 


考虑到当〜时，对数的从上面趋近线段 U ，心）时的极限值等于 


In 


b k 


a k 




In 


b k 




17 C 


(我们考虑对数的在 z 轴上从这线段(^，~)的右边开始取实值的那个分支），在把公 
式 (8) 中的$(心）由 (9) 来代换，并约去后，我们可以把公式 (8) 改写成下面的 


形状: 




m 




⑴ 


g (0 

glh ) 



( to ) 


dt + u ( t 0 ) + 



(^ o ) j n b k 


% 


m 




( 10 ) 


因为当 f 与 


在线段 ( A ，~) 上时，函数 


g ⑴ 


-b 


a 


取纯虚数值，所以公式 (10) 中的积分是一个实数，而且项 In ^ 




也是一个实数.因 


此， Re /: U 0 ) 



(~).现在如果 z 从上趋近于在某一线段 ( ，心 ） 上的一个点 


k^k ，那么极限值 f ：{ t x ) 便可以由直接把 



/ ；( 


Tag 



=~代入积分 (7) 而 求得: 


a k 


在这里是纯虚数， gU ) 也是纯虚数，因此，/:(~)的值是一个纯虚数，所以 


Ref：(t 


0 . 最后，如果 z 从上趋近于在某一线段 (6 V , a v+1 ) , v 


1 , 2 , 


, n 上的一 


个点那么极限值等于 





Tdg (t 


⑴ g ⑴ 


dt • 


a k 


在这里 g (〖 2 ) 是实数⑴是纯虚数，所以/: U 2 ) 的值是实数，而 Im /: ( 


0 


从上面的讨论中可以 得出： 函数 



* 


U ) 


7 dg ( z ) 


r . 





k^l ^ a k 
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的实数部分在每一段线段 U , ，~ ) 上都取所给定的那些值 u ( t ). 而它的虚数部分在 

每一段线段，心 +| ) 上都等于 0. 

我们可以完全类似地证明，函数 




^g(z) t 



“川 v { t ) g { t ) 


(it 



的虚数部分在每一段线段（~，^ +| )上都取所给定的那些值 ！；（/)， 而它的实数部分 
在每一段线段)上都等于 0 . 

由此推出，函数 (6) 


( 2 ：)+/** ( z ) + 4 ((:)) 

确实是那个混合边值问题的解(最后那一项的存在不会使边界值有任何改变，因为 
/( 叫是实数，而 gU ) 在线段為）上取纯虚数值，在 线段认，〜 ,）上取实数值). 
从函数八 U ) 与 / mU ) 的构造中知道，当 z - oo 时它们都趋于0;这时函数 gU ) 趋 

于1，所以，在无穷远点处的条件也适合.由公式 (6) 的推导中还可以知道，它给出了 
混合问题的满足条件 1) 一 3) 的唯一的解.定理得证. 

现在证明，如果在那些点&处，去掉 /( 幻是有界的这个条件，而仅要求积分 


是有界的(如在 点&处 那样），那么，在给定 /( oo ) 的值时在这问题的解中 

hJ 

将包含〃个任意的实数常量.事实上，就任何一组实数常量心，;^，…， Am 来说，函 
数 


h ( z ) = 


)^0 + A: + …+ 7n-xZ~ X 



(ID 


的实数部分在所有的线段上都等于0 ,而它的虚数部分在所有的线段（心， 
w +1 ) 上也都等于0.当 oo 时，这函数显然趋于 0. 因此，我们可以把这函数添加到 

公式 (6) 所确定的那个函数 /( Z ) 上去，所得的和便给出一个在上半平面内解析的函 
数，它在那些点 W 与&的邻域内都具有有界的积分，在无穷远处取给定的实数值 

/( oo ) ，所以是我们这个混合边值问题的解. 

引入记号 


P ⑴，在线段(七，心）上， 

在线段(心 ，1 ) 上 

U 二1，2，…， w ) ，我们可以把凯尔迪什-谢道夫公式写成 


( 12 ) 


的形状，其中的 gU ) 与 / lU ) 由公式⑴与 （11) 来确定.可以证明，公式 （13) 包含了 
这问题的满足所设条件的所有解答 ( H . M . MycxejiHinBH jih [ 14]). 
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在下一目中我们将要应用到变换成下述情形的凯尔迪什-谢道夫 公式: 那时所考虑的不是上 


半平面，而是圆 


Z _T <T 


.要完成这个变换，我们可以利用那个把圆^ 


j < 4 ■映到上半 


Z 平面上去的分式线性映射 


Z = 


IZ\ 


1 一 V 


(14) 


以 (14) 代人公式 (13) 中，并且为了简单起见，在 (13) 中令 / iU ) = / (⑺ ）= 0, 然后重新用 Z 代替 Zl , 
又用？代替“我们便得到 


f(z) = ^Tz 









(15) 


其中 C 是圆周= 是一个给定在圆周上的函数，在 U A ) 上等于以？)，在 U ， 

〜 + 1 ) 上等于 & a ), 又是按照⑴式来确定的(点化，心都在 c 上）. 

完全类似地可以把公式 (13) 变换到单位圆 \ z\<l 的情形中去.这时凯尔迪什-谢道夫公式的 


形状是 


f ( z ) 


mg\z 


ici 








+ 


w m 

n 


Z 


<^kbk 

- a k )(z - b t 


( c 0 z n + C \ z 


-l 


+ ••• +〔”）， 


(16) 


其中^是一些复数常量，满足条件 
的书 [14] 中查到. 


k 




c k . 公式 (16) 的推导，读者可以在 H . PI. MycxejiHiiiBHjiH 


55. 其他边值问题 在这里我们还将讨论一些解析和调和函数理论的一些边值 


问题. 


(1) 黎曼 


希尔伯特的边值问题 


这问题可以表述如下 


求一个在区域 D 内解析而在 D 上连续的函数 


f ( z ) 


u ( z ) + iv ( z ) ， 


使其在区域的边界 C 上满足条件 


a(^)u(^) ~ b(^)v(^) = c(^). 


⑴ 


其中 a ，6， c 都是给定在边界 C 上的实函数. 

我们引用 H . M . 穆斯海利什维里所给出的黎曼-希尔伯特问题的解法.如果 D 
是一个单连通区域，那么，便可以借助共形映射把这问题化成 D 是单位圆 M <1时 
的情形.我们就来讨论这一种情形，此外还假定函数 a ，6， c 都满足赫尔德条件，并且 
在 C 上处处有 


a 


2 + 6 V 0. 


我们可以把边值条件 (1) 改写成 


2Re(a + ib )/( ?) = (a + ib)f{ ?) + (a — f6)/U)=2c 


⑵ 


的形状.在单位圆的外部令 
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并且用 FU ) 来记在圆 U | < 1内等于 /( 幻而在此圆外部等于 /. ( z ) 的函数. F ( z ) 
在 C 上左面的极限值是 

F + ( G 二/⑴， 

而其右面的极限值是 




(最后这个等式可由定义 (3) 及在 C 上+ = C 得岀）.因此条件 .（2) 可以改写为 

U + ib ) F + (?) + ( a - ib ) F - ⑴ =2 c ， (4) 

或 F - ⑺二 AU ) F + ⑴ + BU )， (5) 

其中 



( 6 ) 


因此，求黎曼-希尔伯特问题的解，可以化为求第 53 目中的希尔伯特-普里瓦洛夫 
问题的解. 

但是并非问题 (5) 的任何一个解 FU ) 都能给岀问题 (2) 的解，因为，一般说来， 
那个联系着 FU ) 在关于圆周 | ㈡ 二1相对称的点处的值的条件⑶不被满足.但是， 
在有了 (5) 的任意一个解 FU ) 时，便容易来构成一个满足这条件的解.为此，我们除 
了 FU ) 外，再考虑函数 

F* “ ) = F ㈤ ， 

并且注意，这函数在 C 上也满足条件(4广 ， 从而也满足条件 (5) .而这时条件 (5) 便 

暑 

也为函数 


^-\ F ( z ) + FAz )\ 

所满足，而且这函数显然也满足条件 (3). 所以，这函数在单位圆的内部便是黎曼-希 
尔伯特的边值问题的解. 

(2) 倾斜导数问题 这问题可以表述 如下： 

求一个在区域 D 内调和，并且在 D 内与其一阶偏导数都连续的函数 mU )， 在 
这区域的边界 C 上满足条件 



du 

dx 


+ 6⑴ 


du 


C (?)， 


其中 a ，6， c 为给定在 C 上的实函数. 


(7) 


* 事实上，在 C 上有 

而且当 Z 自左面趋近 C 时自右面趋近 C . 所以，在关系式 (4) 中换成复数意义下的共轭量时，我们便得到对 

Z 

于的同一 条件. 
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问题的名称可解释成，条件 (7) 可以改写成形状 



(r) 


其中 g 表示在向量/ = a +必的方向上的导数，这向量相对于 c 倾斜某一角. 

在上一问题中曾被引入的假设条件下，倾斜导数问题就化为该问题.事实上，通 
Hf ( z ) = u + iv 表示 M 为自己的实数部分的函数，并且令 = 

+ /%.现在条件 (7) 重写成形状 

也就与条件 (1) 相吻合.由此可见， / U ) 可以用 (1) 中所描述的方法求岀，而 f ( z)M 
过简单的积分就可找到. 

(3) 在某些问题中，例如，在研究具有混合型偏导数的微分方程时(有关这些方 
程我们将在下一目中谈到），会遇到如下的倾斜导数问题的不同版本％ 

设区域 D 以实轴上的线段 U ,6) 与某一条其端点在点 a 与6处的曲线 y 为其 
边界，并设在 6) 上与 y 上分别给定了两个连续实函数 〆X )与0(§).要求构成一 
个在区域 D 内的调和函数 w ( z ), 使 

努-笔 = 9 ( X )， *( a ， 6 ) 上， | ⑻ 

u = ip(^), 在 y 上」 

显然，為 d 与卜 高表示按方向 Z 求导， Z 与： T 轴组成一个角 - | •为了要解这个 


问题，我们使用一个把区域 D 映到扇形 0 <arg 上去的共形映射 2 = /(^)， 


使弧 y 变换成射线 〆： arg q =0,线段 ( a ，6)变换成射线 arg & 并且把点 a 与 


b 变换 成〜与 0. 而在我们这个映射 

下， y 上给出导数的这方向便变换成: r 轴的负方向（图 125) .所以，对于由所求的函 
数所变换成的那个调和函数 

uifizx)]- u^z^) 

来说，条件 (8) 中的第一个条件可以写成 






( 9 ) 


* 参阅 M: A. JIaBpeHTbeB h A. B. BHaa^3e K npodneMe ypaBHemm CMeuiaHHOiX) Tima llJXMi CCCP. 

1950. T . 20, No . 3. 
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图125 


第二个条件变成关系式 

^1 ) =必 [/( 工 | )] ， 

在对七求导数后，这关系式便有形式 

為=勞.奢 y [/ U )].|/ U )|， ⑽ 

其中3 =〆 表示沿着曲线 y 取的导数.因为条件⑼与 (10) 中的右端都是已知函数， 
所以，我们的问题便可以化为根据函数 > 在扇形 

^ OC | 


0<arg z x <^ 

的边界上的值来求调和函数的问题，即，化为狄利克雷问题. 

^30 \ 

用类似的方法，也可以解决更为一般的问题.设在单连通区域 D 的边界 C 的一个部分 C , 上， 
给定了连续的实函数 〆 ？)，《(?)与 M ?)， 且 

a 2 + b 2 ^). 

在边界 C 的其余部分 C 2 上给定了一个连续的实函数要求构成一个在区域 D 内的调和函数 
wU )， 使它在边界上满足条件 

+ 在 C 上 

w = 0( ?) > 在 C2 上. 

这边值条件中的第一个条件，可以理解为给出了沿着与弧(^形成一个已知角度的方向所取 
的导数.利用第44目中的契磋蒂公式，可以构成一个把区域 D 映到一个区域上去的共形映射 

之 1 =/ U )， 

使得这映射把弧 c 2 变换成一条垂直于^轴的直线，而把在第一个条件中所说的那些方向——沿 
着这些方向的导数是已知的——也变换成垂直于^轴的方向，这时曲线 c \ 在映射下的像的形状 
便可以确定.这时必须对那些给定的函数再添加一些条件.以使得弧(^与 c 2 的像能围成一个单连 
通区域 . 


也同前面所研究过的那种情形一样，在作了这样的映射之后，问题便化为对于偏导数 


3 u 


的狄 
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利克雷问题. 

(4) 关于调和函数的混合问题 这问题可以表述 如下： 

在一个单连通区域 D 的边界 C 上给定了 2 w 个点 q ， b " a 2 ， b 2 , …， a ”， b n ，这些 
点是按照它们所写出的顺序排列着的.又，在弧 (A ， 心），（心，〜 + 1 ) U 二 1，2, …， 

〜 + 1 = ai ) 上分别给定了实函数 〆 ？)与 0((). 要求找出一个在区域 D 内的调和有 
界函数 2：) 来，使它满足下述边值条件： 

u — 史 （ 0，在(〜 ，心） 上， 

= 4( C ) ，在（心 ， a A + i ) 上， (11) 

其中 g 表示 t / U ) 的按 C 的内法 线方向所取的导数 • 


我们来证明这混合问题可解，而且它的解是唯一的.显然，借助一个辅助的共形 
映射，可以把这问题化为区域 D 是上半平面时的特殊情形，于是边值条件 (11) 便成 


为 



9 ( X )， 在(％，6*)上， 


du 

d y 


ip ( x ) 在 { b k ，〜 + 1 )上 


( 12 ) 


的形状(变换的方式完全与通常一样，例如见第44目中的式 (6)) .而对于这种特殊情 
形来说，我们这个混合问题的解便可以借助凯尔迪什-谢道夫公式而得岀. 


事实上，设 / U ) 




u + iv 是一个在上半平面内解析的函数，以 w 作为它的实数 


部分，并设 


fi ( z ) 


f(z) 


Ui(x 9 y) + iv x {x,y). 


我们有 



du 


Vi 


dv 

dx 


du 


石， 


所以，对于函数 U ) 来说的边值条件 (12) 的形状是 


Ui 


幻 1 


- < p '( x ) 9 ^ E ( a k ，心） 上， 

— #(* r )， 在〜 + 1 ) 上. 


(13) 


问题 (13) 的解 / Jz ) 可以由上一目中的凯尔迪什-谢道夫公式 (13) 来给出，并 


且，那公式中所采用的关于积分 / Jddz 在点^与&附近是有界的这个条件，保 

% 

证了问题 (12) 的解 i / U ) 是有界的，因为 i / U ) 可按照公式 

u ( z ) — Re fi ( z)dz (14) 

J i 

由 / iU ) 来确定. 

当把问题 (12) 化成问题 (13) 时，我们对那个在 n 个线段(^，~)上给定的函数 
p ( x ) 求导，然后，我们再应用公式 （14) 所构成的函数 ( z ) 积分.所以，用我们的方 
法，只是在可以相差一个常数项(在不同的线段上可以是不同的)的精度内，得到了要 



[56] 
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在线段 U A ) 上等于已知函数 〆 x ) 的那个函数以 z ). 可是，在凯尔迪什-谢道夫 

公式中有72个任意常数存在，这便允许我们可以适当地选择这些常数项，使得 
在每一段(^，~)上的值都完全与 〆 •!：）相等.这样，便证明了关于调和函数的混合 

边值问题是可解的. 

现在我们来证明，在有界调和函数类中，这问题的解是唯一的.设 Wl ( Z ) 与 
化“)是两个在上半平面内的有界调和函数，都满足条件 （12) .它们的差 u ( z ) = 
u . iz )- M 2 U ) 也是在上半平面内的有界调和函数，并且 

W =0,在（〜，心）上， 


du 


0,在(心，〜 +1 ) 上. 


根据第42目中的对称原理，调和函数 g 可以经过这《条线段（&，^ +1 )作解析延 

拓.所以，函数 u 也可以作这样的延拓.经过延拓之后的函 数^在 〃条线段(^，心) 

之外是有界调和的，在这〃条线段上它取等于0的值.因此，函数 u 是对于去掉了 n 
条线段 ( A ，&) 的平面的狄利克雷问题的解，问题中的边界值等于 0. 根据关于狄利 

克雷问题的解的唯一性定理，我们得出 W =0,而这便是所需要证明的. 



在本节中我们考虑把复变函数论的方法应用于偏微分方程理论的某些问题，以 
及连续介质的力学问题和上面提到的大量其他问题.我们将用具体例子来进行叙述， 
部分作为例子已经叙述过，而部分是新采用的. 

56. 偏微分方程 上面我们详细地说明了复变函数理论与拉普拉斯方程的联 
系.这是源自欧拉，特别是黎曼的著作的函数论的经典方向.但是最近对函数论与其 
他偏微分方程的联系加强了注意.这种联系中最简单的一些，我们就在这一目中研究 
清楚. 

( 1 ) 卡莱曼 ( Carleman ) 方程组 在偏微分方程理论中近几年来成功地使用一些 
方法，这些方法是建立在把解表示成复形式的基础上的.这些方法的发展主要在韦库 
阿、贝尔斯 ( L . Bers ) 、伯格曼 ( S . Bergman ) 等等的著作中.作为例子，遵循 H . H . 韦库 
阿，对一阶偏微分方 程组： 


du _ dv 

3x dy 


+ au + bv y 


du 

d y 


dy 

dx 


+ cm + dv 



引入这种表亦，其中 a ， 6 ， c 和 ( i 是某个区域 D 内变量 x 和 3 ；的连续函数. 

方程组 ( 1 ) 是西-黎曼条件的拓广(当 a = b = c = d = 0 我们就得到柯西-黎 
曼条件).某些弹性薄膜理论问题、气体动力学和连续介质力学的其他分支的问题都引 



• 256 • 第三章函数论的边值问题及其应用 [56] 


岀这方程组.这一组方程最早由卡莱曼+研究，他证明了方程组(1 ) 的解的唯一性定理， 
这类似于第20目中的定理 1. 韦库阿 ( M . H . BeKya [15]) 对方程组 (1) 及其应用进行了详 
细研究.往后为简单起见，我们处处假设函数 m 和 r 在区域 D 内具有连续偏导数. 

在推导表示式时利用复数求微分的记号 


d _\[d d \ d _ \ ( 3 d \ 

dz 2 \^X 1 3 y j ’ dz 2 \ 3 x 1 dy / 

是方便的.例如，其中第一个在应用到复函数 w=u + iv 时给出 

3w _ J_ / 3(u + iv) , . 9(u + iv) \ / d_u 一 d_v \ , 1 / c)v , ^_u \ . 

2 \ dx 1 dy ) 2 \dx 3 y j 2 \ 3 x 3 y ) l * 

特别是柯西-黎曼的解析性条件借助于这个记号可写成 = 0 的形状. 

首先我们引入一个在某一区域 D 内具有连续偏导数的任意函数 W U ) = u + iv 
的表示公式.为此，我们利用黎曼-格林公式，该公式在用记号 (2) 下可写成 



w ( Od ^ = 

C 




% 




d^drj 



形状，其中表示 D 的边界.对于解析函数^二0,公式 (3) 显然就表示 
柯西定理. 

下面完全与(第14目中)从柯西定理推岀柯西积分公式时的做法一样地进行，从 
区域 D 中除掉固定点 z 的一个由具小半径的圆周 c 围起来的邻域 d ， 并且把公式 (3) 


应用于区域和函数齊，我们得到 


2 i 




(r) 





?一 



取一 


21 



(?) 




c 卜之 


dK 


6 -d 


^wd^drj 


使邻域的半径趋于0,我们像在第14目中一样看到，积分 




的极限等于 


2; r / zt ;( z )， 从而得出所要找的表示公式 



2 m 


C 








dwd^drj 


对于解析函数，二重积分消失，我们来到了柯西积分公式. 


(4) 


应用这一公式去解卡莱曼方程组 (1) ，借助微分标志 (2) ，这方程组可写成一个复 
方程的形式 


dz 


— Aw + Bw ， 


(5) 


其中 zv = u + iv y A = 



(a + d ^ ic — 必 ） 和 B = 



(a — d + ic + ib ) • 因此，公式 (4) 


来 


卡莱曼 ( T . Carleman , 1892 — 1949) ，瑞典数学家. 



给出如下的方程组 (1) 的解的复表示式 



2ni 




u ){ 










d^drj 


⑹ 


我们再引入一个卡莱曼方程组 (5) 的解的更方便的复表示公式.设 




U ) 是 


这组方程的一个任意解， N 是 D 中使 



0的点的全体.通过 M 表示集合 D - iV . 令 


x ( 


A ( z ) + B ( z ) 





Wr 


若 z 属于 M ， 


0, 


若 


z 


属于 N 


函数％)单独地在 M 和 iV 上连续，显然是有界的，因为对于 D 中任意一点 z ，我们 
有 | Z U )|<| AU )| + | B ( z )| .因此函数 Z U ) 按区域 D 是可积的，亦即积分 


CO 


7 T 



yiQdedy 

i - ^ 


⑺ 


有意义. 


容易验证(参阅第16目），函数在闭区域 D 外部是解析的，且 co ( oo ) 


0 . 


我们证明，在函数 xU ) 的任何连续的点 



处存在复导数 



a 


dz 


x ( 



⑻ 


事实上，我们把由周线 



所围的点 



的邻域 d 划分岀来，并且把 co ( z ) 表示成两个在 


整个平面上连续的函数 A (幻和 co 2 ( z ) 之和的 形式: 


ct ) i ( z ) 




yiQdedy 


⑴ 2 ( 之） 


xiQd^dr] 



-d 





函数 aU ) 在 5 外解析，而 o > 2 U ) 在 d 内解析，因此， 





( z)dz 


C 


Y 

Ti 



coi ( z)dz 



C 


Ti 



co 2 ( z)dz 


C 




⑺ l 


( z)dz 9 



其中 L 表示包含 D 的足够大半径的圆周(我们利用柯西定理，根据这 


定理等式中 


间部分的第一个积分可以用沿 L 的积分来取代，而第二个积分等于 0) .用0^(幻的 
表达式取代它自己，并且改变积分次序，我们得到 
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( z)dz 


C 


2ni 



乂 （0 脚 7] 


d 



L 


dz 


JJx ⑴棚 7 


如果这等式的两部分除以区域^的面积^并且使用极限关系式 


do ) 

dz 


lim 


2 is 



( z)dz 


c 


这关系式根据中值定理由公式 (3) 推岀，那么当 d 
公式 (8). 



时的极限中我们获得所要求的 


现在我们来考虑函数 


9( 




U ) 



(z) 


⑼ 


显然，它在 D 中是连续的.如果 Z 属于集 M ， 那么利用乘积和指数函数的复微分规则 
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[56] 


(这些规则容易验证），我们得到 

^ + w j ~ e<，> ^ (Aw + ) =0 . 

由此可见，函数 ^ U ) 在集合 M 上是解析的.容易看岀，它也在集合 JV 上是解析的. 
事实上，函数 w u ) 在每一个它等于0的点上是解析的，因为在这些点上按照方程 

(5)^^ = 0. 因此，对 JV 中任意一点 z Q ，关系式 


cp( Z )-cp ( ZQ ) 二 ⑴ 

Z — Zq Z — Zq z — Zq 

当之― A 时，有极限等于亦即 pU ) 在点 Z 。 上可微. 

由此可见，函数在区域 JD 内处处解析.最后，我们指出，根据公式 (9) w u ) 
的零点与 ^ U ) 的零点相同，并且根据第20目中的唯一性定理，这些零点的集合 iV 
不可能在 D 内有极限点.因此，这个集合不影响公式 (7) 中的积分的值，并且可以把 
这公式改写成形状 


co ( z ) 


1 




n 




z ) 


d^drj 


公式 (9) 现 在给岀所求的 通过解析函数 ^ U ) 的卡莱曼方程组的解的复表示 


w ( z ) 



Z 


)exp 


1 




7 t 


% 


A(r)^(r) + 


来 


d $ dr / 


( 10 ) 


这公式曾被 H . H . 韦库阿得到，并且与他独立地(在更限制的假设条件下)被 L . 贝尔 
斯得到.从这公式推出，在零点和极点的关系方面卡莱曼方程组的解有像解析函数一 
样的性 状:第 20目中关于零点的定理、第23目的辐角原理和鲁歇 ( Rouch 6) 定理以及 
其他定理推广到这些解上(我们已经在上面指出过).但是，我们要指岀卡莱曼方程组 
的几何性质本质上不同于解析函数的性质 

(2) 线性椭圆方程组 我们考虑所谓子午面静电场，也就是一个空间场，这场的 
向量放置在经过某一轴的平面上(我们取这轴为 z 轴），并且只依赖于到此轴的距离 
r 和沿该轴的坐标 t 这场，显然，完全由置于笛卡儿坐标平面 （ r ， z ) 的平面场所描 
述，但是它的方程不同于47目中的方程.事实上，利用柱面坐标中旋度与散度的已知 
表达式，并且用 &和 艮分别表示强度向量£的分量，我们把没有电荷和场势能的条 

件写成如下 形状： 


HrE z ) 

dr 


3(rE r ) 

dz 



dE r dE z 

~J^ = ~d7 


(ID 


像在 46 目或 47 目中一样，从这些条件可以断定，存在两个函数 u ( r 9 z)m 


* 符号 exp a 通常表示 • 

** 见 B . B . lIIa 6 aT (沙巴特）“关于卡莱曼组解实施的映射 ”（06 oro 6 pa > KeHHSTx , ocymecTBjiHeMbix pememwiMH 

cHcreMbi KapjieMaHa//YcnexH mst. Hayx )1956.11 卷 3(69) •第 203 — 206 页. 
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v ( r ， z ) ，对它们有 


rE 


(iv 

D r 


rE 


r 


c)v 

石， 


E 


cl 


U 


r 


d r ， 


E 




因此它们由关系式 


cl 


U 



c)r 


(，v 

Dz 


cl 


u 


r 


3 z 


dv 


( 12 ) 


联系着.这些函数完全描述了子午面场. 


方程 ( 12 ) 是一阶椭圆型线性偏微分方程组的特殊情况 


77 v = au x + bu y , — v x — du x + cu v , (13) 

其中 a ， b ， c ， d 为变量 jc 和 3 ; 的已知函数，对于它们来说，在所考虑的区域 D 内处处 

满 足椭圆性条件 




(14) 


(为了书写简便起见，我们用 


u 


来表不 


Ou 


). 某些气体动力学、可塑性理论、曲 


面的弯曲理论等问题同样也引岀这些方程组.这些问题在韦库阿、贝尔斯、帕洛寿、鲍 
雅尔斯基等作者的著作中被研究过，这些作者建立了一系列事实，它们把这些方程组 
的解与解析函数拉上了亲近关系.线性方程组解的理论作为最简单的组成部分而列 
入拟共形映射的一般理论'在所列作者的著作中证明了，对于方程组 (13) ，拓广28 
目中的黎曼定理的映射存在定理是成立的，并且这些方程组的解具有一整套完全类 
似于共形映射的性质的几何性质.不可能在本书范围内讲这些结果_，这里我们只列 
举一些最简单的事实. 

可以证明_，方程组 (13) 几何上表示平面 z = +以上的从一族 

y(X - x) 2 ~2p(X- x)(Y - y) + a{Y ~ y) 2 = ph 2 (15) 

中的无穷小椭圆变换到平面 zv=u + iv 的椭圆 

7 X {U - u) 2 -2^ X {U - u){V ~ v) a x {V - v) 2 = p x h\ (15，) 

的条件，准确到高阶无穷小(图126)，并且椭圆的方程的系数通过方程组 (13) 的系数 
按照 公式： 



来见拉夫连季耶夫 ( M . A , JlaBpeHTbeB ) 的著作 “06 maji 3 aAa^a TeopHH KBa 3 HKOH 4 »pMHbix oro 6 pa>KeHHH njiocicHX 

o 6 jiacTeft ” ( MaT . c 6, 1947. 第 21 卷•第 2 期. 286 _ 320页）和 “OcHOBHafi 3 aftaMa TeopHH KBa 3 HKOH^opMHbrx 
oro 6 pa)KeHHH njrocKHx o 6 jiacTeft ”( M 3 B . AH CCCP . Cep . MaT . 1948 •第 12 卷 .513 — 554 页)同样见他的书 [16]. 

** 拟共形映射线性理论的 一 系列结果的叙述，读者可以在伏尔加浮斯基 ( JI . M . BoriKOBblCKfriO 的书 [ 17 ] 中 
找到. 

料来见沙巴特 （ 6. B . ll ] a 6 aT ) 的文章 “ 06 o 6 o 6 iueHHbix peuiemmx oahoh CHcreMbi ypaBHeHHH b MacTHbix 

npoHSBOAHbix ^ CMaT . c 6.1949. T -17(59). 193 — 210 页)或者伏尔加浮斯基 [17]. 
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， _ 

56 


iy 





图126 





(16) 


来确定(我们有 p , P \ ^1-半轴的比 ， /i ，/^補圆的短半轴 ^ay - ^ = \^ a x y x 

三1，5 = «(： - 6^>4>0)，因此都是点2：的已知函数.由方程组 (13) 的解 m ( x ，： v ) 和 
u ( a :，： y ) 组成 一 个复变函数 f ( z ) = u + ft ; ， 并且由它实施的映射将称 为与这方程组 
联系着的拟共形映射 .特别，与椭圆 (15) 与 (150 是圆周时，亦即 a = 7二1，卢= 0和 q 

二 A 时，那么很容易看出，方程组 （13)( 在方向保持的补充条件下，见第 


27 a ) 转化为柯西-黎曼方程组，也就是拟共形映射转化为共形映射' 

为了解方程组(13)，可以求出一些公式，这些公式拓广了第12目中的柯西定理 
和第14目中的柯西积分公式**.为了证明，我们把方程组 (13) 改写成形状 

L[u , v ] = au x + bu y — ^ — 0, M [ u , v ] = du x + cu y + = 0» (13,) 

并且利用分析中知道的格林公式，这公式将我们所讨论的方程组写成形状 



v — { bu * + cv * ) u \ dx + \{ au * + dv * )u + v * v ! dy 


=\ u * L[u 9 v ] + v * M [ u + uL [ u * + vM [ u * ]} dxdy , (17) 

J b 

其中 C 表示区域 D 的边界， 

IIII _ ， 勺 

L[u y v ] = (au ^ dv) x + (bu + cv ) y M [ u 9 v ] = v x — v y 

(这公式对任意四个具有连续偏导数的函数 U ， v ， u \ v * 都成立，并且像通常的黎 
曼-格林公式一样按分部积分法推导出）. 

在假设方程组 (13) 中的两阶偏导数连续时，可以除掉函数 W 使得方程组化为一 
个两阶方程 



* 见第27目中的共形映射的圆性质. 

_ S 

㈣ 见沙巴特 （R B . IIIadaT) 的文章 “TeopeMa h 4*°pMyjia Kouih Jim KBa 3 HKOH(J»pHbTx oro6pa5KeHHH jiHHeftHbrx 

Kjia _”( JXAH OCCP . 1949. T . 49, bwtt. 3.305 — 308 页）.对于特殊情况,这些结果较早由 r . H . nojroxcim 得到. 


(我们利用了混合导数 


I ；,、，和 IV 相等的条件）.我们也考虑与 （18) 共轭的方程 


A^[X] 


(aX 



dX 


( bX t + cX 


0 


( 19 ) 


对于每一个它的解 XU,3；)， 显然，存在函数 YU，3；)， 它与X有方程 


l x [x,y] 
m x ' [x,y] 


«X,. + dX - Y 




bX 



cX 



Y 


0, 

0 


( 20 ) 


联系着，因为这方程组不同于方程组 （13) 的只是 6 和 J 置换一下，所以在 z 平面上 
与这方程组有关的椭圆与方程组 （13) 有关的椭圆相吻合，而在平面 w 中由它们通过 


个相对于 w 轴的反射而得出（更换仏的符 号）; 在6 




d 时这些椭圆重合. 


现在利用格林公式(17)，在公式中我们取方程组 （13) 的解当作 w 和^并且令 


U 


X,, V 


，其中X和 Y 表示方程组 (20) 的解，我们得到 



vclX + udY — 0. 


( 21 ) 


随后我们相对于〜和心解方程组 (13): 


L { [u jv ]— — a i Vj . — d 

[u jV^\— ~ b\Vj. ~ c 


V 


u 


；1 V 



u 


0, 

0 


(这里 a 


a/B y 


m m m 


，cl 


d / B ). 对这方程组公式 (17) 成立，只要在 （17) 中处处把 M 


换成77; t; 换成 w 和系数 a ，•” ， d 换成 


，…， — b ' .对于方程 


( i \ ，… 


AT[X 


- { a x X \.^ b x - X \) x - { d x X \^ rc x X 


0 


(19,) 


每一个解，存在一个函数 Y 1 ，以方程 

L；[X\Y 1 ]-- 




y 


m ; [x 1 ,y 1 ] = ^ 1 x 1 t . + c 1 x 1 h- y 


0, 

0 


( 20 ,) 


与它联系着.在平面 z 上跟这方程组有关的椭圆与跟方程组 （13) 有关的椭圆相吻 
合，而在平面 W 中由它们通过一个相对于第一坐标角的角平分线的反射而得岀.当 


B 




1时，这些椭圆重合.取代公式(20)，我们将有 



udX 


vdY 


0 


(21 


最后，我们引入复变量 z 
合并成一个公式 


X + iY x ， Z * 


X 1 + / Y ， 此时公式 (21) 和 (21,) 可以 



udZ* 



ivdZ - 0 


( 22 ) 


C 


这公式就表示柯西定理的拓广. 

特别如果，平面 W 中的椭圆是圆 （6 
(20,) 重合.因此，在这种情况下可以取 Z 


d,B 




ac — h 


2 


1)，那么方程组 (20) 和 


关 


Z ， 并且公式 (22) 简化成 



C 


f(z)dZ^0. 
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此外，如果在平面 z 中的椭圆也是圆(柯西 
我们就回到经典的柯西定理. 


黎曼方程组），那么可以取 Z 






为了得到柯西公式的拓广，我们引入与方程组 (13) 有关的“距离 


p(z y z 0 ) 


c 0 (x- x 0 ) 2 - (6 0 + ~ ^o)(y~yo) 



^ o ( y ~ yo ) 2 ， 


其中 w ，…，禹表示在点 A 的系数值，并且我们不考虑 X 而考虑方程 (19) 的解，这个 
解在区域 D 的固定点&上有 In 〆 z ) 型奇异性， 


r ( z 9 z 


y\z y Z 0 ) 


( /和 y " 均为连续函数），同时也考虑与它“共辄”的函数 


H(z,z 0 ) 



z 


-(hr 




)dx + ( aT x + dr v ) dy. 


根据 (19)， 这积分在积分路径连续变形时，只要在这时不要碰到点是不会改变 
的.在点^绕行时(逆时针方向绕行一次）， H 得到一个增量+ 


lim 

厶一 0 」 p(z,z Q ) = h 


~( br x 




)dx + ( aT x + dr v ) dy 


A(z 0 )y / (z 0y z 0 ) 



2k dt 

o a osin 2 1 — (b + d 0 )sin 



t 

+ CoCOS* 


27T/" (z Q ,Z 0 V A(z 0 ) ， 


(23) 


如果取 Y { zq , Zq ) 


A(z 0 ) 


，它就等于 2; r . 由此可见，多值函数 HU ， Z 。） 在点 


有 Arctan 


y _ 

x 


3 ^o 

工 o 


同样类型的奇异性. 


在公式 (17) 中令 m 


* 




* 



，并且 M 和 r 是方程组 (13) 的解，在这之后， 


把它应用到去掉椭圆 p(z,z 0 )<h 后的区域 D 中去，我们得到 



vdT + udH 


C 



p(z 9 z 0 ) 


vdT + udH. 


(24) 


因为 lim vdr = 0 和根据 (23 )lim udH = 2 ^( z 0 ) ，所以从 / i —0 时 (24) 式的极 

h 厶 一 H) 」 /i- h 


h 


限中我们得到 


u 


( z 0 ) 


2 k 



C 


v ( z ) d z r(zjZ 



u(z)d z H(z J z 0 ). 


(25) 


为了得到 (23), 只要注意到，在计算后者的积分的极限时，可以用值…，心， / Uo , zo ) 和 fizo . zo ) 


来代替 a ,…, A /和 y 〃，此 时按公式 


X ^ XQ 


y^yo 


hcos t 


cocos 2 t ~ (bo + c?o)sin ^cos t + aosin 2 ? 

hsin t 


cqco^ t 一 (6。+ a?o)sin tcos t + aosin 2 / 




引入参数 ~ 所得积分的计算是初等的. 
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转向方程组 (20,) ，类似地构造方程 (19,) 的具有对数型奇异性的解 

r ] y'(2 ：， z 0 )ln p(z,z {) ) y^iz.z^) 

和多值函数 

H l (z,z Q )= - ( d , r\ r + c { r\)dx + (a 丨 r: + b x r\)dy, 

如果取在绕行 A 时它的增量将等于 2; r . 那么取代 
(25) 式，我们将有 


V 


(之0) 


2 tc 


V 


(z) dJi X (z 9 z 0 ) — u(z) d z r l (z ,z 0 ). 


(25,) 


引人复函数 

l(z,z 0 )- r(z y z 0 ) + iH l ( z 0 ,z 0 ), r (z y z 0 ) = r ] (z ,z 0 ) + iH(z,z 0 ) y 

把 (25) 与 (25,) 合并成一个公式 


/(2： 0 ) = 2^7 r u { z ) d z V " (z , z 0 ) iv ( z ) clj(z y z 0 ) , (26) 

这公式就拓广了柯西公式. 

如果在平面 W 中的椭圆是圆，那么可以取 T =/，并且公式 (26) 简 化成： 

/( z o) = 2^7 c f(z)dJ(z y z 0 ). 

最后，对柯西-黎曼方程组可以令 l ^\ n ( z ~ z 0 ), 我们就得到经典的柯西公式. 

在结束时我们还注意一个与方程组 (13) 有关的基本事实.如果引人与方程组相 
对应的“增量”组 



Aw — \/~B^u 一 



△ 幻 + i 



那么容易证明，这组将表示“导数” 



(27) 


存在的充分必要条件其中极限不依赖趋近于0的方式.这一事实拓广第5目中 
的定理，按照这定理，柯西-黎曼方程组表达了通常导数存在的充分必要条件，特别， 
^a = c = l 9 b = d ^0 的情况，“导数 ”(27) 与通常导数重合. 

(3) 特里科米 ( Tricorne ) 问题如果方程具有两阶偏导数，并且在其定义域的一 
部分是椭圆型，而在另一部分是双曲型，那么这类方程称为混合型微分方程.这种方 
程的研究，对于高速度的空气动力学，表现岀极大的益处，因为方程类型的改变，在物 
理上就对应着运动速度超过音速的变化.最简单的混合型方程是方程 


d 2 


U 




2 


+ 0{y) 


d 2 


u 


d y 2 


0, 


(28) 
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其中当 y >0 时 0(30 


1 ;当 y <0 时 0(30= -1 (由此可见，方程 (28) 在上半平面内 


为椭圆型，在下半平面内为双曲型）.设区域 D 是由位于上半平面并且支撑在线段 
(0，1)上的曲线 C 与两条跟坐标轴的角平分线相平行的方程的特征线上的线段 L 和 
1^所围成的(图 127) .在区域 D 上这种方程的特里科米 问题# 提岀 如下： 


求 


个函数 


U 


(工，: y )， 在 yy ^ O 时满足方程 


(28), 在闭区间 D 上连续，并在 D 内有除点 z 二0 , 





1外处处连续的偏导数，而在这两点 z 


0 , 



处偏导数可能变成阶数小于1的无穷大，并且在曲 
线 C 和 L 上取给定 的值： 


u 


4 ( 工 ）, 


在 C 上， 
在 L 上 


(史⑹ 


0(0)). (29) 


我们列举比察捷 （ A . W . Bitsadze ) 于1950年给 
岀的问题的简单优美的解.借助于区域 D 的椭圆部 


y 


o 



% 


D 





图 127 


分1^的共形映射，把问题化为变成上半圆 



J ^>0的特殊情况.此外， 


还可以假设 < p (0) 


(p(0) =0. 


在区域 D 的双曲部分 D 2 内，方程 (28) 有形状 


d 2 


dx 



3 2 u 

d y 2 


0, 


大家知道，它的解可以写成形状 


U 




0(x + + — y ) , 


其中$和少是两个任意函数(见 H . r . neTpoBCKHH [ 1 ]) •在 L 上我们有 x + y = 0 ,m 


此，把这个 



的表达式代入条件 (29) 的第二个式子中，我们得出 


0(O) + ^r(2x) 




必（工）， 


因此，我们的表达式取形状 



(x,y) = 少 （x + ： y) 一 ^(0) + (p 



y 


2 


(30) 


由函数 Wu ) 的连续性条件，我们得到，在 



轴 


u(x ,0) = 0(x) — 0(0) + (p 



2 r 


在椭圆部分 Di ，函数 M ( x ，： y ) 是调和的.设 r ( x ，： y ) 在^^是调和的、与 〃( x ，： y ) 共辄 


的函数，并且在点(0,0)上等于0.如从表达式 (30) 中推出的，在0 2 中我们有 


du 

d y 


$’（X 



y ) - 




2 


由此， 利用# 在 I 轴上的连续性，我们找到 


d y 


* 特里科米，近代意大利数学家，他第一次提岀和解决了形如方程 + 的这种问题. 



c)v 


<hi 

(1 y 


- $ ) + 2 0" 


.V 

2 


把此式积分，我们求得，在 


X 


轴上 


VK X 


，0) 


- 0 (: r ) + 0 ( O ) 



<P 


.r 


Jr 


并且，把此式 _ ， 0 )的表达式加起来，我们得到 


u(x , 0 ) + v(x , 0 ) — j . 


( 31 ) 


现在令 M 


U \ (.r , 3 ;) + w 2 (. r ，其中函数…和…分别是边值问题 


U 


0， 


在 c 上， 
在 L 上， 


U 


0 , 

4(1) ， 


在 C 上， 
在 L 上 


(32) 


的解.对于这两个函数中第一个，根据关系式 (31) 在线段(0，1)上我们得到 


U 


(x,0) + vx (x,0) 




0 


而这意味着，解析函数 



\( z ) 


U 


( x , y ) + iv 


( U ) 


把线段( 0 ， 1 )变换成直线 m 



V 


I 


0 上的一段线段，因此，根据对称原理，可以把它 


经过( 0 ， 1 )来延拓.这时在下半个圆的点上我们将有 



\( z )= - 


V 


(工， 


: y ) _ iu x { x y - y ). 


(33) 


因为关于第二条角平分线的对称性导致把 A 换成％％换成^，并改变这两个坐标 


的符号.由此可见，函数 AU ) (同它自己的延拓一起)是在圆 z~f 内的解析 


函数，并且根据条件 (32) 在上半个圆周 C 上它的实数部分 Re /, ( ?) 
的，而在下半个圆周 CT 上，根据关系式 (33) ，它的虚数部分 Im 兄 （？) 


0 是已知 
一 ？>(?) 是已 


知的.因此，函数 /,( z ) 可以按照第54目中凯尔迪什-谢道夫公式 (15) 复原，对所讨 
论的情况函数采用形状+ 


f \( z ) 


TCI 



“1- 之） 


以1 一 ？) 


我们在第二个积分里代换变量 f 


z 

二，我们得到 


• I 

r 

J c 


* 


2:(1 — z ) 


?(1- ?) 




< l ) d ^ 
? - ^ 


.(34) 



c 



z ( l ~ z ) ( p ( co)dco 

龜 


U){\ — (jo) CO — z 


我们令 

2 cos 2 i 

们找到 


1 + 2 / 


因为在 C 上我们有 CO 
1 ?COS t — 2 co — 1 ，从而 . 


e l cos 


所以 


CO 


e 


lit 


再代入 


/ {2 co - 1 ). 把这代人上面的积分，我 


来 


我们取 ai =0,6 i = 1，此时 g ( z ) = V (z ~ \ )/z 
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J c* 




J c 


j z{\ — z ) 龜 (p(aj)dco 

V 0)(1 ~ co) CO — z(2co — 1) 


我们重新用？表示积分变量，并且把所得积分与 (34) 的第一个积分合并起来，最后 
我们得出 





(35) 


现在我们考虑解析函数 

fiiz) = U 2 (x ,y) + iv 2 {x jy). 

根据对称原理它通过半圆周 C 延拓到整个上半平面，因为根据条件 （32) 在 C 上 
A 二 0. 根据这个原理在实轴上关于 C 对称的两个点和: r /(2 x - 1) 上函数/ 2 取关 

于=0对称的值，亦即符号不同的& : 



现在我们考虑到，在线段 ( 0，1 ) 上的点 


Re ( l — 0 / 2 (^) = u 2 ( x , Q ) + v 2 (x 9 0) 


lip 


x 

2 


是已知的，而在射线 （ -⑺， 0) 和 ( l ， oo ) 上的点 


Im(l — i)f 2 (x) 


幻 2 


x 


2x — 


,0 



U 2 


X 


2x — 


，0 


2必 


x 


4x — 2 


是已知的.因此，函数 ( l - f )/ 2 U ) 可按照为半平面的凯尔迪什-谢道夫公式(见第 
54目式 (6)) 复原.经过简单的变换我们求得 


( l -0/ 2 U ) 二丟 





(36) 


所求的函数在椭圆部分 Di ，显然，等于 

u(z)=Re\f l (z) + f 2 (z)\ (37) 

其中 / iU ) 和 / 2 U ) 由公式 (35) 和 (36) 决定.在双曲部分 D 2 ，如从 (30) 中看到的，它 
等于 



U 


(x 9 y) = u(x + y,0) - (p[ ^ 2 ^ ) + X y 


2 


(38) 


可以证明，所找到的解是唯一的. 


更详细了解有关混合型方程 (28) 的这个问题和其他问题可看 A . B . RiMAse 的 


文章 [19]. 


57. 流体动力学与气体动力学问题 

(1) 薄翼在第49目中我们已经确信，对任意断面的绕行问题可化为把这断面 
的外部共形映射到圆的外部的问题.但是实际构造这种共形映射常常是很难的，因 
此，必须满足于问题的近似解.作为这种解的例子，我们考察绕行薄翼问题的谢道夫 


解' 

我们假设，机翼周线 C 由方程3；二 F + U )，-« a 决定，并且接近于线段 
(- a ， a ) (图 128) .设机翼被前进流绕行，这流在无穷远处有速度和倾斜: T 轴一 
个很小的攻击角《 . 与此相应我们将求流的复势能有形状 

⑴ u — W， (1) 


Y=F+ (x) 



y ^ F - ix ) 
图128 


其中 W 二17+/ V 是未知函数.我们有 

Im co — Voo (^cos a — xsin a ) + V(x , y ) 9 

并且因为 C 与流线重合，所以在其上 Im co 应当取常数值，设它们等于 0. 因此在 C 

上 

Voo ! F + (: r)cos a — xsin a ) + V [ x,F + ( x )-] = 0. 

利用所作的关于 C 接近于线段 （- a ， a ) 和角很小的假设，在这条件下用 1 代替 
cos a ， a 代替 sin a ， 并且特别用 V ( x ，0) 代替 V(x ， F ± ( x )) ， 我们把条件挪到线段 

上.在线段的两沿上我们得到条件 

V(x ,0) — Voo \xa — F + ( x )\. (2) 


因为场的复势能可以是多值函数，更方便的是考察它的导数 


dW 


岩 + 


dV 


U + b ， 它显然是单值的. 

由此可见，问题化为如下问题 :求一 个在线段（ - a , a ) 外解析的，并且在无穷远 
处等于0的函数，这函数的虚部 z ;( x ,3；) 在这线段的上沿和下沿上取给定的值 


_dV 

v ~^ 


Voo[a - (x)] = (x) 9 

< 

[a - F- (x)] = (x). 


(3) 


用类似于第 54 目中导出凯尔迪什-谢道夫公式的方法解这个问题.我们令 


dW 

dz 


二/!(之）+/2(之）， 


其中 AU ) 和 / 2 U ) 在线段 （- a ， a ) 外部是解析的，并且在函数的无穷远点处等于 
0，它们的虚部分别满足边界条件 


^ JI . H . Ce^OB “理想流体的平面运动理论 （ TeOpHH TTJTOCKHX ABH5KeHHH HaeaJTbHOH XCHflKOCTH )” M . : 

06 opoHrH 3.1939 .也可看他的专著 [8]. 
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随后我们考虑函数在1轴上当 z = x > a 时取正值的分支(这分支， 

显然，在所考虑的线段的外面是单值的）.在割痕的两沿这函数取不同符号的纯虚数 
值： 


g + ⑴二 -g~ “)= ⑸ 

作一圆心在坐标原点，半径 J ? 充分大的圆周 L ， 我们把柯西积分公式应用于由此圆 
和包住线段的曲线 Z 所围的二阶连通 区域： 

A ( 咖⑴=士 L ~ ( I 狀. ⑹ 

由于当 Z — oo 时函数 0 ，而发(幻—1所以沿 L 的积分在 J ? — oo 时趋于0.在 

割痕的相对两沿上根据条件 (4) 和(5)，乘积％ U ) 取同样的值，因此，这乘积按这两 
沿的积分约去.因此，当 J ?- oo 和 Z 压缩为线段时公式 (6) 的极限给岀 



由这公式看出，在实轴上，当 Ul > a 时，函数 y \ U ) 取实数值.根据对称原理，由此 
推出，下面的对称条件 

u { (xj - y ) = u x { x , y ) , v^Xj ~ y )= - v ^ x ^ y ) (8) 

成立.现在把柯西公式应用到同一个周线 L + / 和函数 / iU ). 




/ iU ) 


2ni 


L+Z 


/i(r) 


必， 


当 JR 


OO 


和 z 压缩到线段 （- a ， a ) 时，根据条件⑻和⑷其极限形式，由此我们得到 




a 


V 


+ 


V 


2n ] 每 一 z 




⑼ 


完全类似地，把柯西公式用到函数/ 2 U ) ，我们发现，在实轴上当时，这 
函数取纯虚值，因而对于它对称条件 

u 2 {x, - y)= - u 2 (jc,y) 9 v 2 {x , ~ y) = v 2 (x,y) ( 10 ) 

成立.从公式 




L +/ 




出发，像上面一样，根据条件 ( 10 ) 我们得岀 


fi(z) = 


1 z±a r 

2m y z — a i - 



把 (9) 和 (11) 加起来，我们求出问题的解有形状 


( 11 ) 


dW 

dz 




2k 




— 








a 



2ni 








6 





d 专 


( 12 ) 


这一公式给岀绕行薄翼的流中的速度的近似分布.特别，由这公式可看出，在无穷远 
点的邻域内展开式 


dW 

dz 


r+ /n 

2tci 


+ 



成立，其中 


r 



V 


+ !厂 ) 





a 




d 专， 


N 二― 



v 



)必， 


物理上分别表示对翼周围任何路线(见第 46 目）计算出的环量和流量.我们注意，如 
从公式 (3) 中看到的,在这里 N = 0. 

i 、丄 m Arfc- ▼ dW 人八 r 上 /u c ： rt_ Ar-t / » \ ， 璿八 


方法可推广到，边界值 Im $给定在实轴上的线段组（& ， b k )，k = l ，2，〜， n ， 
的两沿上的情形. 

(2) 气流绕行物体 与声音传播速度相比较，飞机运动的速度更大时 ，空 气的压 
缩性开始显示实质性的影响.因此，经典的流体力学方法，在那里认为介质是不可压 
缩的，所以它已变得不可应用，我们也就进入气体动力学领域. 

对这种情况流体动力学的基本方程本质上复杂得多 .连续性方程 div pV = 0 (p 

为介质的密度），在不可压缩介质的情况下它化为条件 div V = 0 (见第46目），现在 
写成完整的形式 


div pV 


^ ( pV ,) 



HpVy) 

(1 y 


0 


(13) 


(我们限于与平面平行的定常流）.由 （13) 推出 流函数 





，: y ) 存在，使得 


pV . 


Po 


d %) 

石， 




dv 



(14) 



其中 & 为某一个常量. 


我们补充加上没有涡流的条件 rot V = 0, 如第46目中一样写岀，并且导致这样 


的势函数 


U 


M (: c ，： y ) 存在，使得 


V 



d 


c)x 1 



cl y 


(15) 


比较 (14) 与 （15) 两式，我们得到 气体动力学方 程组: 


dv 

d y 


A 


d 



Po d ^ J 


dy 

dx 


A 


cl 



Po cl y ’ 


(16) 


这方程组在不可压缩介质 P 


Po 的情形转变成柯西-黎曼方程组. 


方程组 （16) 不完整，因为不知道变量 P 怎样变化.应当把一些运 动方程 加到这 
个 方程组，在补充假设密度^只依赖于压力^ (等熵条件) 和没有外力的情况下，这些 
运动方程有形状 
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grad V 



P 


grad p , 


( 17 ) 


其中 



李，表示在介质中声音传播的速度'容许对方程 (17) 积分(称之 谓伯努 


dp 


利积分) 


T 


V 2 



dp 

P 


const 


最后假设，流是 绝热的 ，亦即 


p 


k P \ 


(18) 


其中々和 



$热容 量比) 为描述气体特性的常量•在这个假设下 



dp 

P 


kK i_ 

是对应于值 


并且伯努利积分右边的常数可以写成+ 的形状，其中 y 



0的最大可能速度.所以伯努利积分采取形状 



~2 


V 2 




一 1 



J 


vL „. 


(19) 


代入 



kKf > 


-1 


，我们从 (19) 式求出 p 


一 1 


const 


1- 


V 2 \ 

vL / 


或者 


p 


po 


1- 


y 2 \ 

vLi 



( 20 ) 


其中常数&表示在 v = o 时的密度值. 


由此可见，^依赖于 v 


du 

dx 



du 

d y 


2 


，亦即方程组 （16) 是非线性的，这就 


说明了气体动力学问题的复杂性. 


方程 (16) 可以化为函数 M 的一个二阶方程.为了做到这一点，我们把连续性方 


程改写成如下形状 


现在作代换 V = grad 



div ( pV ) = pdiv V + ( V,grad p ) =0. 

，并且代入方程 (17) 中得出的 gmd 卜我们得到 


(13) 


A,-^(V,gradV 2 )^0, 


其中 A^div grad , 表示拉普拉斯算子.代入 V 2 


du 


2 



du 

d y 


2 


，并且展开标量积， 


我们就得到所要求的方程 


1 一 



2 u 









1 



_ 





0 


( 21 ) 


来 


有关方程 (17) 和其他关系式的推导可以参阅 H. E. K(_、H. A. KH6ejib、H. B. Poae[6] 第二卷，第一章. 



(为简单起见，足标写在下面，我们表示偏导数）.这方程是带有二阶偏导数的拟线性 
方程.如果认为音速 a = ~， 它就转为拉普拉斯方程.在亚音速（ V < a ) 时它是椭圆型 
的，在超过音速 （ V > a ) 时它是双曲型的. 

我们引入解气流绕行断面问题的两种近似方法. 

(3) 詹森-瑞利方法 这些方法中第一个建立于第一次世界大战期间，并且只 
对与音速比较流速不很大的情形.我们把方程 (21) 改写成形状 

Usv + Uyy ^\iu xa .u 2 x +2u jy u^u y + u^u 2 y ) ( 22 ) 

CJL 

并且我们取撞上断面的流的速度 ， Voo = 1，此时伯努利积分 （19) 一 次给岀 ai = 



-1) ，而另一次： 

二 - — i ―^ - 二 ML + K 0 i jWto ( U 2 X + U 2 y — l) 

1 _ K 2 ML (u 2 u . + u 2 y -\) 

其中 AC 二丄.如果把这展开式代人方程 (22) ，那么后者将包含 Mi 当作参数.顾及 

Uoo 

这一点，我们将在级数形状 

u — u 0 -^- Mlo u x + Mto u 2 + **• 


中寻找方程 (22) 的解，其中 = 是一未知函数.把这代人 (22) 式中，并且使 

ML 的相同幂次的系数相等，我们得到方程组 

wL + 4 二 0 

1 丄 1 — 0 / 0、2 丄 1 0 0 0 , 0 / 0 \2 ( 23 ) 

+ Uyy - +2U jy U X U y + UyyKUy) , 


其中第一个是拉普拉斯方程，而其余是泊松方程 Six ’ y )， 这些方程的右端部 
分在解前面方程时确定(它们的复杂性随着编号的增加而增大).边界条件有形状 

^ 二 ¥ = … =0,在断面上， 

on on 

也表达绕行断面的条件. 

函数 W °( x ，3/) 是不可压缩液体流绕行断面时的速度的势能.我们认为它是已知 
的并且我们限于指明，怎样寻找第一个修正项 u 1 (*r j ) .为此，我们提岀调和 函数， 
作为解析函数 / U ) 的实数 部分： 

u=\{f + f ). 

由此我们找出 

4 = |(/+尸 )，4 = … 


把函数 u 1 表示成形状/ 




F ( 2：， 5) ，并且利用复数求导的记号^和@ (见第56 
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芝积分时可以认为函数/是常量.在这基础上我们先按 z 对 (24) 积分，然后按乏积 
分，我们就找到 

8 u l ^8 F = fg + fg^h + h , (25) 

其中 f 2 dz,g = f 2 dz 为已知函数，而 / i 和[分别是自变量 z 和芝的任意解 

•/ 

析函数，并且 = 

由此可见，函数 h + h 是调和的，求解可化为解诺伊曼问题(见第44目），因为它 
的正规导数的边界值由边值条件^ = 0决定. 


詹森-瑞利方法在20世纪40年代被很多论文作者应用和完善，这些论文作者 
广泛利用复变函数论的方法，把许多重要断面的气流绕行问题完全解决. 

(4) 恰普雷金方法 它是解亚音速气流绕行断面的问题的第两个近似方法，我 
们想根据恰普雷金的经典文章“关于气流 ” (《O ra 30 Bbix crpyHx 》，1904) 中所提岀的 

思想来叙述，它是把绝热曲线 p = kp K U >1) 换成双曲线 p = ，并且常数 a 和 

b 使得双曲线与绝热线在某一点上接触.这个方法适合于用虚拟的气体代替真实的 
气体，对于虚拟气体 -1， 能够木大简化数学工具. 

为了推导出所需要的方程，我们引入所谓的 速端曲线平面 （ K ， K )， 而在这平 
面中有极坐标 v，e (速度的模和它对轴 R 的倾角）.此时我们有 v x = Vcosd , v y = 
Vsin 0，并且根据方程组 (16) 我们得到 


du + i ^dv^( V x dx+ V y dy) + f (- V/lx+ V x dy ) = Ve- W dz. 

其中像往常一样 dz = dx + 吻.代换而二 §^dV + j^dd^dv 也类似地做，由此求 
得 



现在使混合导数和^相等，经过化简后我们得到 




• I x . Pi) \ ___ 1 / , - i°o \ ^ • d ( \ (^v 

7 l^ + z 7^J-~ vl770 + ^7^j + / jvl7j^- 

把 实部和虚部分开导岀所谓 的速端曲线方程 


v d_l Pu <^u _ Po V dy / ?r x 

W ~ dv \~ pvj ^ e ^ KL } 

它们对于 V 和 0 是线性的(速度向量的极坐标）.方程 (26) 由恰普雷金得出，他利用 
方程的线性解岀了许多气流理论的重要问题' 

("Y \ - 1 /， 

，并且 把这个代入速 

V max / 

端曲线方程(26)，我们求得 


^11 


二 V 


引入速度模的函数 


c)v 


二 一 V 





由于為二語•辜二 l^ v V 1 — #和类似地為，所以最后方程采取形状 

V ^ max 

(!u _ c)v _ _ 

l ) d = ^ W ' ~^ rw 9 

亦即与柯西-黎曼方程重合. 

由此可见 ， M + b 在所作的假设条件下是 W -/0 的解析函数，并且任何这种函 
数决定某一种气流.这一情况给岀有效地构造十分广泛的气流类的可能性，特别也包 
括绕行某些断面的气流在内. 

但是绕行给定断面的气流的确定问题，在用变量 W 和0的术语下的速端曲线是 
十分困难的非线性边值问题(见前面的脚注）.因此，在20世纪40年代为了实际计算 
(克里斯蒂安诺维奇、卡尔曼和钱学森)建立了近似方法.下面的思想是这些近似方法 
的基础——构作一个绕行“接近”于已知断面的流，并且给出对绕行某一断面的流的 
计算转为对绕行近似断面的流的计算的规则** . 

58. 聚能装药理论 近年来，复变函数论的方法存在十分有趣的现象——所谓 
的聚能现象的理论中找到新的、岀乎意料的应用. 

做如下实验.在厚度为20 cm 的钢板上方安置一些同样高度 （15 cm ) 和直径 


* 遗憾的是，转向速端曲线平面，在方程的线性方面给出贏局，却在边界条件方面给岀败局，在速端曲线平 
面中这些边界条件，一般说来有很复杂的形状.因此，速端曲线方法不是万能的. 

来* 参阅 C. A. 克星斯蒂安诺维奇 “OdreicaHHe tgji ra3aMH npn 6 ojtmuhx ao3ByKOBbix CKopocTHx//Tp. I^ATH. 

1940. Bbm. 481” 也可见 [6], 第 2 部分 
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(4 cm ) 的圆柱形弹药.弹药 a 和6——整个圆柱形都是放满的，而其余圆柱形弹药在 
向钢板的一边挖有一个圆锥形的凹陷，并且在弹药 e 和/所挖岀的凹陷中嵌人一个 
厚度为 1.5 mm 的钢圆锥.弹药 a ， c 和 e 置在钢板上，而其余弹药提升到弹药直径的 





If 的高度上，引爆炸药在 A 的位置进行（图129)，在图129中描绘了这些弹药的作 

用.在情况/，即所挖圆锥形凹陷用钢罩盖住，并且弹药远离要击穿的物体的情况时， 
穿透作用难以置信地增大引起我们注意. 

在具有凹陷（情况 c ) 时增大穿甲作用的效 
应，早在19世纪下半叶就已经被发现，并且获得 
聚能效应 的名称.但是它的使用只局限于采矿工 
作中某些技术问题.具有金属镶面时穿甲作用大 
大提高是晚一些时候发现的.把这效应用于穿甲 
弹的第一张专利特许证是在1914年.广泛应用 
聚能效应只是在1941 一 1945年的战争中才发 
现.聚能现象理论也在此时创立，这理论近十年 
来在许多国家获得了很大发展. 


H1- 

⑥ 


@ 

氟 


r^h 

© 

赢 


© 

J k 


® 

A 




图129 


(1) 理论的物理前提条件 在提岀理论的基本前提条件之前，我们指岀一些与 
爆炸及其可投射能力有关的简单实验事实. 

在上面所述的实验中弹药是指称 作高爆 (烈性)爆炸物（三硝基甲苯 、六 素精、四 
硝基甲烷赤鲜醇等等）.它们具有以下的特性.如果在爆炸物的小区域内产生足够高 
的压力（引 爆） ，那么从这小区域开始传播这爆炸物爆炸变化的波—— 爆炸波 .这波前 
沿的前方是静止的，而前沿的后方有100 000〜200 000大气压级压力的裂变产物，波 
传播的速度有5〜10 km / s 的量级.在理论研究中爆炸波前沿的厚度通常略去不计， 
实验表明，这前沿的厚度，实际上，与其他特征量相比真的很小.我们注意到，整个爆 
炸理论的建立还是在较近的时间，而现在它已进入专讲爆裂运动的气体动力学范畴 
(见 [6] 第2部分）. 

现在我们对带有金属罩的/型聚能装药的第一次近似的理论原理作简短的叙 
述.作为这理论的前提条件我们采用以下的 假设： 

1) 爆炸瞬时发生，爆炸物对罩的作用化为垂直指向圆锥体表面的脉冲. 

2) 罩的材料，同样被击穿的钢，都认为是理想液体. 

尽管乍看起来，把装甲钢板想像成理想液体似乎是完全不合理的，这两个假设还 
是容易说明理由的.可是事情在于，在聚能爆炸时所产生的压力有100 000大气压 
级，而在这种压力下刚性力和可塑性力是惯性力的几百分之一. 

在所采纳的前提条件下，现象的定性景象可以想像成如下样式，在初始时刻液体 
圆锥罩的所有单元沿圆锥体的轴的方向都具有2 km / s 级的速度，随着圆锥体壁的变 
粗，发生压缩圆锥体.在一个单元趋近圆锥体轴时，这单元的一部分被向前挤出和溅 
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岀，这类似于海浪在流向楔形港湾时溅出一样.由此结果从圆锥体挤岀射流——“金 
属丝流”（图 130) .计算表明，圆锥体愈尖，金属丝流的速度愈大.通常观察到的速度 
有从2〜10 km / s 级，在个别实验中速度可达到90 km / s . 

金属丝流在遇到装甲板时，在它身上产生1 000 000大气压级的压 
力，这就说明了为建立击穿理论可以应用理想液体的方案.穿透的本质 
情景不同于射流形成的情景只是时间变化的方向(用 - f 代替0 . 在这过 
程中的特点是，随着它的发展射流的长度减少，在每一个被击穿的区域 
部分射流发散开来. 

(2) 流 体动力学方案 我们考察有关具有公共对称轴的两条行进中 
彼此相遇的射流的碰撞问题.我们所谈的，一开始就既涉及平面情况，也 
涉及带有轴对称的情况，这个问题化为在具有常压力的介质中构造理想 
液体的定常流，该流要满足如下的条件.沿对称轴，我们把它取成 x 轴， 

这种密度 A 的液体流从左向右流动着，当 X —- oo 时，流的直径接近于 

2 r , ，而速度接近于％ ;密度内的液体流从右向左流动着，当： r — +〜 

时，流的直径接近于 2 r 2 .流有自由表面1^和 L 2 , 并且曲面7分割两种图！30 

液体;这个曲面关于 x 轴对称，并且它与: c 轴的交点我们取作点 x = 0,在此点上两 
条流的速度为 0( 图 131). 因为流动是定常的，所以对于压力户，根据第47目伯努 
利-欧拉公式 (1) ;我们有关系式 



产 A- 号 V 2 , 



图131 



其中 A 为常数，它等于对应 V = 0 的，亦即在点 x = 0上的压力.由在外部介质中的 
压力是常数的条件，根据这一关系式我们得到，沿着自由表面 M ， 

V — const = Vi . 

沿着分割面7,分别具有密度 A 和 A 的液体流的速度 V + 和应当由关系式 

P ， v\ = P2 Vi (2) 

联系的.沿着7向 + oo 离去，我们看岀 — .根据 (2) 我们得到，在沿着 
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+ OQ 时 V 



— V ^ 由此，类似于前面，我们得岀，沿着自由表面 L 


92 


2 


V — const 



Pi 

Pi 


Vv 


正是这个确定了沿 1 轴从右向左行进的流的速度在 



+〜时的极限 


V 2 



P 2 


V { . 


(3) 


平面情况 


更详细地讲述平面平行流的情况和通过 



f \( z ) 


Ui 



IVi 






+ 


IV 2 


⑷ 


分别表示相遇流的复势能.利用这些流关于轴的对称性，我们考察它们3^>0的上 
面部分，此时，函数 (4) 将实现把流所占的区域映到宽为^和^的带上去的共形映 

射，其中 W W n 和心二 V 2 r 2 表示每一流中的流量.映射 (4) 的确定可以精确到一 
个常数项，并且这些常数项，显然可以选成这样，使得平面 w 中的带形是带形 


并且使得流的分叉点 



0< 和 — 92< 幻 <0, 

0在两个映射时都转变到点 I 


0 . 


gl 和 


为了解题，需要求出。，匕和 y 以及相应的映射(4)，使得沿着转变到直线 

心的曲线 LAL 2 ，分别有 



l/iU )! 二 v ， |/ 2 U)| = (5) 

V Pi 

而沿着转变到正半轴 w 的曲线 y 有 

l/ 2 U ) 卜 y^i/iU)i ⑹ 

(图 132) .我们还要指岀，在所考虑的映射下: r 的负半轴和正半轴分别转变为负半轴 
的上、下两沿，所以 

arg / iUhO , 当 x <0, 

arg fii ^) = -兀 ，当 x >0. (7) 

为了简化问题的提法我们考察函数 

^ = \n/ k (z) = ln/ k [z k (xv)] = F k (w) 9 k = l,2 9 ( 8 ) 

其中 z = qU ) 是⑷的反函数，依赖于变量这些函数应当满足如下的边界 条件: 
分别沿直线 P A 和 W 


ReF l (w) = \n %和 Re F 2 ( w ) 二 In 


In 


Pi 

P 2 


沿着 W 的正半轴 


Re F 2 (w 2 ) =Re Fiivui) + 


2 


ln ^, 


Pi 


Im F 2 (w 2 ) = Im F^zvi) 


(51 

(61 
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图132 


其中叫二厶 u )， 而 m 的负半轴的上、下沿上 

Im h ( w ) 二 0和 Im F 2 ( w) = — 7T. (7 ) 

由⑹得岀就在此时从 ( O 可以得岀，函数 

-N P2 、 P2 I 1 Pi 

是巧（1^)通过 W 的正半轴的解析延拓.由此可见，问题化为寻找一个函数 F ( w ) = 


RU ) ，它在沿负半轴 M 有割痕的带状 - ％/&< t ；< A 中解析，在带的边界上满 

V pi 

足条件 Re F ^ lnV , ，而在割痕的上、下沿分别满足条件 

Im F ( w ) =0 ,lm F ( w ) — — tu . 

往后，不失一般性可以取 V , = 1，此时，我们将有 a = n ，并且根据（5)， 


= .此外因为根据问题的力学涵义，量 Re F ( W ) 有上界，所以函数 

V pi 

F ( w ) 应当对具有沿负半轴 w 有割痕的带 - r 2 < w < n 实施共形映射到具有对应边 

界点的(在图132指出的)半带上.这函数可用初等方式找到.事实上，半平面 Im 
0映射到具有图132中指明的点对应的割痕的带上，与第39目的例2完全一样地按 
照施瓦茨-克里斯托弗公式找岀' 


XV 


— ln(co - 1) + — ln ( a > + 1) ~ — 

TZ TC 



r 2 


TC 


ln ( co ~ a ). 


其中 




按照公式 



^)=ch (，把半带映射到这个具有所需要的 


* 在第39目的例中，点的对应与此不同. 
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点对应的半平面上，因此，函数的反函数有形状 

w — —ln(ch ^ — 1) + —ln(ch ^ + 1) — — — —lnfch ^ ~ ri , r2 ). (9) 

7T ^ 7T 5 7T \ 5 + r 2 1 

知道函数 F ( w ) ，按照公式 (8) 我们找到 f (幻=尝二 e Hw) ,由此 


2 ：= e — FM dw (10) 

Jo 

(在函数/和 F 的表示中我们省略了下标 1). 

利用这个公式，可以决定射流的形状，也可以决定流中的速度分布. 

轴对称情况 在这种情况，有关流的互撞问题的解要像在平面情况中一样有如 


此程度的最终形式是不能够获得的.如果把图131看作流的轴截面，并且用 x 表示 


沿轴的坐标^表示到轴的距离，那么代替柯西-黎曼方程组，我们得到方程组 


dv 

dx 


du dv 
y d y’3y 


d 


y 



dx 


(li) 


(比较第 56 目中的方程 (12)) .研究这方程组解的性质与尚未充分成熟的拟共形映射 
的一般理论有关(参阅第56目）.因此必须限于这一理论的一般定性考虑，并在它们 
基础上获得一些结果，用这些结果可以构造第一次近似的理论. 

列举一些这样的定性考虑和结果. 

1) 当3^+°°时，曲线1^和 L 2 有不同符号的曲率，并且渐近地接近某一条直线 


y = xtana + b . 由此可见，存在一个渐近的圆锥体，流动着的流的自由表面接近于这 
个圆锥体，这自由表面限定所谓的“覆盖层”（图 133). 



图133 


2) 包含在曲线1^和匕之间的带的宽度5,当 00 时趋于0,并且 

2 KyS = nr \ + Kr \ + rj , (12) 

其中 7 是相对于5的高阶无穷小量.为了讲清这关系式的物理意义，我们注意到，它 
的左边部分表示覆盖层截面的面积，而和表示在 : T oo 时射流的截面的面 

积(见图 133) .在射流相遇处的远方，亦即 UI 很大时，每一个射流的截面的所有点上 
的速度大致相同(对第一个射流等于％和对第二个射流等于 V 2 ) .因此，由常流量 

条件表达出来的液体的不可压缩性条件对每一个流写成形状 7 zr 2 k ^2 ny 8 k ，其中&表 
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示包含在 L 和 y U = 1，2;义+^ 2 = 5) 之间的带的宽度，把这两个关系式相加起来就 


得到 （12). 



由动量守恒定律可以得到对今后很重要的流动着的流的半径、它们的密度和 
角 a 之间的关系.考察靠近轴的流的两个单元在 x 〜 ± oo 时是高为1的圆柱体，它 
们的总动量将沿着 x 轴的方向，并且等于二叩 , H V , - 叩 2 V 2 . 在互撞以后，并 


经过足够长的时间，这些单元将处在圆锥体的近旁，而且它们的总动量在 x 轴上的 
投影将等于 H % +叩 2 V 2 )cosa. 按照动量守恒定律我们有 J , = ，由此 


令 



并利用关系式(3)，我们求得 


cos a — 


1 ~ Xk 2 
1 + A 々 2 



1 1 ~ cos a 
A 1 + cos a ’ 


(13) 

(14) 


所导岀的结果对构造近似积聚理论的计算公式就足够了. 

(3) 击穿理论我们考虑已经弄清楚的在坐标系中两个液体射流互撞的模式， 
对于这个模式左边(粗)的射流不流动.在这坐标系中右边的、移动着的射流的速度将 
等于 V , + V 2 = (l + A ) V 2 .射流在互撞处的速度 Vt ，在积聚理论中将是 穿透速 

度(我们用 co 表示），因而等于 


oj = XV 2 — j ^ . (15) 

由此可见 ，积聚射流的穿透速度总是小于射流本身的速度 .特别，如果射流和装甲有 
相同密度 (A = 1) ，那么穿透速度小于射流的速度两倍. 

由公式 (15) 也得出如下重要结果 :如果 射流的某一固定截面移动一个距离 H ， 


那么射流的穿透点移动-个距离/^% = ^^，耐流在这时缩短-个量卜 


= = 由此可见， 射流的消耗部分的长 h 2 = H ~ h 对穿透区域的 

长 h 的比等于 


由此得岀 



h = Xh 2 =,J (16) 

特别， 如果射流和装甲的密度相同，那么 /i = / i 2 ，亦即穿透的深度等于消耗在这 
穿透上的射流之长. 

公式 (16) 与有关积聚射流有有限长度的假设相符合.设有一圆柱形液体棒，它的 
直径与它的长度相比很小，共轴地撞击另一圆柱形液体棒.在接近互撞开始时刻的一 
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段时间内，我们有骤然表现出来的不稳定过程.但是，凭借上面所说的一般原理，可以 
证明，在射流头中发生的现象，可以觉察到的只影响射流的 2〜3 个直径的距离.当现 
实过程接近于上面所讨论的稳定过程时，消耗在这些现象上的只是射流的不大一部 
分(几个直径大小），可以忽略.因此消耗在穿透上的射流的一部分的 长心可 以认为 

就等于射流的长，我们也就得到积 聚流的穿透深 度的如下近似 公式： 

h =M a ⑼ 

其中 a 表示射流长，&表示射流的密度，&表示装甲密度. 

(4) 积聚射流形成理论 上面所讨论 的在仏 两条射流互撞的方案，也可 

以作为计算积聚流参数的基础.为此目的，我们引入新的移动坐标系，它沿着 z 轴从 
右向左以速度 V/cos a 移动.在这系统中圆锥形覆盖物沿着自己曲面的法线的速度 

W = Vtana 移动，积聚射流的速度原来等于 V + I . 代人 V = Wcot 心我们 

cos a 

得到 积聚射流速度 的公式，它依赖于角 a 和圆锥体的“压缩速度” 

W(l +」一 )cot a . (18) 

\ cos a I 

同样容易得到，依赖于角 《 和它的一个截面的外罩的厚度的射流的半径的表达 
式'我们取外罩的厚度，譬如当 y = l 时等于5.此时，根据 (12) 我们将近似地有25 

= r ] + 4 ， 而根据 (14) ， & =」 \ : COS a ， 由此，我们得到积 聚射流半径的 表达式 

r x V 1 + cos a 



如在讨论理想情景的穿透理论中一样，我们转向现实聚能装药的(第一次近似) 
计算.我们讨论火药的外罩是按公式 (12) 确定的可变厚度的圆锥体的情况，并且装药 
是这样的，外罩的所有单元瞬间都获得速度 W ，它数量上是常数，而方向是沿着渐近 
圆锥体的法线. 

如果圆锥体的厚度与它的高相比很小，那么过程的初始不稳定位相可以忽略不 
计，并且因此可以认为，射流的形成依照图 130 中描述的情景发 生:受 挤压的圆锥体 
从自己挤压出一条金属丝，它的半径按照公式 (19) 决定，并且它以公式 (18) 所决定的 
速度移动. 

根据上面所述，在所讨论的情况中射流的长度和穿透深度等于圆锥母线的长. 

在结束时，我们指出，所有导出第一次近似理论的结果和结论，在装药的直径、外 
罩的形状和厚度的充分广的范围内，对不同密度和坚固性的材料所进行的实验中得 
到完全证实.但是也积累了足够多的结果，它们不属于所叙述的理论，并且对自己即 


* 知道外罩一个截面的厚度能够确定整个外罩，因为外罩的几何被两条射流所建立的覆盖物的形状决定. 


使非直截了当的解释也需要对这理论的实质性补充.某些这样的结果，以及与这些结 
果有关的问题的设置读者可在拉夫连季耶夫的文章 [20] 中找到，也可参阅拉夫连季 
耶夫和沙巴特的书 [21]. 

59. 弹性理论问题. 在这里我们列举解第51目中提出的问题的一些例子. 

(1) 解圆的基本问题 设区域 D 是单位圆，并且要求找出在单位圆周 C 上给定外部应力 

- . r ;/ + 下弹性平衡(问题1 ) 或给定位移# = “ +化下弹性平衡(问题 n ). 

根据第51目的结果，这些问题的解可化为寻找两个在圆 kl <1 内解析的函数和 0 U )， 
对于问题1的情况，它们在圆周上由条件 

联系着，其中 = / F〆 . V ， 表示给定在 C 上的函数(见第51目公式 (8) .与那里所说相适应， 


在这公式中可以令 a = 0 )，而对于问题 n 的情况，它们在圆周上由条件 

?) - ( _ 0 ( ^) = 2/ug( ( 2 ) 

联系着，其中 /C 和 P 是常数(见第51目公式 (4)). 

更详细地讨论问题 I 的解.为了问题的完全确定我们采取条件 

0 ( 0 ) = Im 9 (0) =0 (3) 

(见第51目公式 (10)) .现在利用，0(?)的值是函数 0 U ) 的极限值，其中 0 U ) 在圆 UI <1 内解 
析.按照第52目中的公式(22)，考虑到条件 (1) 和(3)，那么我们对一切 z ， ld < l ， 得到关系式 

丄 「 = f /UM-_L f 1 r 

r% ♦ «lip 1 參 l# • c# r\ * W S • 

Jr z Zm Jr z J r z Zm Jr z 


因为函数 pU ) 在圆 kl < l 内解析，那么利用柯西公式，这关系式可以改写成如下形状 



(4) 



来 


把 1/( 幻展开成按2 / C 的幂级数，并且把所得到的展幵式相乘. 
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后代入 z = 0, 我们得到 




C ] 


2 m 






2 m 





⑺ 


第二个方程完全确定 



，对于第一个方程，首先我们注意到，只是在条件 


Im 


2 m 



/( f m T i 



/U)4 二 0 


下才可解(我们利用了，在 C 上？ =1/()， 再置换/=力 + ^2和炎=办-吻后，条件可改写成形 
状 


f x dx + f 2 dy = Q , 


⑻ 


而且物理上表示外部应力的主矩等于0的条件（比较第51目公式 (9)) .在此条件下， （7) 式的第一 


个公式决定 



的实数部分，而它的虚数部分与所采用的条件 (3) 相对应.我们令它等于 0. 


这样，函数〆 z) 由公式 (6) 确定，公式中的常数^和^从公式⑺中求出.知道这个函数，我们 

从条件 (1) 求出解析函数 0U) 的边界值，并且根据这些值，在柯西公式帮助下，复原圆内的 iP ( z ) 
的值 






2 m 





2 m 





⑼ 


右端的第二个积分，根据第52目中的公式(22)，等于_，第三个积分根据柯西留数定理很 


容易计算 


2 m 



-咖成= 





2 ni 


\ K ) dK _ 


?(?- 之) 


，⑼ 





Z 


Z 


(我们利用在 C 上？ = 1/?，同时被积函数在 C 内有两个一阶极点4 = 0和？= 在这些极点上的 
留数按第23目中公式⑸算出）.由此可见，可以把公式⑼改写成形状 


tp ( z ) = 


2 m 



7iK)d 




< p '( z ) ^(0) _ 


z 


z 


卩⑼ 


( 10 ) 


根据第 51 目中所讲过的，公式 (6) 和 (10) 中常数项作为非实质性的项可以舍弃，考虑到公式 


(7) 我们得到问题I的解的最终形式 


f ( z ) = 


2 m 



/( ⑽ 





4?rz 





0( z ) = 


2717 







4 mz 



㈣ 一， 


( 11 ) 


对于单位圆的问题 n 完金类似地解，并且代替 ( id 我们得到公式 


<p(z) 


= JL 












< p ( z )= -会 








Z 


( 12 ) 



其中 



mU - l ) 




gWda . 


(13) 


(2) 带有圆孔的平面情形 对这种情形弹性理论的基本问题可类似地解.首先假设，加到周线 
上的外应力的主向量，同样在无穷远处的应力都变成0.亦即 

x= Y=o^\r=r / =o. 


( 14 ) 



如我们在第 51 目看到的，从这个假设条件推出，函数与 0 U ) 在无穷远点处是正则的， 
我们还要假设 9( 00 ) 二 0. 

像以前一样我们认为圆周 C 是单位圆，因为在 C 上 0 U ) 的值是在圆外 k I >1解析的函数的 
极限值，所以按照第52目中的公式(23)，并考虑到边值条件(1)，对于一切 z ， UI > l ， 我们得到关 


系式 

丄「 /( ⑽ 

2 m Jr (- z 2 

或者根据第 52 目的公式 (20) 和条件以 


2 m 




z 


2 ni 








0, 


0, 






fWdi 



z 


利用在 kl >1 时收敛的洛朗展开式 cp(z)= 2与，完全如圆情形中一样，我们得出，最后公式左 

L — 1 Z 


端的积分等于0,由此 


(p(z ) =- 


2 m 





(15) 


现在可以确定 〆 （)的边界值，按照公式 （1) 求出边界值 0( f )， 并且按照第52目中的公式 


(20) ， 在它们帮助下构造 k | >1时 0( z ) 的值 


( p ( z ) = 


2 m 





必 （ GO) 


把 (1) 式中的 〆 ？)的值代人这里，并使用容易证明的关系式 


1 ， 
2m J r 




0, 



2m J r 以 z) 


cp ^ z ) 


z 


最终我们得到 


0 ⑴ =— 


1 ， 
2 m % 


f ^) dK _ cp \ z ) 

Z z 


(16) 


(我们舍去了非本质的常数项）. 


我们转到条件 (14) 不满足的一般情形.根据第51目的公式(20)，于是我们有 




X+iY 


z 


rz ~2^TT^) Lnz + ^ (zh 


ip(z) = r'z + K 2^(1 l ^ K ) Z+ 00 ( ^ ) » ( 17 ) 

其中抑 U ) 和 0 O ( Z ) 在 | z |> l 时是单值解析函数，并且可以令外（00)=0,并认为在无穷远处没 
有旋转，亦即， r 为实常数.把这些表达式代入边值条件（1)，我们得出，函数的边界值 < po ( z)m 
0 oU ) 由完全同样形状的条件联系着，在条件中只是在右端取代函数 /(() 的是 

/ 0 a)=/u)-2iT ⑽ 

(我们利用了，在 c 上？ = 1 /?和 r 是一个实常量）.我们还要注意到，函数/。 （（) 在 c 上是单值的， 

因为在绕行 c 时 /(?) 的增量等于 x + fY ， 它由对数项的增量来补偿. 

由此可见，寻求函数 mU ) 和咖 U ) 化为已经解出过的问题，因此，这些函数可按公式 (15) 和 
(16) 求出，在这些公式中函数 /(?) 由 （18) 中的函数/。（？)取代.现在余下的是根据公式 （17) 求出 

函数 pU ) 和 0 U ), 亦即问题将在一般情况下解岀. 

第二基本问题可完全类似地解出. 
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(3) 半平面情形 设区域 D 是下半平面.在这样的情形下，为了解基本问题我们把定义在 D 
上的函数与 0 U ) 延拓到上半平面内去.也就是，对于在上半平面内的^我们按定义令 

< p ( z ) = — z < p '( z ) — ( p ( z ) + const , (19) 

于是 


(p f {z)~ — <p' (z) — Z (p\z) — . 


( 20 ) 


当 z 从: r 轴的右面与从 x 轴的左面 ( B 卩，从下半平面与从上半平面)趋 近于工 时的的极 
限值，分别记作 〆 - ( o :) 与 〆 + (* r )， 于是便有 

<p’ + (x) = — (p - (x) - x cp 〃 ― (x) — (// - {x). (21) 

另一方面，由第 50 目中的公式 (26) 我们得到，在下半平面内 

- iX y = (p\z) + cp f (z) + z (p\z) + ip ' iz ). (22) 

我们看到，在 x 轴的未受力的那些部分上， 

Y ~ - iX ~ — (p - ( jc ) + (p - { x ) + x cp '- ( X 、 + ip ’- ( x ) =0, 

所以关系式 (21) 便呈 


<P' + (*r) = (p - ix) 

的形状.因此，把函数扩展到上半平面内的那个延拓(20)，乃是函数 ？/( z ) 的经过 X 轴上未 
受力部分的解析延拓. 

函数 0' U ) 也可以用那个已经扩展到上半平面内的函数 〆 U ) 来表达.为了要得出这个表达 
式，我们在公式 (20) 中把 z 换成以于是 z 便在下半平面内的），然后再把公式的两端都换成复数意 
义下的共辗量，于是便得到 

if/ {z) = — (p f {z) — (p{z) — Z(p f (z) 

U 在上半平面内）.把这个表达式代入 (22) 内，我们便得出应力通过函数 〆 Z ) 来表达的式子 

Y y - iX y = ^ ( z ) - ^ ( z ) + (z - z ) ^ ( z ). (23) 

类似地，从第50目中的公式(24)，我们可以得出用来表达的位移表 达式： 

2 jjl{u + iv ) — K < p ( z ) + < p ( z ) — (z — z )^ ( z ) + const. (24) 

我们转向讨论边值问题的解.在第一边值问题中，在实轴上给定了外 应力; 压力 

P ( t )=~ Y , 

与切线应力 

T ( t ) = Xy , 

假定它们都满足赫尔德条件，并且在无穷远处都等于 0. 由公式(23)，在式中应该取 z — t 时的极限 

值，便得到对于函数 〆 （幻的边值 条件： 

9 \( t )-< p \( t ) = P ( t ) + iT ( t ). (25) 

边值问题 (25) 的解，根据第52目中的索霍茨基公式(15)，可以直接写成柯西型积分的 形式： 


( f ' iz ) 



Lm j -oo 


P ( t ) + iT ( t) dt 

t — z 


(26) 


当对 PG ) 与 TG ) 添加某一些补充条件后，由公式 (26) 所确定的这个函数 / U ) 就能在无穷远处 
满足一些必需的条件，这些条件(由第51目中的公式 (22) 导出）的形式是 


<p / (z) = 


X+iY 1 

2 n z 



(27) 


其中是较+高阶的无穷小.在这些条件之下，把所求得的函数 <( z ) 的表达式代入公式 



[59] 
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(23) 中，我们便可求岀应力，从公式 (24) 可以求出位移(在可以相差一个刚性位移的精度内）. 

在第二边值问题中，在实轴上给定了位 移分量的值： 

f 

u = ^\(t),V = g 2 (t)y 

假定这两个函数的导数 〆 ,（0 与 〆 2 U ) 都满足赫尔德条件，并且在无穷远处都等于 o . 

把等式 (24) 对于1求导数，并就 r 从下半平面趋近 f 时取其极限值.再利用那些已知的位移， 
我们便得到这问题的边值 条件： 

2/^ [ | ( ^ ) + K ( p f ( t )^ ( p \ ( t ). (28) 

把在上半平面内等于 fU ) 而在下半平面内等于 -/c〆 （幻的那个函数记作 xU ). 于是条件 (28) 
便可以写成 


乂八 X = ig 2 (t)] 

的形状，所以函数 xU ) 可以用柯西型积分的形式来 求出： 



Z 


1L 

ni 


尺’| ⑴ + 


(It 


z 


(29) 


知道了以幻后，我们便可得到所求的函数 9 '(zh 



当 Im z >0 时， 
当 Im z <0 时. 


(30) 


(4) 压模问题设实轴是一个弹性物体的边界，在实轴的一段（_/，/)的上面放了一个坚硬的 
压模，它的底部是水平的直线(图 134) .我们假定，线段 （- /，/)上的那些点都与压模接触，并同它 
牢固地结合着，而且压模只能垂直地上下移动.这问题是弹性理论的混合边值 问题: 在线段（-/， 
/) 上给定了位移 

u - + iv - = g \( t ) ^ ig 2 ( t )~ const , (31) 

而在边界的其余部分上，即，在射线 （ _〜 ) 与 ( /，〜)上，则 
给定了应力 

X v = y v =0. (32) 

把条件 (32) 代人公式 (25 ) 中，我们便看到，在射线（-〜， 

-/) 与（/，〜)上的点处，有关系式 

〆 +(/) = 〆 —⑴， 

亦即，函数 〆 （幻可以经过这两条射线解析地延拓.把条件 
(31) 代人公式 (28) 中，我们便得到 fU ) 在割痕（-/，/)两沿 
上的边界值之间的关 系式： * 

K ( p ’-( t ) + < p ’ + (0=0, 图 134 

或者 

( p \ ( t )=- 呼' —（ t ). (33) 

因此，为了要确定函数 / U )， 我们便得到了一个希尔伯特-普里瓦洛夫的边值问题，其中的 

b = Q ， a = 



而且路线 C 不是封闭的(见第 53 目末）.函数 a 的指示数等于 0, 所以这问题可以用第 53 目中的 
加霍夫公式 (4) 与 (5) 来解，这两个公式在这一情形中取的形式是 
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F'(z) = 


I 


2ni J -/ 



2ni 


；(ln k + be )In 


z — l 

FT 7, 


<p / (z) = Ae~ F (z) 



其中 

但是，所得出的函数 〆 - U ) 并不满足在无穷远处的条件——它在无穷远处取有限值 A ，而按照条 
件 (27), 所求的函数在那里应当有一个一阶零点.因此，我们利用在第53目末所提出的注，把所得 

的这个函数乘以一^7，于是得到' 

z — L 


9 


z 一 I \ 


z - l \^ 


/ Vz + 


= a(— 


I 

1 


V z 2 — l 2 


这个函数在点 z 处的留数等于 A (在对于前面所得到的那个表达式中所包含的多值函数 

的分支，作适当的选择下），所以，顾及到公式 (27) ，我们得出 


A = 


X+iY 

2k 


即，常量 A 等于施在压模上的合力.在我们这情形中， 


X = 0, 

于是我们得出函数 〆 - u ) 的最后的表达式 


y =- p 0 . 


9 


(z) = 


iPp 

2 tc 


— 


l 

7 


V ^ T 2 


(34) 


我们来计算作用于压模下物体上的压力 P (0 与切线应力 7 X 0 •根据公式 (25) 与(33)，我们有 




(l + /c)〆 — ⑴ 


把表达式 (34) 代入这式中，得到 


P(t) + iT(t) = d 


Pol + 


r K 




VI 2 


t 


其中在右端应当取这个函数的当 z 循着上半平面内的点趋于 £ 时的极限值_.在经过初等变换之 
后，我们得出 


Pit) 


Po 


1 + k 


T(t) = 


2tt v l 2 

Po 


2 


4 k 
1 + 



(如 nf 


(35) 


2tz v l 2 


t 


2 


r K 


-sin(/?ln ^ 


这些公式是阿勃拉莫夫所获得的(见 H . H . MycxejiHiiiBHjiH [ 10]) - 


來 


选取乘数 


Z _ I 


，是为了使所得的函数仅在线段 （-/,/) 的端点处才有奇点. 


_这时在分母中便出现了因式(参看前面所规定的常量的定义). 


第四章共形映射的变分原理 


这一章是用来讲共形映射的“动力学”的.其中陈述了一些定性的与定量的命题， 
凭借这些命题，使我们能够 判断: 当被映射区域的边界改变时，映射要怎样改变.这种 
命题在实用上特别值得注意，因为它们给出了从一个已知结构换成一个相近的结构 
时的简单计算方法.我们假定，在计算一个已经设计好的结构时，发现某一些量超岀 
了所许可的范围.于是，自然发生了如下的问题 :应当 把这结构在哪里加以改变？改 
变多少？在某些情形中，这问题的答案可以基于这里所说的变分原理而获得. 

在本章末，给岀了把变分原理应用到具体的实际问题上去的一些例子. 


§1基本变分原理 


设在 z 平面内给定了两个单连通区域 d 与 S ， 它们分别由曲线 c 与£所围成， 


并设 



/ U ) 与分别是实施把 D 与6共形映射到一个典型区域(圆，半 


平面，带形)的函数，并且这两个函数是同样地规范的.我们刚才所说的那个问题，在 
数学上可以以如下方式 提出： 


设映射 W = / U ) 是已知的，周线£与（：很接近，求当从区域 D 换到区域6时， 

增量 


f(z) ~ = r(/,/) 

的主要部分 S /. 

与这个问题的解有关的结果有两类——定性定理和带有余项 K /，/) 估计的8/ 
的近似计算方法.我们从一些定性的原理来开始. 
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6 (K 基本变分原理 我们先来规定一些记号.由曲线 C 所围成的区域，我们记作 
D ( C ). 实施把 D ( C ) 共形地映射到单位圆上去、并且使区域内的一个确定的点^在 

这映射下变换成坐标原点的那个函数，我们记作 

zv = f ( z 9 C ); f ( z OJ C )- 0 . (1) 

满足所述条件的函数可以有无限多个，但是它们都仅仅彼此相差一个形如，的 
因子 j 是一个实数.记号 / U ， C ) 我们理解为是这些函数中的任何一个，但在量 d 
是很重要的那些问题中，我们将用补充条件来确定它.在映射⑴下变换成圆周 UI 
二^0<1的那些闭曲线，我们用来表示，称它为等高线. 

用一条周线£来代替周线 C ， 称作周线 C 的形变 .我们假定区域 D ( C ) 与 D (£) 
都是对于点 A 的星 形区域 ，即，假定它们的边界 c 与£，在以&为极点的极坐标系 

内，可以借助单值函数与 Mp ) 用方程 r = r ( cp ) 与 r = 来表示.在周线 C 
上，使这两个函数的比达到最大值的那个点 h = A + ，及其在周线 C 上 

的 对应点 h + r 2 ，我们称 做最大形变点 ，数 A 称为周线 的最大形变. 

厂 2 

基本定性变分原理，所谓林 德勒夫 ( Lindel 6 f ) 原理， 是说: 如果仅限于考虑把包含 
固定点在每一个这样的映射下，点^ = 0的原像)的区域映到单位圆上去的那些 

映射的话，那么，当把区域的边界向内压缩时:1)所有的等高线都 压缩; 2) 在点&处 

的延伸系数 增大; 3) 在边界上保持不动的那些点处的延伸系数（因而，特别是，边界 

的未经形变部分的像的长度) 减小; 4) 在最大形变点处的延伸系数增大到 j 倍以上. 

换句话说，下述定理 成立： 

定理 1如果区域 D (£) 包含在 D ( C ) 内， 那么： 

1) 对于任何一个 p ( OCpd )， 区域 D (&) 都包含在 LKC ；) 内，并且只有当 C 
与 C 相合时，$与 C , 方能相 接触； 

2) 在点处有 

\/( z 09 C )\>\/( z 0 , C )\, ⑵ 

其中的等号只有当£与 c 重合时方能 成立； 

3) 如果周线£与 c 有公共点& ， 那么在这个点处必有 

i/u"e)i<i/( 之 "c)i ， ⑶ 

其中的等号只有当£与0重合时方能 成立； 

4) 如果这两个区域对于都是星形的，那么在最大形变点处有 

\f ( z 2 , C)\\f ( z 2 , C )\ , (4) 

其中 A <1 是周线的最大形变. 

我们引用原理的直接几何证明，这证明清楚地表明它的本质，并且能够获得量的 
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估计，为此，我们注意，只要就周线0与 CM 又在一小段 U ，6) 上不同的情形来证明这 
定理便够了，在这一小段上£是一段圆周弧，其曲率同曲线 c 在 U ，6) 上的曲率很 
接近，于是 D ( G ) 是从 D ( C ) 中割去一块小面积 (7 而得到的（图 135) .事实上， C 的 
任何一个变形，都可以由继续施行这种简单的变形而得到，所以，如果对于这种情形， 
定理已经证明，那么对于一般的情形这定理也将被证明. 


h 



图135 


现在我们引进一个辅助的（平面，并且用一个共形映射把区域 D ( c ) 映到单位 

圆 ld < i 上： 

卜 /( 2 ： ， C ) ， /( 2： 0 ， C ) 二 0 • 

设这时 S 被变换成曲线£'，包含在£/与圆周 I CI = 1之间的那块面积等于， 
(图 135) .我们用一个共形映射把区域映成 w 平面中的单 位圆： 

= g( 9 ^(0) = 0. 

因为在不计高阶无穷小的精度内，可以把面积，看作是圆月牙形 '所以 可以把 
第 34 目中的映射 (9) 来作为 g: 

^ g ⑴气 卜+^|4|， ⑸ 


* 当周线 c 的曲率々作为此周线的弧长 s 的函数满足赫尔德条件 

| 是+ 厶 ）- 是（《） | < A | 厶 | a ，0< a^l 

时，这个结论可以建立根据的.为了建立根据还要利用映射加=/(2)的一系列边界性质.下面我们引人不利用 
f ( z ) 的边界性质的原理的证明. 
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其中《是面积，中某一个点的辐角.我们来求 g 的逆映射.为了这个目的，我们把 
(5) 式改写成 



的形状(我们利用了下述 事实: 在不计高阶无穷小的精度内，当7很小时 ， Y 1- 

0.因为 w 与 C 相差一个与，同阶的无穷小量，所以可以在含有因子 ，的 项内用 VU 
来代替？，而不改变我们的精确度.因此 



我们把 S 平面中在映射 w = g ( ?)下与圆周1^1=^相对应的那条曲线记作 
C ;. 为了要得出 q 的参数方程，我们令，如二 〆 ，求表达式 (6) 的对数， 



然后把实数部分与虚数部分分开: 



由这两个方程中，可以得出所要证明的定理中的全部结论.显然，我们有 


(7) 


w = f ( z 9 C ) = g [ f ( z , C )]. 


( 8 ) 


所以，在映射 e = / U ， c ) 下区域 D ( G ) 变换成 LKC ;) .因为在此时区域 D ( Q ) 变 
换成圆 \ a < P ， 所以要证明定理的第一部分，只要证明 D ( C P ) 包含在圆 I Cl < p 内 
就够了.可是因为 

1 一 2pcxys(d — a) + + p ) 2 , 

所以根据 (7) 式，对于周线上所有的点来说都有 

l?l = r< -°( 1_ ferv) < ^' ⑼ 

这样，定理中的第一个结论已经完全证明. 

把不等式 (9) 除以卜并令^趋于0,我们得到极限 

dw Lit 

但是这样我们就有 I /(0) I >1，所以根据 (8) 式 

l/U 0 ,6)l = lg / (o)|.|/U ， c)|>|/U 0 ， c )|， 
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这便证明了第二个结论. 

现在设点 r ， 沿着圆周 | (| =1的半径趋近于这圆周上的一个点，，并设， 
位于，的外面.于是，由于映射是共形的，其对应点 W 二也沿着与圆周 I W I 二1的 
半径相切的方向趋近于点/，所以我 们有： 

| A ^| = | ^ | = 1 - r , 

Aw I = \ zv — e t0 \^l — p. 


但是由不等式 (9) 推出 


在这式子中取当 


1- 


1- 


P 


1- 



1- 


P 



(7 pi — p 


^1- 


2 k 1 



9 


r 


1时的极限，我们便 得到: 


〆 p 

2tt 1 +10 


dw 



= liml ~~ - 
r—1 1 — r 


a 

4 ?r 


由此就得出了定理中的结论 3). 

要证明定理的最后那个结论，我们用£ #来记由 c 经过相似变换卜+ a U - 
A ) 所得的那条周线（图 135) .显然，函数 

~ X - 

实施一个把区域 ) 映成单位圆的共形映射.可是 D (£” 包含在区域 D (£) 内， 
并且点既属于£，也属于，所以根据这定理的结论 3) 有 

\ f { z 1 , C *)\<\ f { z 2 , C )\. 

但因为由 （10) 有 

f \ z 2 , c * ) = y /( Z 2 ， C )， 

所以 |/'(5 2 ，6) \^^-\/ ( z 2 , c ) I , 

于是定理便完全证明了. 

下面的所谓蒙泰尔 ( Montel ) 原理，是刚才所证明的那个定理的一个简单 推论： 
定理 2设区域 D ( C ) 与 D (£) 都包含点 z 。， 并且 


，c 


( 10 ) 





之 o 


C = C! + c 2 , c = c, + c 2 , 



其中已位于 D ( C ) 内，6 2 在 D ( C ) 外，。 2 在 D ( e ) 内，(^在 D (£) 外（见图 136) .此 
外，并设在映射 

w = f(z,C) , w = f(z,C) 
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下，弧 C , 与已分别变换成弧义与\，那么在这两段弧的长度之间便有关系式 * 

d x >d x ( 11 ) 

联系着，其中的等号只有在（：与£重合时方能成立. 

为了要证明这定理，我们引入由曲线 C 2 所围成的辅助区域 D ( C ') ，并 


把 C 2 在映射 W = / U ，( T ) 下的像记作 〆 .因为 D (( T ) 包含在 D (£) 内，并且弧 h 


同时属于（：/与£，所以根据林德勒夫原理的第三个结 
论，在己上的每一个点处都有 

因此，考虑到导数的模的几何意义，我们有 

— d '. ( 12 ) 



另一方面， D ( CT ) 位于区域 D ( C ) 的内部，而弧 图136 

C 2 同时属于曲线(^与0,所以基于同一理由有 




(13) 


把不等式 (12) 与 (13) 联合起来，我们便得出所求的不等式 (11). 

结束时我们指出，所证明了的蒙泰尔与林德勒夫变分原理也可以根据施瓦茨引 
理得到.事实上，这些原理从如下结论推出，这结论是，函数 = 的反函数？= 
M w ) 把圆 U I 变换到属于区域 LKcy 的圆 | Cl <八我们遵循在定理1的证明 

中所引入的记号）.但是由于函数 S = / i ( w )，/ i (0) 二0把圆 I 釧<1 映射到属于圆 
|(|<1的区域 D ( CT ) 上，所以根据施瓦茨引理，对任何 W ， UI <1， 我们有 |/ iU)l 
< UI . 由此也推得结论是，在任何 p 下区域 D ( C ;) 属于圆 I 

这些原理也可以直接从调和函数的极大值原理(第42目）中得到.这种方法在把 
变分原理推广到比共形映射更一般的，特别是，拟共形映射时有特殊意义(第56目）， 
对拟共形映射极大值原理仍然正确. 

方法的实质是这样的.设 w =/(20，/( Z ()) =0和=0是分别 

实施把区域 IXC ) 和 D (£) 映射到单位圆的共形映射.函数 P{x,y)=\n |/( z ) |除 
点2：二&外在区域 D ( C ) 内是处处调和的，并且 P(x,y)-\n\z~ z 0 \ 在这区域内是 

正则的.因为在 C 上 |/ U )| =1，所以 PU ，30 在 C 上变为0.沿着曲线 C , 

P(x,y) = \n p, (14) 

所以可以把 (14) 看作的方程. 

需要证明，在周线 C 形变到区域 D ( C ) 内部时，对于任何 ^ OCpCl ， 区域 
D ( G ) 包含在 D ( q ) 内•但是在 D ( C ) 内按极大值原理处处有 PU ，3；)<0, 而由于 


* 我们用同一字母来表示弧的本身与弧的长度. 
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在 C 的不与 C 重合的部分上， P (. r ，30 = ln |/(^)| =0,但是在 C 和乙的公共部分 
上这两个函数等于0,所以在 D (£) 内处处有 

P(jr ,y). 


根据方程（⑷和曲线&的类似方程可以断定，在 任何… 0<^<1时， D (匕）包 
含在 D ( q ) 内. 

61 . 原理的推广 在上一目中所证明的那个基本变分原理，也可以推广到那些把 
区域共形地映射成其他类型典范区域的函数上去. 

(1) 圆的外部 我们把在封闭周线 C 外部的那个区域记作 zi ( C )， 设函数 

F ( z , C ) , F (°°, C ) = 00 (1) 

是实施把区域 ZUC ) 映射到单位圆的外部 | w | > 1上的共形映射.沿用在上一目中 
所采用的那些记号，我们可以建立下述 定理： 

定理 1 如果区域 △(£) 包含在区域 Z \( C ) 内，那么 

1) 对于任何一个^>1，区域 △(£,) 都包含在区域 z \( c , J 内； 对于无论怎样的一 
个卜都 只有在 £与 C 重合时，周线&与 Q 方能相 接触； 

2) 在无穷远点处有 

\F\^,C)\>\F\ooX)\^ (2) 

3) 在周线£与（：的公共点 z ，处有 

lF / ( z l , C ) l < lF / ( z l 9 C ) l ； (3) 

4) 如果周线£与0对于点 Z 二0都是星形的，那么在最大形变点 Q 与 h 处有 

\F / (z 29 C)\>j\F / (z 29 C )\ 9 (4) 

等号只有在£与 c 重合时方能成立. 

这定理的证明，可以照上一目中所证明的那个定理同样地来进行，不过要用把弃 
掉月牙形的单位圆外部映射到圆的外部的映射来代替 (5) .证明这定理的最简单的方 
法，是利用变量变换 


把它化成上一目中已证明的那个定理. 

(2) 半平面的情形 设曲线 C 通过无穷远点，并且在无穷远点处具有切线与有 
限曲率*，于是，当1?足够大时，圆周 M = J ? 与 c 相交于两个点，并且可以使这两个 
点的辐角的差与 7 T 任意接近. 

我们还假定，正向半虚轴上的足够远的部分不与 C 相交，并把以 C 为边界的包 
含了这部分虚轴的那一个区域记作 D ( C ). 我们规定用 


* 这便是说，由 C 经变换 S = j 而得到的那条曲线 C * ，在点卜0处具有切线与有限曲率. 
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w = f(z ， C) ， f(oo ， C) 二 00, |/(oo,C)|=l ( 5 ) 

来记实施把区域 CKC ) 映成上半个平面 v >0 的共形映射的那个函数.根据存在定 
理，在这些加给曲线 C 的条件之下，函数/存 
在，并且在可以相差一个实数常数项的精度内 
被确定.由于在以后这个相差的常数项并不起 
什么作用，所以我们可以把/理解为这些函数 
中的任何一个.最后，设与己分别是在映射 
*^ = /(2：，(^)与映射 W ^/(^，^^下被变换成直 

线 r = const 的那两条曲线（图 137) .在这些记 
号之下，我们有下述 定理： 

定理2设曲线£通过点 oo , 并且在无穷远处与 C 有共同的切线.此外如果区 
域 D (£) 还包含在区域 D ( C ) 内，那么 

1) 对于任何一个 t ；>0, 区域 D(£j 都包含在区域 D(CJ 内，并且只有当 C 与 
c 重合时，与 c v 方能相 接触； 



2 ) 如果 0 与£有一个公共的正则点义，那么在这个点处便有 

1/(2：! ,C) |<|/'(^! ,C) I , ⑹ 

并且等号只有在 c 与5 重合时才 达到； 

3) 如果曲线 C 与 C 由单值函数 y 给出，而 2：2 与乏 2 分别是这 

两条曲线上使得差 y { x )~ 3 ；(: c ) 达到最大值的那两个点，那么便有 

\/( z 2 , C )\>\/( z 29 C )\, ⑺ 

并且等号只 有当& 由 C 作一平行 y 轴的平移而得到时方能成立. 

根据在上一目中所举过的理由，我们只需要考虑当 c 与: T 轴重合，£与 c 仅在 
无限小的一段 U - e，a + e ) 上不同，在这段上£是一段曲率很小的圆弧时的情形便 
够了.可是在这情形下 / U ，，根据第34目中的公式 (7) ，在不计高阶无穷小的 


精度内， 


+ ( 8 ) 
它的反函数可以照在上一目中那样来求得，并且其形状是 


z^w — 



在其中令 w = W 并把实数部分与虚数部分分开，在固定了 P 时我们便得岀曲线 

c v 的参数方程 


x^u 







(9) 


从参数方程 (9) 的第二个方程中可以看岀，江位于区域内，即，位于区域 D(CJ 


内——这便证明了定理中的第一个结论 . 





[ 61 ] 


§1 基本变分原理 


- 295 • 


要证明结论2)，我们在： r 轴上取距离 a 较 a 为远的任何一个点 X ，并在这个点处 
求函数 (8) 的导数，我们有 

气 




a 1 

丌 (x ~ a ) 2 



这便是所需要证明的. 

要证明结论 3) ，我们把 C 按向量(向上)作平行平移后所得到的那条曲 
线，记作显然，我们有 

f ( z , C * ) = /( 2 ： - £ 2 + z 2 ， C ) ， 

因此 

另一方面， D(t ) 属于区域 D (£)， 并且5 2 是£ 与卜 的公共点，所以，根据已经证 
明的结论2)， ^ 

|/'(云 2 ，6* ) |<|/ / (乏 2 ，6) I • 

比较最后两个关系式，我们便得岀所求的不等式 (7) .于是定理就完全证明了. 

所证明的这个定理可以有简单的流体力学上的解释.设有一个很深的具有平面 
的垂直侧壁的渠道，沿着这渠道流动着理想的、不可压缩的液体，它的底部的截面的 
形状为曲线 C . 那么， 

如果在渠道的某一处底部升高了，那么流的所有流线也便都升高，而且在底部的 
没有经过形变的点处，流速减小，而在最大形变的点上流速增大（见图 137). 

(3) 带形的情形 设 C 。 与 C 是两段弧，除了它们的端点^与^之外，没有公共 

点.这时我们并不把这两个点 a 中有一个点或两个点与无穷远点 z = 〜重合的情形 
除外.用 D ( C U ， C ) 来记由曲线与 C 所围成的那个区域，并用 

w = f ( z y C 09 C ); f { a x , C 0 , C ) = - °°, /( a 2 , C 0 , C ) = 00 (10) 

来表示实施把区域 D ( C Q ， C ) 共形映射到带形 0< p <1 上去的那个函数.函数 f(z ， 

Co ， C ) 在可以相差一个实常数项的精度内被决定，这常数项暂时我们还不感兴趣.我 


们把在映射 ( 10 ) 下变换成直线 

v — const (0 <C 77 <C 1) 

的曲线记作 C v . 

我们还假定，曲线 C u 与 C 可以借助单值函数 3/ = wU )，3^3^) 来给岀，并且 
I y 0 ( X ) | 与 | y u ) | 都不超过一个正的常数 m . 我们来考虑平行直线束 + 


其中4 I ，这个直线束中的每一条直线，同（：0与 C 的交点都不多于一个.周线 

m 

c Q 上使得这直线束的包含在 c 0 与之间的直线段达到最大值的那个点以及其 
在曲线 £ o 上的对应点，我们称为(方向&的)最大形变点. 

有下述定理 成立： 

定理3如果区域 D (6 0 ， C ) 包含在区域 D ( C 0 ， C ) 内，那么 
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1) 对于任何一个 P (0<1；<1),区域 D (£ v , C ) 总包含在区域 D ( C V ， C ) 内，并 
且只有当与 c Q 重合时，曲线匕与 g 才有可能相 接触； 

2) 如果曲线 Co 与 C Q 有公共点那么在这个点处有 

|/( z 1 , C 0 , C )|<|/( z 1 , Co , C )|； (11) 

3) 在曲线 C 的任何一个点2：处，有 

|/ U ， e 0 ， C )|>|/ U ， C 0 ， C )|; (12) 

4) 在最大形变点处有 

|/( z 2 , C 0 , C )|>|/( z 2 , Co , C )|. (13) 

在 (11)—(13) 中的等号，只有在曲线与 C Q 重合时方能成立. 

同在前面弄清楚的那些情形中一样，这定理的证明可以在下述假定下来 进行: 
D ( C 0 , C ) 是单位带形0<1 ( S 卩， C Q 是: r 轴， C 是直线 y = 1) ，处处与重合， 

仅在很小的一段 U - e ， a + 0处除外，在这一段上匕是一段曲率很小的圆弧.在这 
样的假定之下，根据第34目中的公式 ( 13 ) ，函数 / U ，£。， C ) 的形状是 

w = f ( z , C 09 C)^z + -^-cth , (14) 

其中 (7 是去掉了的那块月牙形的面积.定理的结论 1) 可以照先前那两个定理中那样 
地来验证，所以对于它的验证我们就不讨论了.要证明结论 2) 与 3) ，我们来考虑函数 
(14) 的导数 .在: c 轴上我们有 


/u ， e 0 ， c) 〜 i- 




1 


4 ^^2 7 t(x - a ) 〈 1 ， 


2 


由此便得出不等式 (11). 在直线 


y 


1上我们有 


fix + f ， 6 0 ,Oi + 


7ta 


1 


4 , ? 7 t(x — a ) 


>1， 


ch 2 


2 


由此便得出不等式 （12) (在演算过程中我们曾利用了 sh(f + ^这关系 

式). 

为了要证明结论4)，我们把 Co 与 C 平移一个向量 £ 2 - z 2 后所得到的那两条曲 
线记作以与£'显然，函数 

zv = f ( z,Co , C " )^ f(z + z 2 - z 29 C 0 , C ) (15) 

实施把区域 D { C ； , C * ) 映射到带形0< p <1 上.因为 D ( C 。， C ) 包含区域 D ( C ； , 
C ) ，并且与£。有公共点，所以按照 (11) ， 

\/( z 2 , C ； , C ) KI /( z 2 , Co , C )|. (16) 

另一方面，因为 IXG ， C ) 包含在，卜）内，所以按照 (12) 式，在那条不经形变 
的边界 G 上的任何一个点处，特别是，在点心处，有 
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l / U 2 ， C ( ; X x )1<1/(乏 2 ，乙\; ， C )|. (17) 

把不等式 （16) 与 （17) 联合起来，我们便得出 

1/(^2 XV ,c x )KI/(^2 ,Co,c)I, 

但是，由 （15) 我们有 〜 

/( z 29 Co ) 二 / U 2 ， C () ， C )， 

因此不等式 (13) 便已证明.于是定理3也就完全证明了. 

对定理3也可以作流体力学上的解释.设一个具有水平底部的渠道，其侧壁的形 
状是母线与底部垂直的柱面，并且在渠道中 
流动着具有固定流量的理想不压缩液体，那 

么，见图138, 当把一面侧壁向内压进时，所有 
的流线都向对面的侧壁靠近，在第一侧壁的 
未经形变部分处的流速减小，而在最大形变 
点处的流速，以及在第二侧壁所有的点处的 
流速，则都增大. 

62•边界导数前面所建立的那些变分 图 I 38 

原理，使我们可以作各种数量上的精确化.在转向它们之前，我们指岀这些原理对于 
边界导数的估值上的一个简单应用.现在我们回到把一个单连通区域 D ( C ) 映到单 
位圆 I w | < 1上、而把其某一个固定点&变换成圆心 zv ^ O 的映射情形. 

设^是 C 上的任意一个正则点，经过点^，作两条与 C 在点^处相切的闭周 

线 C , 与 C 2 ，使得区域 ©( Q ) 包含在区域 D ( C ) 内并且含有点％，而区域 D ( C 2 )WJ 

包含区域 D ( C ). 根据第60目中的定理1，我们有 

|/( z 1 , C 1 )|<|/( z 1 , C )|<|/( z 1 , C 2 )|. (1) 

如果取两个可用已知的函数映成单位圆的区域来作为 D ( C ,) 与 D ( C 2 ) ，那么 

所得的不等式 (1) 就给岀了对于 I / U ， C ) | 的自上与自下的具体数值估计. 

我们应用这个一般性的考虑，来估计当曲线 C 与单位圆周很接近时 |/ U ， C )| 
的值. 

定理 1设曲线 C 满足下列 条件： 

1) C 属于环形 l - e < UI<l + e ; 

2) 在 C 上与圆周 | z | =1上辐角相同的点处， C 的切线与圆周 kl =1的切线所 
成的角不大于 JU ; 

3) 曲线 C 的曲率，与 1 的差不大于 £l . 



在这些条件之下，对于把 D ( C ) 映射到单位圆的那个函数 w 二 / U ， C )，/(0, C ) 
= 0的边界导数，我们有估值 



<|/U ， c)l< 


1 + e + 2 £丨 — fx 2 
1 — e + £j — ee i 


( 2 ) 
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或者，再粗略些， 

1- 2 e-|〈l + 2 e + £! + ▽， (3) 

其中 7 / 是关于 V e 2 + £j + p 1 的高阶无穷小 . 

要得出所求的估值，只需利用前面所说的那个一般方法便够了. 

设 q 二 r # 是 C 上的任意一个点，经过点^作一个半径等于 n = 1/(1 + )的 

圆周 C , ，与曲线 C 相切，并且，为了简单起见，我们假设，在所考虑的那个映射下，点 

q 与点 W = 1相对应.我们再求考虑把圆 UI <1 共形地映射到圆 Q 上的那个函数 

Z 二 gU )( g (0) = 0 ， g ( l ) 二 A) .根据基本变分原理(见第60目），有 


f ( ， C ) I 〉 丨发，（1) | • (4) 

利用下述的结果，可以简化对/( I )的 if 算.我们来考虑由所有那些把圆 U I < 
1 映到圆&上、使得点 Wl 变换成圆周(^上的一个固定点^、并且在这个点处具有 

固定的延伸系数的映射所构成的映射族.显然，这映射族依赖于一个实参数.我们来 
证 明：圆 | W |<1 的任何一个点在这映射族的所有映射下的像，形成与 Q 相切于 

点^的某一个圆周 Q .要证明这结论，我们把圆 Id <1与 Q 分别共形地映射到上 

半平面 lmo ；>0 与 Im ^>0,使得点1^与&都变换成无穷远点.这时，所考虑的这 

映射族，便变换成把上半平面映到它本身上、而保持点〜不变、并且在点〜处有固定 
的延伸系数的一族映射，即，变换成形如 t =«_ + /?的那些映射，其中％是个固定 

的实参数，/?是一个实参变量.在这映射族中的不同映射之下，一个固定点0的像， 
显然形成一条平行于轴 Im ( = 0 的直线.所以，代回到原来的变量 w 与 z 后，我们便 
得到了所求证的结论. 

考虑到这事实后，我们作^个与 C 相切于点^处并且通过坐标原点的圆周(^， 
并用条件 g (0) = Z 。 来代替条件 g (0) =0,其中2：0表示在 Co 上与 A 处于同一直径的 
相反两端的那个点.把圆周 Ci 的圆心记作^，并记 
h —\ zQ ~ ai \^\ a x — arg ( z ! ~ a x ). 我们有(参看图 
139) ： z 0 = a { - he 1011 , Zi — a { + r x e tQl ，并且函数 2 ：= 

S + q 实施一个把圆 I ?|<1 映到圆 Cj 、并 

使得点卜0，1， - A 分别变换成点 Faw 。 的 

T 1 

映射 .另一 方面，函数 ( W 告 )/(1 把圆 

| w |< l 映到圆 IU <1 上，并使得点 W = 0， l 分别 



变换成点卜 I 1 . 


图 139 


由此我们得到所求函数 z = g ( w ) ( g (0) = z 0 . g ( l ) = z l ) 
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的表达式是 


2： 





U ) 



W — h 


一 hw 


r x e 


ta 





和 


/(Dl 




— h 
— h ) 




2 r 


h 


r \ — h 


r 


⑸ 


把向量 


Zl 


与 




A 间的角度记作 a . 由直角 


角形得出 


r 


( r { + / i)oos a y 


从而 


h 


r 


r 



icos a 


-1， 所以按照 (5) 式有 


lg ( l)l 


2 


r 


cos a 



回顾到⑷式，我们便得岀 


f / ( z ] , C ) I >ycos a 


r { 


⑹ 


根据定理中的条件， 1 - £< r<l + e ,| a |</>« ，所以寻 cos a 


又因为 



< 1 - e , ，所以，在可以不计二阶以上的高阶无穷小的精度内，我们得岀 


l/U, ， c)|> 


(2- ju 2 )(l~ Sj) - (1 + e) 


(1 + e)(l - e ,) 




~ e ~2e 


1 + e 


e 


f 1 


ee 



— 2e 


e 


V 


其中 ^ 是一个高于一阶的无穷小. 


用半径等于^=4的圆周 C 2 来代替 q ，我们便得出类似的自上的估值 

丄 C 1 


l / U , C )|< 


2 


r 



a 


i ^ i + _ i +2 i 

r 2 1 — e + Sj 




ee 


1+26 + 6 ! + rj. 


于是定理 i 便证明了. 


由边界导数的模的估值，在补充假设 /(0, C ) >0 下，还可以得出 \ srgf ( z 9 C ) 


arg 在边界上的估值.我们先来证明下述引理 


引理 


对于任何一个映射 zv = f ( z 9 C ) ，/ (0, C ) 


0，/(0,0>0，在曲线（：上 


总可以找到一个在映射下辐角不变的点& = 

v 

使得 

/( W ) 


r 0 e t<p ° ，即 ，总有 这样的一个点存在， 




e 


% 


为了要证明这个引理，我们把函数/的反函数记作 g ( w )， 并在单位圆 | w|<l 
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内来考虑函数^•这函数在这圆内是个解析函数，并且处处不等于0,因为 


lim 尽 ( = /⑻ >0,因此，在这个 fel 内函数 h { vo )- arg 发(加 ) = Im In 畧(加) 是个 

U — 0 W XV XV 

调和函数.我们有 / i (0) = Im lng ' oko , 而在圆周上有 h { w ) = <p ~ <9,其中 p = 
arg 〆〆 ）•按照对于调和函数的中值定理， 

0 = h (0) = J - {( p ~ d ) dd , 

^ J 0 

所以，至少存在着一个点，在这个点处^ 0=0 .引理于是得证， 

现在我们来证明下面的 定理： 

定理 2 在定理 1 中的那些条件与添加的条件 /(0， C )>0 之下，在边界 C 上 
的任何一个点 z = 处都有 

|arg f ( z , C ) - arg z | < ; r (3 e + + 万） ， (7) 

其中 7 是一个关于 e 2 + e 〗 + // 2 的二阶无穷小 . 

设外是在映射下不变的辐角，0 = arg /( r # ， C )， 又 ds 是 C 在点 r # 处的弧单 

元.我们有 


0~<Po^ 

在我们所考虑的条件下， 


， （p 

Jf 0 


f ( re l(p 9 C)\ds. 



d(p < ds < 



1 — £ 


d(p\ 


所以，考虑到不等式 (3) 的左边部分，我们得出 


0- <p 0 > 


平 1 一 2 e 


£ 




史 0 



£ 


hep 




(f — 史0) — (3 e + + 7)(9 一史0)， 


或者 

6 - cp > - (3 e + £! + rj )(< p - ( p 0 ). (8) 

类似地，利用 (3) 式的右一半，我们得出 

d - cp < (3 e + + if]){cp - cp 0 ). (9) 

把所得的这两个不等式联立起来，并注意到可以只考虑适合 I ^ -< Po \<7 r 的那些心 
我们便得到所求的估值 (7). 

对 I 0 - I 的估值，也可以不利用不等式 (3) 而得岀，并且是在限制较少的假设之 
下得出的，例如，可以不必假定^很小.我们将简短地来指出得到这种估值的路径. 

也同前面一样，只需估计圆周 I =1上与曲线 C 的一段相对应的那段弧 

的长度的值便够了，其中弧的一个端点 A ，是那在映射下辐角不变的点.为了 

要求弧长6的估值，我们用位于区域 D ( C ) 内而且与弧相切的一段圆弧匕，以及 
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位于 D ( C ) 的外面而且与曲线 C 在一个位于弧的外面的点处相切的一段圆弧 
C 2 ，来连接点&与 z (图〖40).根据蒙泰尔原理(第60目），在 


由初等函数实现的那个映射 



f ( z，C 



C 2 )( 见第34目) 


下，弧 C , 变换成圆周 | 



1上的一段弧，其长度大于1由此 


我们便得到了 ^的自上估值.互换(^与 C 2 的地位，便得岀 d 
的自下估值.当 e < // < 0 . 1时，用这途径便得岀不等式 



arg f(z y C ) - arg z | <1.6//. 


( 10 ) 


上面所证的两个定理给岀导数模的变分和映射函数的辐 


图140 


角变分的估值依赖于区域边界的变分.这些定理对边界点已经证明，而且根据极大值 
原理它们在区域内部也是正确的. 


§2近似区域的映射 


现在我们将给岀对一些区域的共形映射的近似公式，这些区域与可借助已知的 
映射来映成典范区域的那些区域，相差很微.上一目中得到的结果使我们能够估计这 
些近似公式的精度.我们先从与单位圆相差甚微的区域开始. 

63 .近似于圆的区域 我们仍然设闭曲线 C 在位置上与曲率上都同单位圆周 
U I = 1很接近，即，在 C 的极坐标方程 

r — r { cp ) — \ ~ 8{ cp ) (0^^)<27 t ) (1) 

中，我们假设 

I 8( cp ) | <e, | | <e , | 8 f / { cp ) I <e. (2) 

由第 34 目中对于去掉了一块其角点邻近于 〆 的月牙形面积^的圆的映射公式 (9) 
岀发，我们可得岀 / U ， C ) 的主要部分. 



二 z + ( w (0) =0, * 0 /( 0 ) 〉0) • 


(3) 


我们假定，从圆 UI <1 中去掉了两块小月牙形 '与 ％，它们的角点分别邻近 
于，与 〆 2 . 根据 (3) 式我们得岀把去掉了月牙形\的圆 I d < 1映到圆 I ⑴ | < 1上 
去的 映射： 



在所取的精确程度内，可以设月 牙形& 变换成一个面积相同的月牙形，其角点邻近 
于 . 现在我们再利用 (3) 式，按照这公式，函数 
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把去掉了月牙形％的圆 U | < 1映射到圆 \ w\<l 上.把 (4) 式中的表达式代入 

(5)，并且注意到，由于有因式 '存在 ，所以在所取的精度内，可以在函数的 

记号中把0；换成 z ， 于是我们便得岀了把去掉两块月牙形的圆 k | <1映成单位圆的 
映射 




( 6 ) 


如果在圆中所去掉的那些部分在形状上与月牙形不同， (6) 式也仍保持有效. 

现在我们转向一般的情形——由曲线 （1) 所围成的区域 D . 我们用一条由圆弧 
与半径上的线段所构成的折线来代替这曲线(图 141). 所去掉的扇形的面积等于 


A = ( l _ r (心） ) A ^ = S ( t k ) At k , 

其中 = - h ， 

因此，应用推广到去掉 n 个扇形的情形时的 (6) 式，我们得 
到 

f ( z 9 C)^z + j ^ 2 d ( t k ) rj tk ( z ) At k . 

用积分代替和式，并把 & U ) 用它在 (3) 中的表达式来 



代替，我们最后得到 把近似于圆的区域映射到圆上的共形 

映射的近似公式： 


图141 


/ U ， c ) 〜 + (/(0， C ) 二 0，/(0， C ) >0). (7) 

所叙述的公式 (7) 的推导几何上是直观的.但是它不是充分严格的，并且也没有 
给出这公式所容许的误差的估计，因此遵循希雷克+，我们还引入这公式基于44目 
中的施瓦茨积分 (4) 的分析推导. 

我们通过2：二#(1£；)表示函数1^ : =/(；2：，(^)的反函数.于是^'(*0；)/1£；将是圆丨 W 
<1内的正则、解析不同于0的函数，因此 In 可以表示成施瓦茨积分.如果单 

W 

位圆周的点 w = /的辐角和曲线 c 的点 z 的辐角的对应关系 p = < p ( d ) 认为是 

已知的，并且考虑到在圆周上 Rein = In r[(p(0 )]， 其中是 C 的极坐 

标方程，那么这积分可写成 

ln^ = ^\ 2K lnr[<p(d)]i^M ( 8 ) 

w LTC J o e — w 

的形状 .（ 在第 44 目公式 (4) 中，我们令 C = 0, 因为稂据所采用的规范条件我们有 
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/(0)>0,从而 (8) 的左边部分在 w 二0 时是实的）. 

为了估计积分 ( 8 ) ，我们使用如下引理. 

引理 如果在区间 [0,2 tt ] 上连续可微实函数以0满足条件 m (0)- m (2 tt ), 

| M ⑴ | <£ ， | u{t) | <£ ， (9) 


那么施瓦茨积分 


1 f 27T 

F ⑴二 士1。 


U(t) 


e 


// 


e 


it 



( 10 ) 


对一切 2： , I 2： I < 1 , 满足不等式 

\ F ( z )\< Me , 



其中 M 为某个常数. 

为了证明，首先我们注意，怎样从施瓦茨积分性质推出，对一切 ％， U | < 1， 


rlTt 


2tc 




% 


o e 


# 

i/ 


dt 


1， 


z 


因此 


F ( re 9 ) — u (( p ) 


2tc 


2k 


0 


[ u ( t ) - u (< p )] 


e 


il 


+ re 


e 


馨 

u 


dt . 


re 


可是按照引理的条件和根据中值定理 UG ) ~ u ( cp )\< e\t - < pl ，因此，根据积分的 
估值定理 


F ( re 1<p ) 


u 



dt • 


显然，在右边部分中的积分对 一 ^切 r ，( Xr < l ， 和 一 '切 p ，0< p <27 T 是有界的，而因 
为根据条件我们有 U ( P ) I < e ，所以 

I F ( re t<p ) |^| F ( r ^) ~ u(<p)\ + \u{(p) I^Ms , 

其中 M 为某一个常数.引理得证. 

我们回到公式 ( 7 ) 的推导，由条件 I 5 ( ^ ) | < e 我们有 

In r[(p(d)] — \n\l — S[<p(d)] \ = ~ S[(p(d)] + 0( e 2 ), 

此外，正如从上一目定理2的证明中看到的，在条件 (2) 中 /(0) = 1 + O ( e )， 因此 

{^[(pid)]}' = S'lcpid)]^ (6) = O(e) 

和 | lnr [ p (0)]} /= — j (9 j ] = ~ I ^[ ^(^) ] r + 0(e 2 ) . 

由此可见，根据已证明的引理，在积分 (8) 中把 In r [ p (0)] 换成-奵 〆 0)] 引出 
OU 2 ) 阶的误差. 

随后，根据上一目的定理 2,0 -p 二 O ( e )， 因此，在我们的条件下 

8(<p) = d(d) + 8\cp* ){d - (p) = 8{d) + 0{e 2 ) y 

\8[(p(d)]V ~ 8' (d) = 8' (cp)[l + O(e)]- (d) 

= S / (<p)-8\6) + 0(e 2 ) 

= 8 "i cp ** )((p — 6) + 0( e 2 ) — 0( e 2 ) 
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« ，< p “ 是包含在0和 p 之间的点）.由此可见，根据引理，在我们所考虑的积分中 
以采用的精度级还可以把5[^(0)]换成5(0)，我们也就 得到： 

ln gU0^_ 1 p d(e) ^±w dd+0(ei) (12) 

U ) 27 T 」 o e — w 

因为根据同一引理，在我们的条件下 ln ^^ = OU )， 所以 

W 

_ 二 ，令) 二卜 ln £ l^l + OU2) ， 

zv w 

就可以把 (12) 式写成 

| i ^ 2 k I j 

2 ： = g(w) = w\l - y~ 占（沒 ） no - ~dd + 0(e 2 ) (13) 

( ^7 cJ o e — w I 

从这一公式也容易得出逆映射 w = f ( z 9 C ) 的公式，为此只要把 (13) 式改写成形状 


^ = - 「 7^- 10~7 - + 0(e 2 ) 

1 -士 

/ttj 0 e — w 

= z \ 1 + ^ 8 ( d ) C ^ ddho ( e 2 ), 

( Z 2 TJ 0 e — ZV ) 

并且根据关系式 5(0) = o ( o 和 w-z = 0 U )， 注意到，具有所采用的精度级卞，在 
积分号下可以用 Z 代换由此可见，证明了下述定理 

定理如果具有极坐标方程 

r= r{(p) = l~ 8{cp) 

的曲线 C 满足条件 

I S(<p) \ <e, |5 / (^)l<e, I 8 f \cp) I <£, 

那么，实施把区域 D ( C ) 共形映射到单位圆的函数 


w = f ( z ， C )， /(0， C )=0, /(0, C )>0 

可以表示成形状 



f ( z , C ) 





+ 


2 tt 







0(e 





为了实际目的还要指出，在我们的映射下互相对应的点％ = r〆 与 w = 的极 

坐标之间的 关系： 人 



这些关系式是通过把公式 (13)( 见第44目）中的实部和虚部分开而得到的，并且它们 


成立的精确度达到 e 2 阶无穷小.当 pzconst 时，这两个式子便给出在映射下变换成 
圆周 


w \ = p (0< p < l ) 
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的原像的那些曲线的参数方程. 



第 


个式子在 p 


1时也成立 


( p^Q 


丄广 sin(g-Qg(Q 

2 tc J o 1 ~ cos ( 6 — t ) 


dt 


d — 


2 tc 



Lit 


col 


6- 

"T 


8( t)dt ^ 


从这个式子中得出 


Ad^(p — — 

J o 


cot 


-6 

T ~ 


8{t)dt. 


(16) 


在 (16) 式中的积分应当理解为奇积分，因为在点 


e 处被积函数变成一阶的无穷 


大.我们注意，根据对周期函数的积分的性质，在 (16) 式中的积分限可以取为从0 
到0+ ； r ， 再利用余切是奇函数这个性质，便可得出 :这积 分的主值等于 


K 



2k 


cot ^ dt 


T 


cot ^ cIt 


lim 



+ 


0 


所以 （16) 式可以改写成 




2 tc 



L7C 


-❹ 


I 5( ^ ) — 5( 0) ! cot — 2 — dt 


(17) 


的形状，其中的积分已经理解为在通常意义下的积分了（见第52目，函数 5 U ) 满足 
赫尔法条件，因为它可以微分二次). 

公式 (16) 对于实际应用是最重要的.按照这个公式不仅可以依据0计算 p 的 
值，而且在条件 (2) 下同样也可以计算边界导数的值.事实上，按照公式 (17) 来表示差 


A 6 


9- e 并对参数 0 求导，我们求得: 

龛义 1 +占 



2 " 8(t)~s(d) 

0 it - 6 

sin -^― 


dt 


2n 


— ❹ 


因为 cot ¥沿等于 0. 

Jo Z 

但是，可以精确到关于 


£ 


的二阶无穷小，量 | 〆 （ / ) | 等于在映射 （13) 下彼此对 


应的那些弧的长度的比值，即 


W” 卜 (1 — 5(^))^. 


(18) 


由此， 


! 〆 （ 〆 ）卜 1 


S ( cp ) 



7C 



2k 


s(t)-s(d) 


sin 2 甲 


(It y 


(19) 


或者在转换到反函数后， 


|/ U ， c )| 义 1 + 5(0)-^ " 


2 tt 




dt 


( 20 ) 


在根据变分来实际计算函数 /( z ， C ) 时，最简单的是用三角函数的和给 


岀5 


8(< p ) = e ( a 0 + a t cos (p + fe^in cp + a 2 cos 2 (p + 6 2 sin 2 <p + •••)• 


( 21 ) 


- 306 • 


第四章共形映射的变分原理 


[63] 


把这展开式代入公式 (14) 中，我们转向计算形如 



cos nt 


e l + Zn 

~Tt d 

e — z 



sin nt 6 ^dt 

e — z 


的积分，为了计算这些积分，我们注意到，在的单位圆上，我们有 COS 
和 sin 咐= Re ( - f 厂 ） .因此，利用第 44 目的施瓦茨积分可以断定，对于| d < 1这些 
积分分别等于 A = /和 J 2 = - . 

考虑到这些结果，由 （14) 求岀实施把区域 D ( C ) 映射到单位圆的函数的近似表 
达式： 

f(z,C) = z^-ez[a 0 + (aj - ib { ) z + (a 2 ^ ib 2 ) z 2 + ."] + 0( e 2 ). (22) 

用通常的方式求得反函数的近似表达式，并且有形状 

g(w) = w — ew[a 0 + («! — ib x )zv + (a 2 ~~ ib 2 )w 2 + •••] + 0(e 2 ) ， 

由此容易求岀 

— e[a 。 +2(^ — ib x ) w + 3(a 2 — ib 2 )zv 2 + •••] + 0(e 2 ) 

并且，特别，在边界上的延伸 

— l-e[a 0 + 2( a i cos 6 + fcjsin 6) + 3( a 2 cos 26 + 6 2 sin 20) + …]+ 0( e 2 ) ， 


(23) 

同时边界点的辐角的关系式 

= 0 + Imln ^l 

T W 

= d — e(aisin 6 - 6 jCos 6 + a 2 sin 2 d — b 2 cos 20 + •••) + 0( e 2 ). (24) 

在 5( p ) 以公式 (22) — (24) 的三角多项式形状给出的情形中对计算是十分方 
便的. 

例考虑把带有半轴 a = 1 + e 和6 = 1的橢圆映射到单位圆的映射.由于椭圆方程是 i = 


(1 + e)cos < p , y = sin 9 ,所以 /° = ^ ( 1 + e ) 2 cos 2 cp + sin 2 (p = 1 + ecos 2 cp + 0( e 2 )， 因而 d (< p )= 


ecos (p 


e 


T 


(1 




2 以，并且按照公式 (22) 


f(z,C) = z--^-z(l + z 2 ) + 0( e 2 ). (25) 

最后我们注意到，公式 (14) 一 (17) 对于把接近于圆的区域的外部映射到单位圆 
的外部的共形映射 

w = F(z ， C) ， F(°° 9 C) = 00 

仍然有效，只要由形如 

r = z r ( cp ) = l + S (( p ) (26) 

的曲线 C 的方程定出.这个说明由下列情况推出，即上面指出的公式 ( 14)一( 17) 的 
推导是建立在公式 (3) 的基础上的，而公式 (3) 对区域外部也是成立的.但是，对于导 
数的公式有一些改变.事情在于，如果 =/(() 是把 C 内部映射到圆，那么把 C 的 
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64.近似于已知区域的区域 在这一目中，将给出下述这个在应用上很重要的问 
题的一个近似 解答： 

设已给定一个包含点以的单连通区域 D ( C )， 具有满足李雅普诺夫条件的边界 
C (见第29目），并设把 D ( C ) 共形映射到单位圆上去的那个函数 

aj = f(z 9 c )； /U,c) 二 0 ， /u o ， c )>0 (l) 

是已知的.要求找出一个共形映射 

oj ^/( z 9 C )； f ( z 0 9 C ) =0, f ( z 0 , C )>0, (2) 

把近似于 D ( C ) 的一个区域 D (£) 映到同一个单位圆. 

利用在上一目中所得到的那些公式，我们可以给岀所提的问题的简单解答.设 
^是 C 上的在映射 (1) 下被变换成点 = 1的那个点.我们把周线 C 在点 z , 与任意 

点％之间的那一段弧的长度记作 . s •.当 z 由点^岀发，循正方向沿着周线 C 运动时， 

数值 S 从0变到 Z ，这里/是周线 C 的长度. 

因为 C 满足李雅普诺夫条件，所以映射 ( 1 ) 在边界上是共形的（见第29目），如 
果用0表 7 K 在圆周 I co | = 1上的点 a > = / X 2：， C ) 的辆角，那么 

宇二 1/"(之， C ) I 和 D = \/( z , C )\ cls . (3) 

CIS Jo 

现在设周线£在下述的意义下接近于 C . 我们把周线 C 在 Z 点的法线上夹在 C 
与 C 之间的那一线段的长度记作 5 U ). 如果这段线段属于区域 D ( C )， 长度便 
取“ + ”号，反之便取“ - ”号(图 142) ;我们假定 

|5( s )|< e ， 丨 5'(. s )|< e ， |5"(. s ’）|< e ，（4) 

其中 e 是一个固定的很小的数值. 

在平面 co = 上作一条接近于单位圆周的周 

线这条周线由极坐标方程 

1 - |/ / (2 ： ,C)|5(5) = l- 5 # (s) 

决定.其中. V 是0的函数，由 （3) 式来确定.设 

w =/u ， e*),/(o ， c*)=o ， /(o ， e*)>o(5) 图 142 

是按照上一目中的公式（7)，而把其中的 5(0 换成 

f ⑴所定岀的函数，于是，所求的那个把区域 D ( g ) 映成单位圆的映射，显然可以 
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按照下面的公式来构成％ ~ 

w =/u ， e) 〜 /[/u ， c) ， e*] 

〜 / u，c 小 ⑴⑹ 

利用上一目中的公式 (16) 与(19)，也可以在由所给的映射换到相近的映射时，求出边 
界对应关系的变分与导数的变分. ~ 

我们还要谈一下刚才所研究的那问题的一个重要的 特例: 当周线£与0仅在以 
C 上的点 a 为中心的一小段弧上不同时的情形(所谓 局部变 分的情形）. 

把包含在 C 与£之间的那块面积记作 ( T ， 如果£在 D ( C ) 的内部，我们便把 (7 取 
“ + ”号，反之便取“ - ”号.对于局部变分的情形来说，公式 (6) 的形状是 

/( z ， 5) 〜 /U ， c)|i + 盖 l/U ， c)l 2 . :: 二迄， ’gj |， ⑺ 

其中 A 是圆周 U | = 1上的在映射 co = f ( z ， C ) 下对应于变分中心 a 的那个点的辐 

角.其实，在这情形中，可以利用上一目中的公式 (3) 来代替上一目中的公式 (7) ，这时 
在公式中应当用 

a* = |/(a,C)| 2 <r 

来代替 ( T . 由 （7) 式中直接得出 ：映射 /的变分，与面积 (7 成正比，而且在周线的变分 
地点附近，与到这变分地点的距离成反比. 


在局部变分的情形下，当函数 5( p ) 仅在圆周 \ co \= l 上那个点的附近长度 
为7的一段上不等于0时，第63目中关于在边界上的延伸系数的那个公式(19)，具 
有如下的形式 


dco 

dw 


〜1 + 


r ( e 0 ) 

4k 


sin 




义 1 




An 


1 


sin 



( 8 ) 


(我们假定 ， co = / 位于边界的未经形变的部分上 , BP ,5(0)= O ). 进一步，按照复合函 


数的求导公式 ，有: 


\/(z 9 C)\ 




dw 

dco 


dco 

dz 


\f(ZyC) I 


dco 

dw 


把 (8) 式代入这式子中，结果我们得出边界导数 


i/u ， e)—i/u ， c)i 






l -^|/( a , C )| 2 -— 


⑼ 


sin 


2 


其中 A 与0分别是在圆周 UI 


1上的在映射 


/U ， c) 



* 为了可以应用公式⑹，我们应当假定 :不但 if 』" 很小，而且 y 也很小.如果原来的周线足 
够光滑，例如，具有可以二次可微的曲率，那么这假定总是成立的. 
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下与周线 C 上的点 a 与 z 相对应的那两个点的辐角. 

由 （9) 式可以知道 ：函数 /的边界导数的变分，与面积 a 成正比，并且在变分地 
点的附近与到变分地点的距离的平方成反比. 

65 •结果的推广 所有在前面所叙述的那些命题与公式，都可以移用到把区域 
映成其他典范区域的共形映射的情形中去.这样的移用，或者是借助于一个把圆映 
成其他典范区域的共形映射，或者是直接借助于第60目中的变分原理，便可以 
实现. 

我们从与此有关的那些公式之中，举出一些最值得注 意的： 

(1) 半平面的情形 我们沿用在第60目中所采用的记号，并假设曲线 C 是由 

方程 

y(jr) 

所确定的，而且 

l ： vl<e ， 1 ： /1 <£， l ： y"|<e ， lim x •: y(*r) =0. (1) 

』一^士 oo 

在这些条件之下，实施把区域 D ( C ) 映到上半平面上的那函数 

w 二 f(z ， C) ， /(°° 9 C) = 1 , 

可以用下面这个近似公式来表达 

W = /U ， c)〜z + 丄厂 ^-dt (2) 

2T J -oo Z — t 

(参看第34目的 (7) 式）.对于 / U ， c ) 的反函数 g u )， 我们由⑵得岀 

(3) 

7T J — cx> IX) t 

这个式子对于所有那些满足不等式 Im 的 W 值都是成立的，特别是，令 W = 

w ， 我们便得出在曲线 C 上的点与在 m 轴上的点之间的关系 

^ u-^r (4) 

TC ^ —oo U t 

以及导数的近似公式 

1，“)卜1+1 厂 m ) d t ⑸ 

TT J 一 oo \t ~ U ) 

(参看上一目中公式 (19) 的推演过程）. 

所有上面举岀的这些公式，都是在可以不计关于 e 的高阶无穷小的精度内成立 

的' 

(2) 带形的情形 完全类似，根据第58目中的变分原理与第34目中的公式 
(13)，我们可以很容易地得出把近似于带形 0< y < l 的区域映到带形 0< T ；<1 上去 
的共形映射的近似公式.设已经给定了两条曲线 = 与 = 其中 


来 


积分 (4) 与 (5) ,以及当 z 与 w 是实数时的积分 (2) 与 (3) ,都应当理解为奇积分. 
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: yo (^) 与 ： v (*2：) 都是单值函数，并且 

13^0 I < ^ , 

1^ _ 1 1 < e ， 
在这些条件之下，函数 


I y 01 < 它 ， I ： y"o I < e ， 


yi <e ， 


y < 


⑹ 


£ 


W 


/U ， c 0 ， c); 


/(± oo , C 0 , C ) 


士 



精确到关于 


£ 


的二阶无穷小，可以由下面这个式子来 定出: 


/U ， c 0 ， c )〜 


z 



2 



3； 0 (Octh 


k(z ~ t 


2 


dt 



2 



\1- y(t)\th 


7t(z — t) 


2 


dt , 


⑺ 


而 / 的反函数 z 


g ( w ) ，则可以由式子 


Z 


g ( w ) 




2 



y 0 (t)cth^^dt 


oo 


2 


\1- y(t)\th 


7 t(w — t ) 


2 


dt 


( 8 ) 


来定出.式 (8) 是在闭带形 0< t ；< l 内成立的.特别如，令 w 
上的点与在曲线 C 。 上的点之间的对应 关系： 


我们便得出在^轴 


X 


T 




T 



oo 


yo (0 cth 兀 (“2 f ) dt 
\l - y ( t )\ th - -- ^2 ^ dt 


⑼ 


为了对奇积分⑼进行微分，我们以如下方式来进行.注意到积分的主值 



c ± IL ( up} dt 


2 

7T 


lim 


In sh 


k(u~ t) 


2 



In sh 



一 M 


7t(u — t) 


2 


M 


1 tc(u ~ M ) 

9 Sh - 7y - 

— lim In - 7 ~~ 丄 A/r \ 

7C M—oo . 7t\U + M) 

sh —^ 


2 u ， 


把公式 (9) 改写成形状 


X^U 





oo 


1^(^) - 


2 



jl— ~yo^u)u 


现在对 U 求导，我们便得出其导数的近似表达式 


I〆 ⑷卜 1 一 : y 0 (w) 



7 T 

4 


00 


00 


yo(t) -y 0 (u) 丄 — 7T 

sh 2?r (艺一 M ) 4 



1 — ：y ⑴ 


2 


ch 2 


7t 


— u ) 


dt 


2 


(- y 0 (^)^ 这一项与对第一个积分进行求导时所得的那一项相抵消 r 

我们还要指岀当变分具有局部性时的两个公式.设在 X 轴上所有点处，除了一 
个以点 a 为中心的小区间外，都有 

y(x) = l, y o (x)^ 0 , 

并设 a 是包含在: r 轴与曲线 y = ： V «(： r ) 之间具有相应符号的那块面积(: V «( i ) 沿 I 轴 
的积分）. 

在这些条件之下，在点 a 的一个邻域的外面，我们便有 



由 （11) 式中可以知道，在带形的情形，局部变分的影响，如，/一样减弱，其中 I 
是到变分地点的距离. 

施行上面所说的局部变分足够多次，可以证明下述更一般的命题 成立： 

局部化原理 设 JU ) 表示与曲线 . C Q 在点 z 处相切并且整个包含在带形 


D ( C 0 , C ) 内的最大的圆的直径,假设对于这曲线上所有的点 z 都有 


d(z) = dd cp , e'<e<e 2 , ( 12 ) 

其中& >0与 0 2 <oo 是某 三个常数. 于是，对于带形 d ( c 0 ， c ) 的在圆 I z - z 0 1 

</外面的任何一个变分来说，那个把带形 D ( C Q , C ) 映成带形的共形映 


射的在点 A 处的延伸系数的变分，都满足不等式 


S\f(z 09 CoX)\<Me- m i 9 ( 13 ) 

其中 M 与 m 都是常量. 

可以计算出，如果变分地点离开点的距离大于带形宽度的4倍，那么 
ln |/( z 0 , C 0 , C )| 的变分便小于1 % . 

由 （13) 式也可以知道，在比导出 （10) 式时所用的那些条件更宽一点的条件下， 
(10) 式也仍有可能应用.例如，若 

max| l：y 0 1， |：y — 1|， iy o I，1/I， IW I，1/1 ! <e I |x — x 0 K + 1} ， (14) 

其中"是任意一个正数，那么在点 z 0 = x 0 + 〜(义。)处， 


|/( z 0 , C 0 , C )|= l-f '°° 

H J — oo 


yo(t) -y 0 (^o) 



dt 



来 


本书第一版中公式 (10) 的推导有错误，斯捷潘诺夫 (r.IO.CTenaffOB) 友好地给我们指出 • 
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K 

4 


- y (0 


ch 2 


7 T 


尤 o ) 


dt + R ， 


(15) 


2 


并且剩余项 i ? 的值可由不等式 


R\<ke 


(16) 


来估计，其中々是一个常量，仅与//及 max | 3 ^( ^:) - ： yo “） | 有关. 


(3) 狭窄带形 


把给定的带形映到直线带形上去的共形映射的导数，其在 


个 


边界点处的值，是依赖于这个点的位置以及这带形的全部边界的.在狭窄带形或者其 
曲率变动很小的带形的情形，我们可以给出 | / U ， Q ) ， C ) | 的边界值的一个近似的 

公式，在这公式中仅包含带形的宽度、 Q 与 C 之间所成的角度以及这两条曲线的曲 

率，并且所有这些量都是在其中一条曲线上一个给定的边界点 z 处、与另一条边界 


率，并且所有这些量都是在其中一条曲线上一个给定的边界点 z 处、与另一条边界 
曲线上的某一个(由点 z 来确定的)点^处来取的.我们来讨论狭窄带形的情形. 

设已经给定了一个带形 D ( C 0 , C ) ，并设&是曲线 C 上的任意一点.仿照着月 

牙形情形(见第34目），我们把曲线 C 在点处的法线上那段线段的长度记作 


n 


nU Q )， 把由 C 0 在点 &处的法线与 C 在点 〆 0处的法线所成的角度记作 d 


0 U )， 把 C 与 C Q 在这两个点处的曲率记作 々 U 。) 与 ^ o (^ o ). 


设函数 


W 


f ( z 9 C 09 C ; h ); 


/(± oo ， C 0 ， C ;/ l ) 


土 



实施把 D ( C 0 , C ) 映射成狭窄带形 0< v < h . 在这些记号下，有下述定理成立 


定理 


如果&是一个很小的正数，曲线 Co 与 C 满足条件 


aihK nKa 2 h ; | d |< a 3 / i ， 


k-k 

~~h~ 


， \k \ j\k 0 \ <a 4 


dk 

ds 


dk { 

i 

ds 


< a 5 


d 2 k 

ds 2 ’ 


d 2 k 

ds 2 


(17) 


< a 6 


其中那些〜如是与 / i 无关的常数，那么 


|/ U ， C 0 ， C ;/ i )| 




k +^ k 2 +^ o 2 \+ R 9 


12 


(18) 


(19) 


并且剩余项 J ? 的值可以由不等式 

\ R \< Ah 3 (19) 

来估计，其中 A 是仅依赖于常数〜的一个常数. 

经过点 A 与 A 分别作曲线 c 与 c 。 的密切圆周 c 与 c 。, 我们用 d (£ q ，£) 来记 

包含在这两个圆周之间的那个月牙形（图 143) .由于按照第34目中的 （18) 式，在把 
D (£ Q ，£) 映成宽度等于的带形的那个映射下，在点&处的延伸系数是 


\/( z 0 y C 0 , C ; h )\ 




^ 1 卞令 y 





0 2 



o ( h 3 )， 


( 20 ) 


所以，要证明这定理，我们只要证明 
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图143 


一个其阶不比 / i 3 低的无穷小便够了. 

在这个所要证明的定理的条件下，曲线 C u 与 C 的曲率都是有限的，并且它们的 
差是一个与 A 同阶的无穷小量.因此，根据初等的计算，便可以知道 .•月 牙形 D ( C c ， 
£) 的两个角点都位于离点&有限距离处'根据本目第 (2) 部分中的局部化原理，如 

果即，如果去 - InM ) 的话，这区域的在圆的外 

面的任何一个形变，都将使延伸系数 l /( z 0 , C 0 , C )| 产生一个其阶不低于 A 3 的无穷 
小的改变** .所以，在我们的估值的精度下，可以认为.•在圆 

Z — Z 0 \ ^/o — ^—\n 4- 

m h 

的外面，区域 D ( G ， C ) 与月牙形 D ( C 0 ， £) 相重合.首先我们假定，在圆 \ z - z 0 Kl 

内，曲 线匕与 C Q 相重合.实施一个把月牙形 D ( Cc ) ，。映 到在平面〔=$ + ~中的带 

形0<7</1上去的共形映射，把 G 变换成这带形的下沿匕，把£变换成带形的上 

沿 f ， 并且把点^变换成点 G =仏 . 这时曲线 C 变换成在点 A 处与直线 f 相密 

切的某一条曲线 r . 根据 (20) 式，在我们的映射中，延伸系数是有上界与下界的，所 
以，我们只需要证明 ：当 161 <心时，把带形 D ( r 0 , r ) 映成带形 o < / I 的那个映射 

在点？0处的延伸系数，与数1 (这是在把带形 LKiVr ) 映到它本身上的那个映射中 

的延伸系数)仅相差一个其阶不低于 V 的无穷小. 

我们在点6=0的邻域内，把曲线 r 的方程按照泰勒公式来表示彳 = /i + M 3 + 
iS ? 4 + o ( f 4 ) (其中？与 f 2 的系数等于0,因为 r 与直线 f 是相密切的）.对 | f |< z Q ， 


* 用计算可以证明，月牙形的半底的平方为 

心-譬卜…)(卜年). 

其中是一个有界量 • 

k 一々0 

** 在我们的条件下，这原理显然可以应用，并且可以取 

^cp — h • 
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展开式中的剩余项是一个其阶较 / i 4 ln 4 j 高的无穷小，这就是说，在我们所取的精度 
内，可以把它略去. 

我们来试图选择常数 a 与6，以使得函数 

XV + aw 2 + bw 4 (21) 

实施把带形 0< p </ i 映到？平面中的一个由 S 轴与（至少当 I 61 时）曲线7 = 

/i + M 3 所围成的带形上去的映射.如果 a 与6都是实数，那么对于那些实数值 W = 
i /， 对应的（的值也将是实数，这就是说，这两个带形的下沿彼此互相对应.当 W = 
u +淡时，我们有 

rj = h + 2ahu + Abhu {u 2 — h 2 ), 

$ 二 u + a(u 2 _ /i 2 ) + b(u 4 ~~ 6h 2 u 2 + /i 4 )， 

所以，令 a=2bh 2 Abh = a 后，我们便 得岀： 

rj 二 h + au 3 , 


卜一 丄 a 

^~ u + 4h 


( u 4 ~ 4 h 2 u 2 — h 4 ). 


由第二个方程中可以知 道…二 f + O (/ i 3 ln 3 D ，因此，就我们所取的精度来说，在第 

一个方程内可以取 u = 6,于是得到7 二 九+ «? 3 ,这就是我们所需要的.把所求得的 a 
与 b 的值代入(21)，便得出所求的映射就是 

vu + ^-w 2 + . ( 22 ) 

由 (22) 式知道，对应于点? 0 = ih 的那个点是 


W 0 


ih o ( h 3 \ri 


hr 


所以，映射 (22) 在这个点处的延伸系数是 


a 


+ o f h 4 ln 3 


u， o 


h 


这便是我们所需要证明的. 


类似地可以选择常数 C 与 A 使得函数？ = w + CW 3 +也!； 5 实施一个把带形0< 


v < h 映到由 f 轴与曲线 7 
们有 


h 



戌 4 所围成的带形上去的映射.当 W 




u + ih 时，我 






h + ch (3m 2 - h 2 ) + dh (5 u 4 - 10 h 2 u 2 + h 4 ), 
u + cu ( u 2 — 3 hu ) + du { u A — 10/i 2 u 2 + 5 h 4 ), 


所以，当令 3 c 


10 dh 2 ，5 dh 


/? 后，我们便得到 


V 




h + /3 u 4 - j - gf / i 4 , 



u 


+ 0 h 4 ln 4 


hr 


于是在我们所采取的精度内， 7 


h 



庚 4 .因此，所求的那个映射的形状是 







2 

3 


ph 




5 h 



(23) 


而它在点 



ih + oi h 4 hi 4 士 处的延伸系数等于 


dK 

dzv 


+ 2/% 





h 





i + ou 3 ) 


0 


显然，在所需要的精度内，映射 





, ah 2 I ol 




2 







5 h 



与把带形 0<^</ i 映到带形0(心，厂)上去的那个映射相重合，并且它在对应于匕 
二 ih 的那个点 W () 处的延伸系数等于1 + 0( V ). 对于曲线 c 。 在圆 U - I < /«内与 
匕相重合时的情形，定理已经证明了. 

曲线 C 与£相重合时的情形，可以完全类似地来讨论.至于一般情形，则可以化 
成这两种已讨论过的情形，因为可以先从区域 D ( C tt ， C ) 变换到区域 D ( C Q ，£) 上， 

然后再从 D ( C Q ，£ ) 变换到 D ( ，£ ) 上.因此定理已经全部证明. 

在结束时，我们再举一个由公式 （18) 得出的结果,这结果可以通过初等估计而 
得到. 


设曲线 C Q 与 x 轴相重合，而曲线 C :3 ； = ： v (： c ) 满足下列诸 条件: 

a x h Ky(x) < Ca 2 h , 

iyi<a 3 /i4 ， \y'\ <a 4 h , \y^\ <a 5 h^ . 

在这样的条件之下，在曲线 c 上的任何一点处我们 都有： 


(24) 


\/(ZyC 0 ,C ； h)\ 


h 


y( 





yy 


+ R , \ R \< Ah ^ y 


(25) 


其中 A 仅依赖常数 


为了证明只要指岀，在采纳的条件下，并且具有公式 （18) 中所采用的精度可以 


写岀 


d 


arctan y 







:V 



(1 



: y 



y 


同样把包含〃 2 P 和 f 的项略去. 


§3 


应用 


在这里我们将给串变分原理对于连续介质力学中若干问题的应用. 

66.浮力的计算 理想流体这种模型，仅是在描述现实的液体或气体的运动时的 
第一近似.因此，例如，在第49目中所得出的那个求浮力大小的公式,其实是不精确 
的： 当考虑到流体的黏性、可压缩性等等时，除了浮力以外还会岀现有害的阻力、流的 
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不均匀性以及其他的许多因素,而且这些因素，在颇大的程度上是与沿着机翼的气流 
的速度的分布特性有关的.由于这个原因，当从事解决有关改进机翼质量的问题时， 
用来计算当由一个已知断面 c 换到近似的一个断面£时的速度分布的简单方法，具 
有很大的意义. 

因此，我们产生了下面这个 问题： 

依据断面 c 的形状的变分，来确定关于这断面的速度与浮力的变分. 

根据对于近似区域的共形映射的那些近似公式，可以给岀这问题的简单解答.设 
已经给定了一条具有一个角点 a 的周线 C ， 以及一~条在位置上与曲率上都同 C 很接 
近的周线£.此外，我们还假 定:点 a 属于£，并且£在点 a 处的那两条切线，也是 C 


的切线(图 144). 

而且，我们还假定，绕 C 流的气流是已知的， 
于是我们可以认为气流速度 V 也是已知的，把它 
看作是周线 C 的弧长 s 的函数.取点 a 作为计算 s 
的起点，并设 s 的增大是对应于按正方向沿 C 绕 
行的.此外，我们还假设把周线（：的外 
部映到单位圆的外部 I〖I >1上去的那个共形映射 



图144 


卜 FU ， C ) ; F ( oo , C ) = oo (1) 

也是已知的，特别是，在 C 上的点与在圆周卜 Z 上的点之间的对应关系 


e = e ( s )； s = s ( d ) ( 2 ) 

是已知的.我们用来记 c 的法线的包含在 c 与£之间那一段线段的长度，这 


rz ( s ) 的取“ - ”号或取“ + ”号，视这一段法线位于 C 的内部或外部而定.在映射 (1) 
下，曲 线&变 换成一条曲线，在不计关于 


max | n ( 5 ) | 

的高阶无穷小的精度内，的极坐标方程将有 形状: 


p = l + n [ s {6)]^ = \ + 8(6) (3) 

(我们令卜 〆 ）.把£的外部映到单位圆外部 U I > 1上去的那个映射，显然可以 
表示成 

w = F(z 9 C) = F[F(z,C),C^ F(oo,C) = oo (4) 

的形状，其中 w = )， F ( oq ，£*) 二 oo 是把的外部映到 | w |>; i 上去的映 

射.根据求复合函数的导数的公式，由此便有 

\ F / ( z 9 C )\ = \ F / (^ C *)\-\ F / ( z , C )\ 9 (5) 

而且在这式子的右端，函数 | r ( z ， C )| 是已知的，|广（^，£*)|可以用第63目中的 
近似表达式 (27) 来确定 

广 (6) 



(见第 63 目末所提出的注）.如果注意到，映射 (4) 把对于£的绕流问题化成了对于 
圆柱面的绕流问题，那么，在周线£上的点 z 处的流速的大小，便可以按照第49目 
中的 (9) 式来 确定： 


V 


2 voo 


參 


sin 6 — sin d 0 | • | F’ （ 之 ， C ) | ， 


其中 Poo 是在无穷远处的流速％而& 




6 + A6 与 0 0 


+ △乂分 别是点之与 a 在映 


射 (4) 下的像的辐角.拿这个式子来同那个用来表示在 C 上那些点处的流速的同样 
的公式 


V 


2 voo 

r ( oo,o 




sin 0 - sin 8 0 




f"U ， c)| 


相比较，并利用⑸式与⑹式，我们得到 


V 1^ 


I V I 


I 矿(00，£*) I 


籲 


sin 6 - sin 6 0 
sin 6 — m\ 60 


1 - 8 ( 6 ) - 


2 tt 


4 ttJo 


8(t) - 8(6) 


.? t — d 


dt 


sin 


⑺ 


2 


但是，把第 63 目中的 (7) 式对 z 微分，然后再取 z 


oo 


时的极限，我们便得到 


ir(oo ， e*) 卜 1— 去 


2 jt 


8(t)dt. 


( 8 ) 


另 一 方面， 


sin 6 — sin 6 0 
sin 6 — sin 6 0 




sin 6 + cos 0A0 - sin 6 0 - cos 0 O A0 O 


sin 6 — sin 6 0 
cos dAd - cos 0 O A0 O 


sin d — sin 6 0 ’ 


其中的 M 与照第 63 目中的 (16) 式来 确定: 




2 k 



2 tt 


8(t )cot ~ 2 ~dt ， 


A^o 


Z7T 


2 tt 


8{t )cot ^°2 t dt 


⑼ 


(在这两个式子中我们改换了符号，因为我们所关心的，是在第 63 目中的那些记号下 
记作 0 - P 与乂 - P 的那两个量）.把所求得的值代人⑺式内，并略去高阶无穷小， 


最后我们便得岀 


V 


V 


s(d) 



+ 



2 tc 



2k 


S(t)dt 


cos 0A0 — cos d 0 A6 Q 


sin 6 — sin 6 0 

l_[ 2n 8(t)-8(6) , 

n . 2 t — d 


sin 2 


2 


( 10 ) 


公式 (10) 说明了在周线 £ 与 c 的位于 c 的同一条法线上的点处的流速之间的关系. 

我们注意，按照第63目中所说的，在根据公式 (10) 作实际计算时，最好是用三角 


* 我们认为，在无穷远处流速的方向是沿着实轴的，这就是说，在第49目的那些记号下 3 = 0. 
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函数的多项式来近似表达 5(0, 


8( t ) = e ( a 0 + a x cos t + feisin t + a 2 cos 2 t + 6 2 sin + •••)， （11) 

来进行计算.在这时，用第 63 目中的 (23) 式来代替 (6) 式比较方便（同时也注意到 




关 




) ，于是代替公式 (10) 我们得到 


V 


V 



— e [2 a 


cos 0 A 0 - cos d 0 ^9 0 
sin 6 — sin 0 o 

2 (ajcos 6 + bisin d ) + 3( a 2 cos 2 d + b 2 sin 20) + •••] 1 ， 



( 12 ) 


其中 


Ad = e (a j sin 6 ~ bicos 6 + a 2 sin 2 d - b 2 cos 26 + 


# » 參 



鴻 


£ ( a!sin d 0 — b x cos 6 0 + a 2 sin 26 0 — b 2 cos 26 0 + 


(13) 


«»_ _ 


(参看第 63 目中的 (23) 式与 (24) 式）. 

公式 (12) 与 (13) 也可以用来解下述的逆 问题： 

根据已给定的在机翼处的流速的变分，求出其所对应的机翼断面的变分. 

我们来考虑周线 C 的变分中的一种特殊情形，此时£与(：仅在以点^为中心的 
小段弧上不同(局 部变分). 在这样的情形下，我们令 





d(s 



2n 


^ ^ ) dt = (7 ， 


于是在变分地点的外面，在可以不计关于 a 的高阶无穷小的精度内，代替公式 (9) 与 
(10) 我们有 


△卜； cot ! 一 仏 


2 k 


I V| = I V 




1 + 


a 


2 tc 



dcot 


2 ! 

6 — di 
~2~ 


A 6 




2tc 


2 


(14) 


cos 6 0 cot 



I 



2 


sin 



一 sin do 



1- 


2 sin 


6 — d \ 

T - 




我们转向讨论浮力的变分的计算.要计算浮力的变分，最简单的是利用第 49 目 


中的茹科夫斯基公式(8)，根据这个公式，作用在周线 C 上的浮力的大小等于 


P = 47tp 


V 


2 




<X> 


,c) 


sin d 0 . 


(15) 


把这个公式应用到周线 C 与£上，我们得出 




F 乂 


OO 


， c) 


^( 00 , 0 ) 


p 


9 


4^0 

sin 9 0 

sin 6 0 |^( 


OO 


， c*)| 


(16) 


或者利用 (8) 式，并施行代换 sin 沒 


d 0 + cos ，我们便得到 


P 


P 


1 + cot 汐 0 △汐 0 + 


2k 


8{t)dt 


(17) 


在局部变分的情形，公式 (17) 取 



P^P j 1 + 7^ cot cot 沒 0 2 沒 1 + 1 (18) 

的形状.由 （18) 式可以得出下面的定性的 结果： 

设流体绕着断面 C 而流，具有正的浮力 P ， 而且它的会合点与分支点分别是 a 。 
与当用断面6来代替 c 时 ： i ) 如果6同 c 在下面那 段弧％ ^^上相重合，而在 


上面那 段弧叫 的上方，则浮力 增大; 2) 如果乙同 C 在上面那段弧上相重合，而在 
下面那段弧的下方，则浮力减小（图 145). 




图 145 



要证明这个结果，我们可以把周线 C 的变分看作是一连串的局部变分.因为在 
我们的条件下， P >0, 并且(7>0\所以根据 （18) 式，浮力的变分犯二 P - P 的符 
号，与表达式 

△ = 1 + cot 0 o cot 2 (19) 

的符号相同，并且在第四象限内(为了确定起见，我们设 -f <心<0),所以 cot 
< 0 . 

我们先来考虑情形 1). 在映射 (4) 下，局部变分的中心在这时对应于圆周上的一 

个点0,，这个点位于上面那段弧上，其中 冗 是对应于流的分支点~的圆周上的 
点，即，0<0, - 0 0 < ^ + 2 | | ,(见49目例 2). 当0<^ - 6 0 <k 时，我们有 

cot ^^<0, 所以， △>；[ •当兀<^ -0 o <;r + 2|0 o | 时，我们可以令 = f + 

a ， 其中 0< a < | 0 0 I ，于是 cot 2 = tan a ， （ 19) 式中第二项的模等于■，不 
大于1，所以 A >0. 因此，在情形 1) 中，浮力的变分 8 P >0. 

类似地，在情形 2) 中，我们有0< 0。 - ^ < tt - I 0。 | ，令 乂 2沒 1 | = a ，于是有 

|仏|<«<| .(19) 式中第二项的模等于大于1，而这一项的符号显然是负 


来 


由于周线 G 位于周线 C 的外面，所以知道是正的 ( 参看前面所采取的条件 ). 
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的.所以，在情形 2) 中，浮力的 变分犯 < 0. 上面所陈述的那个命题于是便完全证 
明了. 

67.浓厚流体内的波 我们考虑一条无限长的没有掩盖的渠道，具有矩形的截面 
与水平的底部.设在这渠道内充满了浓厚的流体，它的运动服从下述条件:1)运动是 
平行于平面的——流速场平行于垂直的侧壁，并且在所有与这二侧壁平行的流内，都 
是同 样的; 2) 设直角坐标系 Uj ) ( x 轴位于渠道的底部，并且与侧壁平行^轴的 
方向是垂直向上的）以固定的速度％按照: r 轴的方向移动.我们将假定，在坐标系 

( x ，30内，流体的自由面以及流速场，都与时间 f 无关. 

服从上面所说那些条件的流体运动，我们称为流体在渠道内的稳 定波动 ，数％ 


称为波动的传播速度.按照我们这个定义，由一个固定在坐标系(1，30上的观测者的 
观点看来，这个速度场给出了流体的在通常意义下的稳定运动. 

在渠道内的稳定波理论的一般问题，是用下述方式来提 出的: 假定流体是理想流 
体，要求定出它所有可能的稳定波动. 


所提的这个问题可以化成某一个共形映射理论中的问题.为了这个目的，我们要 
引进几个附加的参数.设 C :3 / = ^ U ) 是流体的自由面为平面 Uj ) 所截而得出的截 
痕;我们称数 


为渠道的平均深度. 




再设 g 是重力加速度是流体的密度，以及 h = v 0 H . 

有了这些之后，我们可以转移到问题的数学提法上来.根据第48目，由流体是理 

■ 

想流体与运动在平面 (1 ，30内是稳定的这两个条件，可以 得出: 复势能 

( = f ( z , C ， h 、， /(± oo ， C ，/ i ); ±oo (2) 

是把区域 D ( C ):0<3；<3^) 共形地映射到直线带形上去的 函数; 这带形的宽度应 
当等于1因为按照所给的条件，流体的通量等于 mHz / l .在自由面(波面)上，压力 

应当保持不变，等于大气压力.所以，按照流体力学中著名的伯努利定理，在曲线 C 
上的每一个点处，都应当有关系式 


p = A ~- 2p \ f / ( z , C , h ) [ 2 - gpy = const (3) 

成立，其中 p 是压力， A 是某一个常量. 

因此，我们的问题已经化成下面的 问题： 

要求构造所有这样的曲线（： :3 ； = 3^1)，使得把区域0(0 : 0<3<3^工）映到一 
个已知其宽度为/ I 的带形 0<： v </ i 上去的那些共形映射 / U , C ，/0, 在 C 上的每一 
个点处都满足关系式 (3). 

由于条件⑶不是线性的，要十分完整地解这个问题遇到了很大的困难，并且一 
直到现在也还没有得出这样的解.我们在下面将叙述它的一个近似解，那是根据共形 



_ 
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映射理论中的近似公式而得岀的.在我们这类特殊问题中，是要寻求那些与直线: y 二 
H 偏差很小的具有周期性的偶曲线 y = yU )- 

为了进一步计算方便起见，在令 z = Hz ,和？ = 后，我们完成流平面和复势能 


的类似变换.这时关系式 (3) 转变为关系式 




其中 c 为某一常量， 


V 




gH 




为一个无量度参数. 

我们将考虑当 a = u ~ l 是很小正数时的情形.引入变量 h 二叫，匕二 <，并且 
假设，在平面^中曲线 C 的像满足条件 


3 1 

a x a<y 2 <a 2 a ,\y 2\<a 3 a^ y\y f ， 2 \<a A a , I y f \ I <a 5 a^ , 

其中 ^ 是某些常量，根据 65 目的公式 (25) 我们于是得到近似表达式 


⑹ 


d^2 

dz 


2 


a 


5 


yi 



3 


yiy 2 



OU !) 


或者在转为变量^和 l 后是 

dz \ 


5 


3 ^i 







+ O ( a ! ) • 


把这表达式代入公式 (4) 中，考虑到条件 ( 6 )， 我们得到具有精确度到0(« 7 )阶 
的无穷小，沿着对应于平面^中 C 的曲线的近似 公式： 







(7) 


我们还采取直线 y = H 作为平面 z 的新的实轴，也就是令 y = H ( l + 7 ) ，或者同 
样 ： yi = (1 +彳），此时方程 (7) 转变为方程 

吾 + 2〆 1+ 7) 2 + 1 上 「 c(l+ 7/)=0. 

如果选择常数 c ： 这样, 使得彳 = 0 是最后方程的解 ( c = 2 v + 1 ) ， 并且利用恒等式 


那么这一方程可以改写成形状 



7" + 3 (v —1)7 + 鲁 (2 p + 1)々 2 -吾 = (8) 

因为我们所找的解偏离直线 y = H 很小，所以可以认为 7 是很小的量.我们假设， 
maxi 与《同阶，那么在采用的精确度下 ( 8 ) 式左边部分中最后一项可以去掉.引入 
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_ 


a 




v - 1取代和略去 cri / 


项，最终我们得到 | 


9 


rj + 3arj + ~^rj 


0 


⑼ 


以后的叙述我们将在两个不同的假设下来进行. 


(1) 线性理论 我们首先假设，数 



▽ I 同 



比较起来是很小的(振幅很小的 


波).于是在弃掉非线性项后，方程 ( 9 ) 便可以线 性化: 


rf + 3 arj = 0 

因为根据以前所采用的条件《>0,所以作为它的解，我们得到线性波 


( 10 ) 


V 



H 



(v3a m Xi). 


其中 a 为一任意常数.在变量中，这种波的方程具有形状 


y 


H + a cos 


\/ 3 a 

~ir 


(id 


在代人值 




1以后，波的周期由公式 (5) 记成形状 ： r 


2kH 
y / 3 a 


2kH 


3[g 


H 

~2 

^0 


-1 


由此 


汐 0 


1 + 




1 (2kH 
3 IT " 


( 12 ) 


因此，当给定了波的传播速度％，并且给定了周期： r 时，问题有无数多个解存 


在，这些解依赖于一个参数 


波的振幅. 


这时渠道平均深度 H 由关系式 (12) 来确定.由关系式 (12) 也推出 :线性 波的传 

播速度随着其波长一同增大，但任何时候都不会超过在 (12) 中略去一项 
(2; rH / T ) 2 ，我们便 得出拉格朗日公式 

v 0 =y r ^i. 

(2) 长波现在我们来讨论 maxi 7 |具有与《同阶量的情形.这时我们必须考虑 
完整形状的方程 (9) ,于是问题便成为是非线性的. 


(2) 长波 


现在我们来讨论 


同阶量的情形.这时我们必须考虑 


显然，方程 ( 9 ) 允许第一个积分 


(Al 

\dxi 


2 


A 


3arj 


3r,\ 


(13) 


其中 A 是一个任意常数.我们在波峰处，亦即 ^ 
的值 


0时，我们有7 


% >0.便得出 A 


来 


在本书第一版中推导方程 (9) 时犯了一系列错误，莫依赛耶夫 ( H . H . MoHceeB ) 友好地指出了这些错误. 


A^3rjl(a + ^ 0 )- 

要方程 (9) 的周期解存在，还必须找出一个使 #=0 的值 7 

Cl JO I 

的具有最小纵坐标的点）.根据 （13)， 数 7 l 应当是方程7 
根.这个方程有一个根是 7 二 7 。，把它的左端用 79-70*1 


7 i < 7 o (波谷-波 


3 



arj 


+ 々 o ) 的 


个 



加，把它的左端用来除后，我们得到 

+ (a + ^o) V + 7o( a + 恥 ） = 0. 


由此， 


a 



Vu 2 


Vo 


2 


土 


2 


(a 



Vo) 


4^ 0 (« + Vo ) • 


(14) 


因此，要有周期解存在，必须在根号下的那个表达式 （《 



Vo) 


2 


4rf 0 (a 



7 o )> 


0,即，- - 因为我们这里采用 伽 >0,那么这条件有形状 


< 4 . 


(15) 


由在这条件下能改写成形状# 


dx 


H 


1 


dx 


A — 3 a 7 / 


@的关系式 （13) 求出所讨 


论的波的半周期 


T 

2 


H 



% 




_ djl 

A ~ 3 arj 


37 


(16) 


在 7 0<吾时根号下的表达式在积分区间的端点 M 和％处有单根，所以量了是有限 


的.也容易写出(在—段上)波的一半的方程 


2 


X 


H 


% 


dr) 

A ~ 3 a 7 / 


3 V 


(17) 


直接可看出，条件是有波特征的方程 (9) 的解存在的充分条件.不同于线 

性情形波的振幅不可以认为是任意的，而在固定速度 叫时它 依赖于 周期： T . 

我们指岀所得到的解的一些定性的性质，这些性质都可以由上面所列举的那些 
式子导岀. 


1) 波的周期： T ， 随着波的纵坐标加的增大而增大，也随着波的振幅如 


7 i 


2a 


的增大而增大 . 丁的最小值 : T 


2ttH 

V 3 a 


，对应于恥是个无穷小量时的线性波的情形.当 


仍 接近于 | 时， T 无限制增大，而当 


Vo 


a 



时，周期解便蜕化成一条在 : T 


0时有唯一极大值的曲线，且具有渐近线（图 146)： 
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2 

T a * 


⑻ 


( b ) 

图146 




在后一种情形解容易仔细地写出显式，如果注意到，在％ = |•时由 （14) 式我们 

得出_，从而方程 (13) 采取形状 

岩=7 3(^0 - 7)(7 _ %). 

这个具有分开变量的微分方程可以用初等函数求积分的，并且它在^ =0时取 


{S r /= 加=号的解有形状 



或者用变量 x 和3；表示有形状 


y 


H+aH 


T 



(18) 


所作岀的那个非周期解叫做 孤波. 

2) 波在波峰处的曲率，总大于其在波谷处的曲率. 

3) 当 a 增大时，波的传播速度逐渐减小. 

最后，我们来看一下，对于使所取的1/ I 的近似表达式对真值的偏差很小的那些 
条件(见第65目），我们所作出的解能满足到什么程度.为此目的，我们需要估计函数 
V 的值与它的前三阶导数的值.我们有 

- a * 〈 々〈去 a*. 

但是此时根据 (14) 与(9)，便有 

\r J / \<k 1 a*K\v\<k 2 a* 2 Af\<k 3 a*K 
其中匕，々 2 ，々 3 是三个数值常量.因此，在用1/ | 的近似表达式来代替 I / I 时，我们可 

能会有 a 1阶的误差. 

利用所构成的近似解与一般的变分定理，可以严格地证明前面所有描述的各组 
波都存在，并且可证明我们的近似解与正确解仅有高阶无穷小的偏差. 






68. 具有流股障碍的绕流具有流股障碍的绕流问题，在第48目中已经提出了.在这里我们 
将举出它的一个近似解，以及以前面所导岀的那些变分原理为基础的一些定性方面的研究结果 
(见 M . A . JIa B pe H Tbe B [ l ]). 为了简单起见，我们只限于讨论具有一条对称轴、所绕流的那些物体都 
是关于这条轴对称的那种流动的情形.首先我们来讨论对于对称的翼剖面的绕流问题.按照第48 
目，这问题可以化成下面这个共形映射理论的 问题： 

设在上半 z 平面内，给定了连接 .r 轴上点 .Ti<0 与3；轴上点必的一段弧>^ .要求把点必与之 
=用一条位于上半平面内的曲线 y 2 连接起来，并且使得把位于曲线 y = (- ⑺，。 ） + y, + y 2 上 
方的区域 D(y) 共形映射到上半平面上去的那个函数* 

zv = /(z f r) ;/(°° ， 7) = oo ,/( oo ,y) = i (1 ) 

在弧 y 2 上满足条件 

/( z , y )\ = c = c»nst (2) 

(图 147). 



图147 


我们来勾勒解这问题的一种近似方法.把所求函数 (1) 的反函数记作 Z = &(!£；) .因为函数 (1) 
实施一个映到上半平面上的共形映射，所以 〆 （ W ) 在这上半平面内是解析的，并且不等于0,因此, 
函数 

In g-'Cw) = ln|g- ， (xy) | + zarg g {vu) (3) 

在上半平面内也是解析的.显然，在 w 轴的对应于 o: 轴上的射线 （ ) 的那条射线 （ - oo ， A) 
上，我们有 arg ， U)=0, 而在对应于 y 2 的那条射线 ( B ， 叫上，有 ln |， U ) l = Cl ， K + q 是某个 
常数(见图 147) .在对应于 h 的那段线段 (A ， B) 上， arg/U) 是未知的，因为 (A ， B) 上的点与 y , 
上的点之间的对应关系还不曾知道.但是我们可以自己来给定 （ A ， B) 上的点与 h 上的点之间的 
一种对应关系 ？=? U ), 于是我们便能求得 

arg g(u) = arg ^(u) = f(u). (4) 

现在,求函数 In /(w) 这问题，便化成了对于上半平面的一个混合边值问题，因为在射线 （ -oo, 
A)±,Im In /U) 是已知的，而在射线 (A,oo) 上， Re In 〆(《；) 是已知的.解这个边值问题，例如， 
用第 54 目中的凯尔迪什-谢道夫公式来解，我们便得到一个函数 

z = g(w ) 9 ⑸ 

这函数实施一个把上半平面映到区域 D ( p ) 上去的共形映射，其中 r = (-^>,^) + y , + y 2 

* 由 （ 1) 中可以看到，我们限于考虑的流，其在无穷远处的速度都等于 1 而且方向是沿 1 轴的.一般的情形 
很容易化成这种情形 . 
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图 147). 

根据函数 (5) 的构成，它的反函数 W = 解决了带有流股障碍的翼剖面^的绕流问题. 

如果^与相差得太多，我们便应当把 (4) 中函数 〆 〃）的给定加以修改.为了要更适宜地进行这 
个修改，我们应当具备一些关于当弧 h 经受形变时函数 (1) 将怎样改变的定性知识.我们将举出一 
些与此有关的基本结果,而不予证明. 

(1) 如果广由有限多段具有有界曲率的弧所构成，且每一条直线 (〜<&<()) 都与乃 
或者仅相交于一点，或者在一段线段上相重合，那么这个流股问题的解必定存在，而且是唯一的. 

这时可以设曲线 y 2 从某一个点 i = $>0起，同: r 轴相重合.我们把这样的曲线的方程记作 

y = (6) 

在这个情形下，速度 (2) 在射线（ I 〜）上等于常量这个条件，可以用下面的条件来代 替:从 上面与 
从下面趋近于这射线时，速度的值相同的条件，即，具有流股障碍绕行 D (弧 D 是由 y , 以及关于 

: r 轴与 h 对称的那段弧所构成的），时流的复势能 (1) 的单值性条件.换句话说，可以设流在绕行弧 

以后合拢起来. 

(2) 如果在某一个值1 =工2处，72上的点的纵坐标等于0,那么当 > X 2 时，弧必同工轴相 

重合(换句话说，:= 6). 

(3) 在(0，$)这段上，弧 y 2 是解析弧. 

(4) 在/ 2 上，切线的斜率不可能达到极大值或极小值. 

(5) 当 $<oo 时，曲线 h 上不可能有任何点，其纵坐标大于曲线广上的点的最大纵坐标. 

(6) 如果曲线 h 上的点的最大纵坐标对应于 o : = 0, 那么 f = oo , 即，/ 2 具有无穷远分支. 

(7) 设当横坐标相同时，曲线^上的点的纵坐标都大于或等于广上的点的纵坐标，并且这两 
条曲线具有公共的端点，那么和 

, (7) 

并且当 0< i<f 时，式中的等号只有在广同^重合的情形下方能成立(参看图 148). 

所有的这些结果都可以利用复变函数论的方法来 
得出，特别是，可以利用第61目中的变分原理来得出.关 
于这些结果的证明，读者可以在 M . A . JIaBpeHTbeB [5] 这 

篇论文中找到. 

由结果 (7) 中可以得出，: y ( o :; f ) 永远小于 y b ( x ) - 

这里％(工）是绕着垂直线段（0,必）流的流股的纵坐 
标， 这是基尔霍夫 ( Kirchhoff ) 所研究过的情形.由同 



一结果 (7) 中还可以知道，在结果 （7) 中的那些条件之 
下，作用于弧 A = 7, + A 上(其中灼是 h 的关系于 t 


图148 


轴的镜面映像)的压力的合力 P ( r , XPir , ) ，其中 f t - + y \ • 


在结束时，我们再举几个有关对凸周线的对称绕流的结果，也不予证明.设已经给定了 一条关 
于： T 轴对称的封闭的凸周线 C , 它与 I 轴相交于点 a <0 及： T =0 .设7,是周线 C 的位于 I 轴上线 


段 ( Ad ) 的上方的那一部分 U <£<0) .显然上面所弄清的那个问题的对于弧 y , 的解是 


y = y t ( x ;$), (8) 

显然，如果曲线 (8) 完全在 C 的外面，那么这个解 (8) 便给出了绕具流股障碍的闭周线 C 而行的流 


的一支自由流股. 

有下列这些命题 成立： 

(1) 周线 C 上在对称绕流中有可能发生流股障碍的那些点的集合，是一段弧 G ， 它的中心在 
点〜处，它的端点位于周线 C 上的具有极大纵坐标（或极小纵坐标）的点的左面（图 149). 

(2) 对应于两个不同的对于 C 的绕流的 ft 由流股，彼此没有 
公共点. 

(3) 在两个不同的具有流股障碍的对 C 的绕流中，对应于较 
先的流股障碍的那个流体，它的在 C 上的流体压力要比较大 
一些. 

这些命题的证明，读者可以在本书末所引证的论文 M.A. 

JIaBpeHTbeB [ 5 ] 中找到. 

69.地下水的运动 经验证明，在同样的土壤中，地 
下水的运动充分精确地遵循着理想液体的运动规律.同 
以前一样，我们只限于讨论平面的情形，我们设液体渗透 图149 

过一个充满着土壤的区域 D ， 并且假定其运动是稳定的. 

把在区域 D 中任意一个点 z 处的压力记作有下述的经验定律(达尔西) 成立: 

在点 z 处液体质点的速度，与压力的梯度成正比，而它的方向则与/>的梯度的方向 
相反 

V— - /cgrad p . ( 1 ) 

比例系数 / c 仅与土壤的性质有关，称为过 滤系数 .对达尔西定律再加上液体是不可 
压缩的条件 

div y - o , (2) 

我们便得岀 .•渗 透过区域 D 的液体的运动的速度场，具有势能 

u ( z )= - Kp ( z ) 9 (3) 

这是一个调和函数，在区域 D 内是正则的. 

在堤坝的设计中，下述问题的解，是设计的计算中最主要的因素之一. 

给定一个区域 D ， 它的边界 C 是由下面那些直线段所构 成的： 

1) 直线-心（堤基）， 

2) 1轴上的射线 （- m ， 0 )， 

3) 线段 (( U ) (护坦）， 

4) x 轴上的射线 ( Z , oo )， 

5) 由护坦上的点 A =0， > 2：2，：1：3，〜，：^,岀发所作的72条垂直线段 （凹 沟）~，其长 
度分另为& (j = l ，2, …， W ). 

区域 D 中充满了过滤系数为 / C 的可透水的土壤.在护坦(0，/)上面建立了一个 
建筑物 A . A 的左面在 X 轴的上面有一层自由液体，其厚度等于，在 A 的右面也 

有一层自由液体，其厚度等于 Hi (^<还）.建筑物 A 的侧壁、护坦、凹沟以及堤 
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[69] 


基，都假定是不透水的(参看图 150). 



图150 


在上面所列举的那些条件之下，要求定出液体在区域 D 内的稳定运动.这时设 
计者所关心的主要是下面那三个量:1)液体的通量， 2) 在护坦上的最大压力与普通 
压力， 3) 在射线 U ， oo ) 上的最大“渗出”速度. 

我们来寻求速度场的势能 u 所应当满足的边值条件.由于假定堤基 - 心、 

护坦与那些凹沟都是不透水的，在 C 的对应于这些因素的部分上，都应当发生绕流， 
即，应当满足关系式 


dn 




除此之外，在 （- oo ,0) 与（/，⑺）这两段上，压力应当是 常量: 在左边那段上/> = 
pH 2 + po ，在右边那段上/> = ，其中 p 是液体的密度，/ > G 是大气压力.所以， 

沿着 （-00,0) 有 

u = - K(pH 2 + p 0 ) = u 2 , (5) 

沿着 ( Z ， oo ) 有 

W = — K(pHi ^ Pq )- Uy . (6) 

因此， 在建筑物下面的地下水的运动问题，可以化为第 55 目中对于调和函数的 
混合边值问题的一个特例. 

我们提出考虑到边值条件 (4) ， (5) ， (6) 的特性的、解这问题的两个 方法： 

(1) 把流体的流函数记作 〜 根据条件 (4) ， z ； 沿着堤基^= 保持常数值 ％， 

沿着护坦与那些凹沟保持常数值 I ； = ^ . 复势能 a + b 实施一个把区域 D 映到由直 


^U = U 0 ,U = 仏，!；= t ; a ， z ;= 巧所围成的矩形上去的共形映射，并且点 - o ^ O ，/， 00 

变换成矩形的四个顶点.由于一个矩形可以用椭圆正弦来映射成上半平面(见第39 
目，例题 1) ，我们可以只讨论把区域 D 映到上半平面 Im C >0 上去的映射 

? = / U ). (7) 

设在这个映射下点 0, -oo,oo,Z 变换成点 a 1 ,a 2 ,a 3 ,a 4 . 我们可以用一个辅助的线 


[69] 


§3 应 用 
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性变换，把这四个点再变换成点_ j ，_ 1，1， | . 换句话说，可以预先设定 


/(± oo )=± l ,/( 0 )- -!,/(/) = !. 

于是所求的复势能的形状是 





IV 


U 2 


sn l (^k) 


2K 






2 


其中 srT 1 表示椭圆正弦的反函数(见第39目）.矩形的边长等于^ 


K / 

2K 



^)，其中 



它的高 


2K = 2 



_ dt _ 

va-t 2 )(i-FT) 




便给出了在建筑物下的液体的通量. 

(2) 在映射 (7) 下，函数以幻与 t ； u ) 变换成函数 

u [ g(m = U (0^ v [ g(m = V (0^ (9) 

其中 z = g (?) 是 (7) 的反函数，并且函数[/在线段卜 |，-1)与卜， 外乃是处处 

正则的，在这两段线段上分别取值 化与 〜，而函数 V 在线段 

与 (1 ，⑺)外乃是处处正则的，并在这三个线段上分别取值 ^,^0^1. 所以 1/( ?) + 

/ V ( ?) 的表达式可以按照第 54 目中的凯尔迪什-谢道夫公式来得出. 

对于所考虑的这个问题，应用变分原理，可以很容易地得出当建筑物的那些因素 
在数量上有所改变时，有关通量、渗出速度以及压力的改变特征的一系列的结论. 

1) 如果使一条或几条凹沟的长度增加，那么所有的流线便都降低，'通量减小，渗 
出速度也减小.如果要想使渗出速度减低，那么，以加长最右端的那条凹沟为最有效. 

2) 如果使一条凹沟的长度增加，那么护坦上在这条凹沟之左边处的压力便增 
大，而在其右边处的压力则 减小； 特别是，加长最右端的那条凹沟，便使得在护坦上处 
处压力都增大. 

前面那些定理及其所对应的公式，还给我们有可能来论证并精确各种用来求这 
问题的数值解的近似方法. 

在最广泛使用的那些用来近似地确定势能〃的方法中，有一种就是所谓断片 

法，是由巴甫洛夫斯基 ( H . H . naBjioBCKHM) 院士在1922年提出的(见 [9]). 我们来说 

明这方法的实质. 

经过那些凹沟 c , 的端点，作势能为 w %的等势能线&，以把这些端点同堤基连 
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接起来，使得 c , 与&在一起形成一条与堤基正交的光滑曲线.这些曲线&把区域 D 
分成 rz + 1 个部分——“断片”1)。，!)"…，(图 150) •在断片 D 0 内，势能“满足 

条件 

— JL 7 0 , 在(- oo ,0) 上， 

U 1〜，在 h 上， 


而在其边界的其余部分上 g = o .在断片 A, 内， 

_ f u n , 在 (Z ， oo) 上， 

\u n , 在上， 

而在其边界的其余部分上_ = 0. 对于断片 D, (j = 1，2,…， rz - 1) ，边值条件的形 


状是 


U 




在其边界的其余部分上 If = 0. 


在八上， 
在乃+ 1上， 


现在我们注意，如果在相邻的凹沟之间的距离，同凹沟的长度比较起来是很大 
的，那么曲线 '与那些垂直于堤基的直线段 h 的差异便很小.由在 D , 中把 >0 与 7 , + 1 
换成直线段 A 与 h +1 所得到的那个矩形，我们记作 A ，这时区域6。与6„都是半个 


带形(图 150). ~ 

我们转到势能 W 的近似表达式的构造上来.首先，我们在每一个矩形&内根据 

下述的已知边界条件构造一个调和函数七 U ) 


u,{z) 


0, 

1， 


在 h 上，对于 j = 1， ••• ， W 和在 （- oo ,0) 上对于 j 


0 , 


在义 + 1 上，对于户0, …， W -1 和在 ( Z ， oo ) 上对于 j 


( 10 ) 


n 


而在 A ,)=0,…， rz 的边界的其余那些部分上 


= 0 .單然 ，七的 构造可以归结到把 


矩形映到半平面上去的映射和应用凯尔迪什-谢道夫公式，并且由于所给的边值条 
件很简单，这公式的形状也极简单. 


我们取下面这个函数来作为所求的函数 W 在区域6,内的近 似值: 


u ^( 


u 


，• + 1 


Uj )uj(z) + Uj 



0，1，2, 


m m • 


， W ); 


Uq 



0 ， 


u tl + l 



n (ID 


这函数在矩形旮内显然满足边值条件 (10)， 并且 h 与^ +1 同 y , 与 >0 +1 相差愈小，它 


同 m 的真值的相差也愈小. 

在 (11) 式中含有 n 个未知的参数，…，〜，它们可由液体的流量在相邻的 
断片内相等这个条件来确定.设巧 U ) 是 & U ) 的共轭函数，而 



(12) 
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是它在线段 h 与& + 1 上的增量.于是， uU ) 的共轭函数在区域6,内便近似地 


等于 ( 


U 


J 




u ) ，所以，流量在断片& _,与&内相等这个条件，可以写成 


m 


i-\ 


( u j 


Uj — 



u 


j 


Uj) (J 二 1，2,…， w ) 


(13) 


的形状 


方程组 (13) 是一组含有 



个未知量 



的《个线性方程.从这方程组中定出 



，再把它们的值代入 (11) 内，我们便得岀了所求的函数 wU ) 在全部断片内的近似 


表达式 • 

在前面已经指出过，断片法的精确度，依赖于曲线&对直线段匕的偏差量.我们 

指岀一个估计误差的数值的方法.我们取第7条凹沟来考虑.设 IT 是区域 D 的在这 
条凹沟左边的部分，而 D " 是 D 的在 q 右边的部分.我们用关于~与0/对称的那个 

区域 D ", 来代替 D ". 对于区域 D ' 来说，曲线乃显然就同直线段}0相重合. 

利用那些变分定理，我们可以估计岀当由 D , 换成 D 时，实施把区域 D , 映到半平面 


上去的共形映射的那个函数 / U ) 的变分的值，同时也得出了 h 对 )0 的偏差的估值. 

我们的问题是要估计那依赖于 h 对 y , 的偏差的，或者说，依赖于区域 D , 对矩形&的 

偏差的 ，〃与 G 的差的值，但是这个估值是可以利用第64目中对于相近区域的共形 
映射的那些公式来得出的. 


依据了对于相近区域的共形映射的那些公式，还可以对断片法给出实质性的精 
确化.我们取振幅等于6,的正弦曲面上连接^的端点与直线的一段半波形 

为六.认为区域骂是接近于矩形的区域，我们便可以有效地建立起一个把区域6,映 

成半平面的映射，从而便可以构成一个函数义，使它在 之 + 1 上等于1，在叉上等于0, 

而在边界的其余部分上它的法线方向的导数都等于 0. 函数％与正弦曲面的参数6,， 

匕 + 1 有线性依赖关系.同前面一样，根据函数％ ( z ) 我们可以构成所求的势能 


U^(u J+ i — Uj ) Uj + Uj . 

在所构成的 W 的表达式中，有 2 W 个 参数％ 与 6,. 方程组 (13) 给岀了 〃个方程. 
如果我们要求从 Ad 中经过 h 的上半部流出的液体的流量，等于经过 h 的同一部 
分流到6,中去的液体的流量的话，那么我们可以得到还有 n 个方程. 

应用第65目中把相近区域映到半平面上去的映射的那些公式，可以得出在已知 
的结构换到相近的结构时，计算〃的值的方法. 

在结束时，我们还要指岀一种对于凹沟的 逐次映射方法 ，这方法极完整地引入在 
n . O . 菲里察科夫 ( n . < D . OHJibMaKOB) 的论文 [10] 中. 

为了简单起见，我们来讨论护坦的长度为 Z 并具有两条凹沟的情形，虽然方法是 
类似的，而就精确性的意义上说，这甚至于比更多凹沟的情形还要好一些.设护坦的 
长度是 Z ， 而凹沟的长度是~ =1与 Z 2 (图 151). 


* 我们还令 uq = 0 9 u n ^- \ = 2 u n . 
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_ V 

(bj 

vi (U 2 ) 


(c) 


图 151 

我们实施一个把去掉了凹沟^的下半平面映到下半^平面上去的共形映射 

Zi /1 + z 2 . (14) 

在这映射下，凹沟乙变换成一条曲线凹沟广 2 ，由实轴&上的点 〆 处引出. 
// 2 的方程是 




因为由这方程有/，所以当 z 很大时，曲线4便同直线段相差很小.我 
们用 (〗， Z 2 ) 来表示曲线凹沟广 2 的端点的坐标(图 151) .应用泰勒公式，可以得出表示 
上的点的横坐标的近似方程 

- 1^(1' - /) 1 1 - j | y 2 k x ) , (16) 

其中参数7 (0>3；>- Z 2 ) 是凹沟 Z 2 上的点的纵坐标，而 

_/ 2 (3Z 2 +2Z / )-/2 

kl 以 l + h ) 2 """ 

是一个常数，当 Z 很大时这常数很小，因为 A i 〜 | ( 见 [ 10 ]) . 在凹沟的两个端点处， 

即，当3^ = 0时及 y = G 时，公式 (16) 都是完全正确的等式，而不是近似的. 

现在我们用经过点(？，? 2 )引出的直线凹沟来代换曲线凹沟广 2 ，并且用一个 
共形映射把去掉了线段的下半 q 平面映到下半（平面上去 



(17) 


* 在图 151( b ) 中用虚线来表示. 



[69] 


§3 应 用 


•333 • 


去掉了一段曲线凹沟的那下半&平面，在这共形映射下变换成一个同半平面相差 
很小的区域(图 151( c )): 它的边界只在线段（-^，匕广上与6轴不同，在这一段线 
段上，边界的方程可以近似地表示成 

(18) 

的形状(当6是负数时取“ + ”号，当 f 是正数时取“ - ”号）.注意到纵坐标 (18) 在6二 


#时达到极大值，并且这个极大值等于 

72 

= 1{V -I), 多 2 

7 max 2/ y 


我们可以把 (18) 表示成 

v ^± 2 ^^ el - e 2 (19) 

的形状. 

利用对近似于半平面的区域的映射的公式(见第65目中的 (2) 式）， n .®. 菲里 

察科夫曾经 证明： 逐次映射方法(在其中用直线凹沟〗 2 来代替曲线凹沟 广 2 ) 的误差， 


与凹沟长度/ 2 的立方成正比，与凹沟之间的距离/的立方及横坐标6成 反比. 

这就是，横坐标 f 的正确值，与它的由 （14) 式与 （17) 式所得出的近似值之间的 
差，不超过 


(见 [10]). 



421 \ 

2ttZ(Z 2 + 1)? 


( 20 ) 


* 点±知是点 q =/'2 在映射 （17) 下的像. 


第五章函数论在分析上的应用 


在这一章里，我们将讨论函数论在分析上的一些对于物理学者具有极大兴趣的 
应用 • 

其中§ 1将讲述用无穷级数与无穷乘积来表示一些常被利用于各种问题中的函 
数.在§2里，将给出计算实变函数与复变函数的积分的方法，以及计算一个解析函 
数在某些给定区域内的零点个数的方法，这些方法对于振动理论是很重要的.最后， 
在§ 3里，将指出一些得岀函数对于变元的甚大值时的近似表达式——即所谓渐近 
公式——的方法，这些方法在应用上非常有用. 

§1展开成级数与无穷乘积 


首先，我们要读者回忆起关于展开函数为泰勒级数和洛朗级数的基本规则，且将 
在一系列的例子中，阐明实际求得这些展开式的方法. 

70.泰勒级数与洛朗级数 在第一章里，我们已 证得: 任意一个在圆 \ z ~ a\<R 
内解析的函数，在这圆内可表为自己的泰勒级数 

气 


它的系数由下列公式来确定 


f ( z ) = 2 c fl ( z - a) n . 







! 


. /( ⑽ 
2 m J c U + 



0,1，2,…）， 


其中 C 是包围点 a 且位于圆内的任意一条简单闭周线(参看第 18 目) 



洛朗级数是泰勒级数的推广.借助于它们可将在环形 r <\ z - a\<R ( r >0, 
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335 


i ?< oo ) 内解析的函数表 示为: 


f(z) 


2 



{z- a) 1 


n 


洛朗级数的系数由下列公式来 确定： 

一 1 「 /(m 


tl 2 m J c U H 



0, ± 1， ±2，，*_) ， 


⑵ 


其中 C 是位于环形内部且包含环形的内圆周的任意一条简单闭周线(第 21 目）. 

公式 (1) 与 (2) 很少用来得到具体的展开式.通常是借助于对幂级数的运算，间接 
地求出函数的泰勒与洛朗展开式.同时，有时将间接得到的系数，与直接应用这两组 
公式而得到的系数相比较，会引出有益的关系式. 

我们将举出几个函数展开成泰勒级数与洛朗级数的例子. 


例 


某些用积分来表达的非初等函数的泰勒展开式，可以非常简单地得出. 


误差的概率函 数由下列积分来定义 


erf 2 ：= 


丄 

V 7T 



C 2 


必， 


⑶ 


2 


它不能用初等函数来表达.要得出 erf z 的中心在点 a =0的泰勒级数展开式，只需在的展开 

V 7T 

式中以-? 2 替代？，再将后者逐项求 积分： 


erf z = 


丄 

V 7T 


s 

是= 0 


(- 1 ) 

k\ 


k 2k ^ 



2 k + l 9 


⑷ 


所得到的展开式对于所有有限的 z 都收敛.当 o : 沿着正半轴趋于〜时，函数趋于 极限# 


erf 00 = 


1 
V TC 



dx — 1 9 


而且收敛得非常地 迅速 : erf 2与 erf ⑺仅相差0.5% . 


但是，当 z 任意地趋于〜时 ， er f z 的极限不存在.因为从得到的展幵式，显然可见 z = 


是 


erf z 的本性奇点.对于实值的自变量，函数 erf I 的图像被描绘在图152中，虚线表示它的导数的 


图像 • 


与函数 erf —起，常常也考虑把它补足到1的补函数 


Erf 



-erf z = 


1 

\Trc 



c 2 


dK 


⑸ 


类似地，可得出积分正弦的展开式 


SI Z 



sin 




(-1) 是严 


S V - 
2^ + 1 


2是+ 1 (2 是+ 1)!， 


⑹ 


它对于所有有限的 Z 都收敛.对于实值的自变量 ， si I 的图像被描绘在图153中，虚线表示它的导 
数的图像.当: r 沿着正半轴趋于〜时 ， si z 趋于极限* ** 


* 积分 (5) - 所谓泊松 ( Poisson ) 积分-在各种分析教程中都有计算.例如，可参看 OHXTeHrojtbu ,卷 ID , 


279页. 


** 积分 (7) ——所谓欧拉积分一一在各种分析教程中都有计算，也可参看第73目，例 2. 
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图152 


图 153 


si 


sin x 

JC 



7 C 


2 ' 


但 lim si 2 不存在，因为 2 : = 00 是 si 2 ：的本性奇点.同样与函数 si 


起考虑函数 


Si 


z 



sin 




SI z 


K 


T ， 


也同样考虑积分余弦 


Ci 


z 







例 2 勒让德多项式 P,,u ) 定义为泰勒展开式 


⑺ 


=1 + Pi te; + Po xv + 


— 2zuu 


+ P n w n + 



zv 


中 u /' 项的系数.要确定这些系数，将 (8) 对于 W 来微 分: 


Z — XV 


( 1 — 2zw + U) 


- = Pi + 2 Pj te ; + …+ ? iP H w ,1 


+ 




再将得到的展开式与 (8) 相 比较: 


* 


⑻ 


(1 —2zw+ w 2 )(P| + 2P 2 vu + …+ nP fl w l 1 + *•*) = (z~ te;)(l + P! w + P2IV 2 + ••• + P n w l + 


馨## 


现在使 w 的同次幂的系数相等，得 






z ， 2 P 2 - 2 zP 




—I + 2P1 ， 或 = 


3z 2 - 1 
^ 2 ~ J 


并且往后 
或 


(w + l)P W f | -2 nzP H + (w -\)P n ] = zP n — P"— 丨， 


n + l)P；, + i ^ (2n + 1) zP n 



nP 


n - I 


=0. 


利用这个递推公式，当已知最前面两个多项式 p , 与 匕后 ，其余的都可以求出. 

例 3切比雪夫多项式 T ,, U ) 定义为展开式 


4 — w 2 


4~ 4zw + w 




1 + ^ T„(z)w n 


中的项的系数.我们将 证明: 对于任何一个正整数72,都有 


为了证明，令2 = 



T ri (z) = 2"- 1 cos ( n arccos z) 

(，分解 (10) 的左边部分为简单分式，有 


⑼ 


( 10 ) 


( 11 ) 
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A — w 


2 


4 — 4wccys ^ + w 


= -1 



1 





1 


2 


1-号’ 


对于任意固定的？，且 w 的模为足够小的数值时，两个分式都可按照 w 的乘幂展开为几何级数， 
于是就有 


4~ w 


4 — 4wcos ^ + w 


2 





nC, n 


n 


- 1 


W 


将这展开式与表达式 (10) 比较，得 T h (cos 0 = ^jcos 这正是所要证明的 

例4 整数阶 n 的第一 类圆柱函数人 U ) 定义为洛朗展开式 


e 飞 


XV 


W 


oo 

)=2 Jn(z)w n 


( 12 ) 


n 


中的项的系数.函数上 U ) 可表示为幂级数的形式.为此，只需将与的级数相乘，有 


^ i ( w ， i ) - 


SA 


z 


2 


« = 0 


z 


2 


) w H 


由此 W 项 U =0， l ，2, …)的系数等于 



n(z) = 



(-D 


k 


z 


w + 2 是 


走 = 0 


{n + k)\ ^! v 2 


( 13 ) 


而忐（72 = 1，2，〜)项的系数等于/_„(幻=(-1)"人（2).现在，直接利用洛朗级数的系数公式 

w 


(2) ，求得 / w ( z ) 的表达式为 


Jn(z) = 


2 m 


4( 


co 


(M) 




c 


CO 


n 


( 14 ) 


我们将变换这表达式，为此，选取圆周 U I = 1作为 C ， 且设 w = /，得 


Jn ( z ) 


2 m 


2tt 


tzsm t — nit 

e e 


idt 


2 k 


o 

2 冗 i 

cos (nt — zsin t)dt — ^― 

0 △沉 


，2 tt 


0 


sin( nt — zsin t)dt • 


但在第二个积分中，根据周期函数的积分的性质积分的区间 (0,2; r ) 可以换成区间（-^；0，而被 
积函数是奇函数，故这个积分为 0. 因此， 



n(z) = 


2 k 


2k 


0 


cos (nt - zsin t)dt 


( 15 ) 


称为贝塞 尔积分 


所得到的关系式一 
的问题中很为有用(参看第七章). 


给出了圆柱函数的积分形式的表示式，在某些数学物理 


幂级数相除. 假设给定了两个幂级数 


/ iU ) 


2 a 〆 ， 


fi(z) 


X / h n ^ 1 ， 


(16) 


n 


n 


且/ 2 (0) = 6。#0 (为书写简单起见，我们认为级数 (16) 的中心与坐标原点相重合). 
设 i ? 是/^卜），/ 〆 ％)的奇点的模与 / 2 U ) 的零点的模中的最小值，则在圆 \z\<R 
内，显然这两个级数的商仍可表示成幂级数的形式 


f(z) 


/ iU ) 

fi ( z ) 


2 


(17) 


« = 0 
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要实际上确定，最好利用关系式 




2： 


#/ ~0 


2 

n~0 


C\,Z 


2 a ， 〆 ， 


ft = 0 


从这关系式，比较系数后，得岀 


~ q ) 


a(" b 0 Ci + biC 0 


ci\ ，…， boc, + h , c. 


+ ••• + h n c 


a 


(18) 


方程组 （18) 可逐次地就， q ，…，， 
系数 c ,, 带有乘数％ #0 而岀现. 


个一个解岀，因为在每一个新方程中，新 


例如，对于函数 f ( z ) = tan z = a 2k = 0 9 a 2k i 


— (~\) k 
~ (2 k + \)\ 


， b 2k 


_(-D 


(2 k)\ jb2k 


0,因 


而从 (18) 求得 


w = tan z = z + 





z " + T 5 z 



17 

315 


z 


+ 


(19) 


(系数的构成的一般规律十分复杂). 


最后，我们将指岀洛朗级数与分析中著名的傅 里叶级 数间的联系.设函数 f ( z ) 


在环形1 - e < | z | < 1 



内为解析的，于是在这环形内它可表示为洛朗级数 


f ( z ) 


D ， 


fl 


其中 


u ~2 ^i 



f ( e t 0 ) e- ttK) dd 

〆 ，得 


IC 1 


特别是，对于单位圆周上的点 


Z 


( 20 ) 




e 


\ ' ini 

Zj c u e • 


( 21 ) 


n 


级数 (21 )表示函数)写成复数形式的 傅里叶级数. 实际上，我们有 


( pit ) 



2 ( c ’ 





int 


a 0 

T 



{ a n cas nt + h n sin nt ), 


( 22 ) 


其中 c 0 = ^ , a n = c n + c — „， b " = i ( c „ _ c ._ „ ) ，因此根据 (20) 


a 0 


7 T 


( p {9 )dd ^ 


a 


K 



< p (6 )cos nddd ， 


b 


K 



2tt 


(23) 


( p ( d)sin nddd . 


因此，在单位圆周上 / U ) 的洛朗级数就是函数 ( pit ) 

例 求出函数 




/( 〆 ）的傅里叶级数. 


asm t 




的傅里叶级数的展开式.为此，令/ 




Z 


且求出所得的函数 
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的洛朗级数的展开式.分母的根等于 A = a ， h =丄.分解 / U ) 为简单分式，得 

^2 



将 


1- 


az 


与 


1- 


z 


a 



表示成几何级数和的形式 .由 于条件 UI <1， 当 M = i 时它们是 


收敛的，我们有 



以 z = / 代入，便得出所要求的傅里叶展开式 


asm 


1 — 2acos t + a 


= 2 


sm nt • 


般地，任一具有复系数和复变量％的三角级数 



经代换，=?后变为洛朗级数 


(24) 

(25) 


2 C ， (26) 

w = - °° 

其中 c 0 二孕 ， U = l ，2, …）•由于按照第21目中所证明 

的，洛朗级数在某一环形 r <\^\< R 内收敛，故三角级数 (25) 在平行于实轴的带形 
In r <~ y < lnR 内收敛(我们设 z = x +以，则 I ? I = d .在这带形内，级数 (25) 的 

和是解析函数. 

在实际上最重要的是下述 情况： 当 r = i ? = 1时，就是说，当带形退化为一条直 
线——实轴时.在这种情形，如从分析中知道的，如果级数 (25) 是收敛的，那么它不但 
可以表示非解析的函数，甚至也可以表示不连续的函数. 

结束时我们指出对应用有益的泰勒级数的拓广，所谓的布尔曼-拉格朗日级数. 
这些级数是在解析函数按另一个解析函数 wU ) 的幂展开时得到的 

f ( z ) — d 0 + diw ( z ) + + d n w n ( z ) + ••• (27) 

我们得到布尔曼-拉格朗日级数的系数公式，泰勒级数的系数的拓广公式.设 / U ) 
和在某个点 a 是正则的，并且 wU ) 在此点有第一阶零点.我们选一条限定区 
域 D 的闭周线 C 这样，使得 D 包含点 a ， 两个函数在 D 内都正则的，并且 w{zm 
D 内取到自己的值只有一次.在 D 的内部固定任意点并考虑积分 

卜丄 f /U)^(C) d(n 
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按照所采纳的假设条件，被看成依赖于（的被积函数在 D 内有一个奇点 （ 


2：，它是 


带碰•(聲阶极点 (见第 23 目) .根据留数定理賴 


因此等于 / U )， 我们也就得到公式 


/( 





/( 




2m J (， w 


(^)-w(z) ^ 


(28) 


拓广了柯西积分公式. 


wiz ) 


我们还假设，点 Z 选成如此地接近 a ， 对 C 上所有点 C 有 < y<l ( 在 

上面所作的假设基础上这总是能够达到的）.此时 (28) /式中被积函数可以展幵成一致 
收敛函数 


/ U )‘ U ). 


W 


(?) 


1- 


w(z) 


/(?) 


zv 




TV 


(?) 



w 

zv 


(Z) 

w 


+ 


+ 议 , 〃⑴ + 


zv 


(?) 


对它进行逐项积分，我们得到布尔曼-拉格朗日级数 (27) ，并且看到，它的系数 


d 


2 m 





0 , 1 , 2 ,- 


(29) 


这些公式推广了泰勒级数的系数的柯西公式. 

注意到，在我们的假设条件下被积函数在 C 内有唯一奇点 


注意到，在我们的假设条件下被积函数在 C 内有唯一奇点 —— n + \ 阶极点以 
后，很容易变换这些公式.根据第23目中的公式计算留数，我们求出布尔曼-拉格朗 
日级数的系数的表达式 


(I 


n ! dz 


f(z)w / (z)(z — a) u 


+ 1 


ZV 


// + 


z 




0，1，2,…， 


(30) 


推广了著名的泰勒公式. 


当 n > l 时公式 (29) 可以通过分部积分来变换 


d 


2nm 






^ ZV 




邶， 


此时，取代 (30) ，用类似方法得到 


JU — 1 

1 • d 

『lim 

! z-*a dz 


d 


n I 


/(z) 


(z- a) fi 


w n (z) 






(31) 


/ ⑻ 


作为例子，我们考虑 /( 幻 
=1，并且按照公式 (31) 


e z 按 tt ， 


ze 


的幂的展开式.取^ 


0,我们得 d 


d 


cl 


# 1-1 


JL I • 


be lyz 


z 


ze 


6(6 + n) n 


n ! 


由此推出，所求展开式有形状 


e 



心 2 


71-0 


( 6 + w )" 


n ! 


繆 ■ 

2 ： e 


nz 


作为下一个例子，我们把布尔曼-拉格朗日级数应用到幂 级数反 演问题.设给出 



级数 
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VU=C { Z + C 2 Z 2 - > i- % ' • + C n Z l + * • • , C! 7^0 , (32) 

它在点 2 = 0 的某个邻域内收敛，并要求由这级数决定的函数按 W 的幂 展开: 

z — diW + d 2 zv 2 + ••* + d n u) n + •••. (33) 

这是布尔曼-拉格朗日级数所解问题的特殊情况.按照公式 (31) 我们得到级数 
(33) 的系数 

d n = X,X\m ，w = l ，2, …， (34) 

n ! z^o dz \w I 

因为在我们假定的情形中 / U ) 二 z 和 / U ) = l ， 公式 (34) 就解了所提出的问题. 

例 要求求出超越方程 



的解的级数展开式.根据公式 (34) 我们求岀 


并且所要找的展开式有形状 



_ (an) n 

n ! 


Z ~ n\ W • 

71 .展开亚纯函数为最简单分式 假若函数 / U ) 的所有有限奇点都是极点，在 
第22目里我们已称这种函数 为亚纯函数. 由于在任意有限区域内这种函数只可能有 
有限多个极点(参看第22目），故它的所有的极点是可重新编号的.例如，可按模非降 
的顺序编号： 



a x 1^1 a 2 



我们用 g „( z ) 表亦 /( z ) 在极点处的主要部分 


且用 







g ( z )= 2 C k z k (2) 

表示它在无穷远处的主要部分(假若无穷远点也是个极点的话）.函数 g „ u ) 在分析 

上称为 / U ) 的简 单分式 ，而 g (幻称为/(幻 的整函数部分 .在分析上证 得:任 意有理 
分式函数可分解为整函数部分与最简单分式.我们将引人一个更强的 定理： 

定理1 假若亚纯函数 /( Z ) 只有有限多个极点 q ,(2 2 , …， <2, ， 除此之外，(2 /+1 = 
OO 或是正则点或是极点 ，则 这个函数可表示为它们的主要部分的和 * 


只有当 z = oo 是极点时，函 数点幻 才进人展开式( 3 )中. 
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f(z)^C 0 + g ( z ) + 2 gn ( z ), (3) 

n - I 

因此是有理分式函数. 

为了证明，我们来讨论差 

I 

cp ( z )= f(z) - g ( z ) ~ g n { z ). 

函数 pU ) 在任一个点 A 处都是正则的，因为 /&) 在点 A 的邻域内的洛朗展开式 

中，由于减去 u ) 而消去了在点处的主要部分，而余下的的项在这个点处 

是解析的.对于点2： = 00 可作相同的论断，而在点 ， Z 关00处， 〆 2：) 的所有各项 

都是解析的.因此，函数 ^ U ) 在闭平面 Z 内是解析的，因而按照第24目的刘维尔定 
理，它是一个常数.公式 (3) 被证明了.从它 推得: 在把所有的分式通分、使其具有公共 
分母后， / U ) 是两个多项式的比，就是说，是有理分式函数. 

对于任意的亚纯函数，也能构造这一类型的展开式.但是在一般的情形下，它具 
有无穷多个主要部分，而 (3) 的有限和将由级数来替代，因而发生这级数是否收敛的 
问题 .一 般说来，级数 (3) 是发散的，因而为了保证收敛性，不能不附加某些表达式于 
主要部分' 

我们将仅就最有实际价值的情况来证明这论断.为便于叙述起见，把所谓 的正则 
周线族 我们将理解为符合下述条件的闭曲线的集合:1) C , 含有点 z = 0 在它的 

内部，周线 C ,, 位于由周线(：„ +1 所围成的区域的 内部; 2) 自坐标原点至(^的最短距 

离 d tl ， 当 n 增大时，无限制地 增大; 3) 曲线 C ,, 的长度与^的比值始终保持有界 

1 十 < A . (4) 

d n 

我们有 

定理 2( 柯西） 设亚纯函数/(幻在某一正则的周线族丨 C ,,| 上增大不比/快, 
就是说，在所有的 C „ 上 

\ f ( z )\< M \ z \\ (5) 

其中 M 是一个常数，户>0是个整数，并设 z = 0 不是 /( z ) 的极点.在这些条件下, 
/ U ) 可表示成 

f ( z ) = h ( z ) + D | g „( z ) - h tl ( z )\ (6) 

n - 1 

的形式，其中是 /( z ) 在它的极点处的主要部分，且 

h ( z )=±^^ z k 9 hn ( z )=±^ l z ^ (7) 

A ^ • I. —A ^ • 


* 在公式 (6) 中,多项式 M 幻就是这种表达式. 
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是次数不高于 A 的多项式'对于适当的求和顺序，级数 (6) 在/(幻的任何正则点处 
都收敛，且在任何有界区域内，如果在级数内去掉在这区域内有极点的有限多项，这 

收敛是一致的. 

为了证明，我们考虑积分其中 z 是位于周线 C N 内部且异于 

/ U ) 的极点的任何一个点，且用表示在所有位于 c N 内部的那些极点处的主要 
部分^ •„ ( Z ) 的和 

(p(z)= 

( c n ) 

被积函数视为依赖于 C 的函数，以点 a „ 为它的奇点，并以点为它的 
具有留数 /( 幻的一阶极点.在 C N 内部的那些点处的留数，显然等于函数 
_在这些点处的留数.我们来计算它们的总和函数#是有理分式函数，且 

(^― Z b z 

除了 这些点之外，它只有一个奇点在这点处的留数是 pU )， 故按照关于留 
数总和的定理有 y + pU ) + =0,其中是_在无穷远处的留数(见第24 

目）.但由于分子 〆 ？) 的次数低于分母的次数，故在⑺的邻域内有_ = _ + 


f +…，所以 c -^ O , 从而 

s= -cp{z) =- g n (z). 

(c N ) 

因此，按照留数定理，我们的积分等于 

2^| = ^： g n ( z ). (8) 

27 r 2 」 c N f 之 (c N ) 

假若当 iV—oo 时，积分 （8) 趋于0,则函数/(4已表示为简单分式的收敛级数 
2^(^). 但是由于我们的条件, /U) 在周线族 ICJ 上可以如同 M 〃一样增大，故 


一 般地说，积分 (8) 不趋于0.下面所叙述的由 (8) 来得岀趋于0的积分的巧妙方法属 
于柯西.因为按照条件，点 z = 0 是 / U ) 的正则点，且位于 C N 的内部，故在等式 (8) 


及它的关于 z 的逐次导数中，可令 z = 0, 因而得岀方程组 



U=o ， i, … ，夕 ) 


(9) 


* 多项式 / lU ) 与 M 幻代表 /( Z ) 与 g » u ) 的以2=0为中心的泰勒展开式的前/>项(参看本目末尾的注 
意）•若2 = 0是 / U ) 的极点，且在此点处有主要部分 g0 “）, 则展开式 (6) 对于函数 / U )- g 0 U ) 成立. 
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(参看第17目中关于高阶导数的公式）.乘等式 (9) 以/，且将它们的和从 (8) 中减 
去，得 


? 


m 






prr 


J ( K)dK = f ( z ) - h ( z ) 



— h 




( c n) 


在最后这式子中，将位于积分号下的几何级数求和，我们便把这积分表示为下列形式 


Rn 



/)+ 


2 ni 


fW 








我们来估计的值，注意 IS I > d N > d N - UI ，根据加于族 I c N 1 与 /U ) 上 

的那些条件，将有 





( 10 ) 


由此可见，当⑺时 0. 因此，在适当地排列级数的项的顺序时'公式 (6) 确 
实成立. 

还需证 明:这 级数在任一有界区域 D 内为一致收敛，如果在级数中去掉与位于 
D 内的极点相对应的那些项.假设在 D 的每一点处都有 kl < R . 则按 (10) 有 

p / 、丨 〆 MAR /J+l 

Kn { z )] ^( cI n - R )27 t ^ 

由此看出，对于任意的 e >0, 可求得一个与 z 不相关的正整数 A /。 ，使对于所有的正 
整数，都有 | | < e ，但这便表示了级数 (6) 的一致收敛性.定理 得证. 

注 证明了的定理可推广到任意的亚纯函数 / U )， 成为下面的 形式： 

定理 (米塔-列夫勒 ( Mittag - Leffler )) 设 / U ) 是在点 z = 0 处为正则的任意亚 

纯函数，且设 

ir^ k) (0) 

h „( z )= (11) 

k = 0 R • 

是 / U ) 的主要部分 g ,, U ) 的泰勒展开式的一段.则存在这样的一列整数 p '， p 2 , •“， 
A ,， …与这样的整函数 / iU )， 使得对于它们而言，展开式 (6) 依然成立. 

下面的逆定理也成立： 

定理 (米塔-列夫勒）对于任意一列复数 a ,,4 oo , 与任意一列主要部分 gw ( z ) 
有一列整数 A , 存在,使级数 

QO 

/( 之）= 2 | g w ( 2 ：) - h „( z ) ! 

H - 1 




* 将级数 (6) 求和时，必须将位于周线(：,,与<^ + 1 间的极点所对应的各项结合为一项，且将所得到的那些项 

依 n 增大的顺序来排列.这是从定理所引用的证明而推得的.在级数 (6) 绝对收敛的情况下，它的各项的排列顺 
序无关紧要. 
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在任一有界区域内一致收敛，只需从这级数中弃去对应于属于这有界区域的那些极 
点的各项，这里的按式 （11) 来定义 ./ U ) 是个亚纯函数，具有极点〜且只有这 

些极点，并且，它在极点处的主要部分就等于 g n { z ). 

我们来引人一些展开亚纯函数为主要部分的级数的例子. 


亚纯函数 cot Z 二 / 在点 f 0, ± ;n’ ， ± ，…处有一阶极点.我们来证明 :这个 函数在 

~ 一 € " 


圆族 C n ：\z 


W + T 


)tt 上是有界的.由于这函数的周期性，只需证明 •.在 带形 0<Re 7 T 内去 


掉半圆 k - 7 T | < r ， k | < r 后，这函数在这一区域内是有界的.我们有 


cot z I ^ 


e~ y + e y 


g ， 


因此，当: y>l 时， |cot z \^} + < | + g _ 2 ，而当 ： y< _ 1 时， |cot z |<? + g 2v ^ j + 6 -2 - 而在这 

1 ^ e l — e 1 — e ^ 1 ~ e 


区域的-的那一部分，由于连续函数的性质 ， I cot d 是有界的.我们的论断已证明了，因 
此在柯西定理中可取 p = 0. 


在心二 0 处， cot, 的主要部分等于士，并且，函数 


f(z) = cot z 


z 


当 0 时趋于极限 0 (这是从 /( Z ) 是奇函数且它在点 z = 0 是连续的而得出）. /( Z ) 在极点 


=舫 U = ±1，±2,…)处的留数等于1，因此& = •在条件/> = 0下，公式⑹具有形式 


/(z)=f(0)+ 2 ' g n (0)\ * , 


由此给出 


oot z 



z 


2 ' 



z 一 mz mt 


). 


( 12 ) 


级数 (12) 显 示:在 平面的任一有界区域 M < i ^ 内，当从级数 (12) 中去掉在这区域内有极点的各项 
后，它便绝对地且一致地收敛.实际上，对于这级数的一般项，下列的估计 成立： 


( 2 ：— 


Z 


rut 


)rm 


A I r< 

n z 

n k — 一 

n 


R 


7C\ K 


R 


n 


n 


R 


其中前的系数趋于有限极限今，而 E 4是收敛的.由此，特别 是有: 在级数 (12) 中可以任意 

n 7C JrrL n 


改变各项的顺序.将具有指标72与- W 的两项结合，得 


coi z = 



z 


s 


__ i — + _^ — 

z~ mz z+ nn 



z 


■: 


2z 


n 2 k 2 


(13) 


还可以从 (12) 和 (13) 中以 TTZ 代 z 而得出下列 公式: 


疋 cot KZ = 



z 


公(丄 + 斗 

^—L \ z — n n / 



z 




2z 



(14) 


z 


n 


* 在求和符号上 的“” ’表示 :当求 和时除去指标 w =0. 
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在⑴)中用代替之且约去+，得 


由此有: 


cth 2 ：= 





n 


2z 

z 2 + n 2 k 2 




2z 


n 


z 2 + 4tt 2 n 


从公式 tan z = 



K 


Z 


2 


)与(13)式，还可 得出: 



tan z = - 夕 l 

" 二 i 



(15) 

(16) 



类似地，从公式 = 


sin z 


2 


cot ^ + tan Z 


2 


2 


) 可推岀 


sin z 



z 



-ir 



i 


n 


Z 


rm 



tin 


= 士 + 2(-” w 

// = I 


2z 


z 


将级数 (12) 微分， 


按照魏尔斯特拉斯定理(第 19 目），这是可以的， 


便有 


n 2 K 2 


来 


(18) 



72 .展开整函数为无穷乘积 按照刘维尔定理(第17目），每一个有界的整函数 
都是个常数.假若整函数 / U ) 在无穷远点处具有 W 阶的极点，则它是 rz 次多项式. 
实际上，假若 g ( z ) = q +…+ c ,, 〆 是函数 /( z ) 在无穷远点处的展开式主要 

部分，则根据同一定理， / U ) - gU ) = 4是个常数. 

在代数上熟 知:每 一个〃次多项式具有 w 个零点，且可表示为对应于这些零点 
的72个线性因子的乘积的 形式： 


k 二 i 

其中 & 是多项式的零点， A 与 A ' 是某两个常数**.整函数可以全然没有零点（例如 
/)，也可以具有无穷多个零点(例如 sin z ). 没有零点的整函数 / U ) 可表示为 

/U) 二 〆 (2) 

的形状，其中 gU ) 是个整函数.事实上，假若整函数 / U ) 没有零点，则 = 

iln / U )!/ 也是个整函数.将这个整函数积分，便得岀整函数 In f ( z ) = g ( z ). 

假若整函数 / U ) 只有有限多个零点 ttl ， a 2 ，…，(每一个零点照它的重数记 

下多少次），则函数 / U ) 除以 U - 的商将是没有零点的整函数.因此， 

它可表示为 (2) 的形式，因而有 

/( z ) = / u ) (2：- 。…(之- = 丄 (3) 



* 展开式 （13) — (19) 也由欧拉得出，他于 1742 年在给伯努利的信中已指出了它们. 
^在变到第二个形式时，我们假定2 = 0不是 / U ) 的零点. 
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对于具有无穷多个零点的整函数也可建立类似的公式，但是在其中替代有限乘积的 
将是无穷乘积，因而发生了它的收敛问题. 

首先，引入一些关于数的无穷乘积的基本定义和事实.假设给定一列复数 i 1 + 
，其中没有一个为零.如果乘积 


n 


n(i 



Ck 


1 


当 n — oo 时趋于一个异于0的极限，则我们就说无穷乘杈 


n 




Hd 



C k ) 





Ck) 


1 


k = l 


收敛，极限 IT 称为乘积值.显然 ， lim 


c 


0是收敛的必要条件，因为 






，且 


lim II 


lim E n -! 9^0 


一 1 


再者，在适当地选定对数的一个分支时，有 



(4) 


如果对于对数的值 ln(l + q ) 的某一种选择下，级数 D ln(l + cj 收敛，就是说， 

灸=1 

limS w = S 存在，则此时 il „ = #也趋于极限 il = /，就是说，无穷乘积 (4) 也收敛.注 

意，从对数级数的收敛推 得:当 oo 时， ln(l + cj — 0,从而 有:从 某一个6开始， 
Im ln(l + Q ) 的值包含于- 7 t 与; r 之间，即是说， ln(l + q ) 是对数的主值. 

反之，如果无穷乘积收敛，即是说， il „ — U 关0，则若选取 ln ( 1 + c ,) 的值这样，使 

得在任一 n 下、和数^ ln ( l + c k ) 给出了 In il „ 的主值，我们便有： lim S n = lim In U w 

^ = 1 ►OO ；|—^00 

二 In II 存在，即，对数级数收敛' 这样一来，就证明了 

oo 

定理 1要使无穷乘积11= n ( i + cj 收敛，其充分必要条件是 :在适 当选定 

k=i 


对数的值后 # ，级数 S = ln(l + Q ) 收敛.这时 il = /. 

含有等于零的因子无穷乘积,如果在除掉所有这种因子之后，它在旧的意义下 
仍是收敛的，则称它 做收敛至零的 .这时，如果认为11 = 0,则等式 (4) 保持成立.在这 
样的定义下，有限乘积的“只有在至少有一个因子等于0的情况下才等于0”这一性 
质依然有效. 

如果无穷乘积的各因子的对数所成的级数绝对收敛，则无穷乘积也称做 绝对收 


* 要满足对数分支的选择的条件，只需每次适当地选择和数中最后一个被加项 ln(l + C „). 从对数级数的收 
敛性，根据前面所得的论断推 知:从 某一个 A 开始，所有被选取的对数值将是主值. 
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敛的 .根据定理1，推知下列定理 成立： 

定理2在绝对收敛的乘积中，可以任意改变因子的顺序，而不改变乘积的值. 

还有，下述定理也成立： 


定理3要使无穷乘积1 | (1 + q ) 绝对收敛，其充分必要条件是 :级数 q 绝 

k ~ I k ~ I 

对收敛. 

实际上，因为我们有 lim Q =0 (在级数收敛的情况下与在乘积收敛的情况下都 

k~^°° 

是如此），故从某一^个々开始 ， I q | <^■.于是 



oo oo 

按照已知的级数比较定理，由此可推知级数 | ln(l + cj | 与2 IcJ 同时收敛或 

^ — j & : 1 

者发散.而按照定义，第一个级数的收敛和乘积的绝对收敛等价. 

无穷乘积的收敛的概念，可自然地推广到由函数所构成的无穷乘积上去，乘积 


II U + A(2：)l 

称做在某一区域 D 内收 敛的， 如果在这区域内的每一个点2„处，数的无穷乘积 


][U + /^(^ 0 )!按照前面所采用的定义的涵义上收敛的或收敛至 o 的. 

在这些简单的叙述之后，我们可回到展开整函数为无穷乘积的问题上来，无穷乘 
积的因子，对应于这些函数的零点(展开式 (3) 的推广）.注意，如果整函数 / U ) (不恒 
等于 0) 具有无穷多个零点，则这些零点构成一个点列，趋向于无穷远点.实际上，在 
相反的情形下，将可分出 / U ) 的零点的一个序列，收敛到平面上的一个有限点，在这 
个点处按照条件 / U ) 是正则的，因而按照第20目的唯一性定理， / U ) 将恒等于 0. 

设 ，…人 ，…是 / U ) 的零点的一个序列，例如，依照它们的模的非降的顺 

序来排列.我们用来表示零点心的阶数，且用 q ， a 2 ，…表示由这些零点所组成的 

序列，其中每一个零点写岀的次数同它的重数一样.构成函数 / u ) 的对数 导数： 

G(z)= /rfy = £ lln/(z)! - 

如同已在第23目中所证明了的，它只在点6,,处有奇点，这些点是它的具有留数 
的一阶极点，因此 GU ) 是亚纯函数. 

GU ) 的展开为简单分式，与 / U ) 的展开为无穷乘积密切地联系着 . 8卩，有下面 
的定理成立： 

定理4假设整函数 /( z ) 的对数导数在某一正则的周线族上增长不比快， 


展开成级数与无穷乘积 


•349 • 


其中 p > l 是一个整数.则对于函数 / U ) 来说，展开式 


/U) 


Z 


^ s{z) 



n i- 


Z 


a 


e a n 


Hi ) 


_ 嚳 • 




⑸ 


成立；这里 m >0 是 /( z ) 在点 z = 0 处的零点的阶 ，尽 （ z ) 是某 


个次数的多项 


式，又 a , ，…，，…是 /( z ) 的零点的序列，在序列中每 


个零点出现的次数同它 


的重数一样. 


实际上，首先假定 z 


0不是 /U ) 的零点.则按前一目的定理2 ， /U ) 的对数导 


数 G ( z ) 可有如下形式的展开式 


G ( z ) 


，| 一 1 


c k z 



2 


m 


z 


— b 



m 

Ik 



z + z 

K + \ b n 


+ … + 


2： 


/ >-1 


b 


因为在我们的情形下， GU ) 的主要部分的泰勒展开式具有形式 



m 


z — b 


b " i -i 


m 



z 


b 



z 


h 


+ 


由于 GU ) 的展开式的一致收敛性，我们可沿着连接 z = 0 至任意点 z 的任何一条不 
含有 / u ) 的零点的曲线，将 GU ) 的展开式逐项求积分.我们得出 


In f ( z ) 


In /⑼ 



p-i 

2 


c k k^i 

k + l Z 



2 m n lnfl - 


z 


b 



z 


h 


其中对数的值由积分路线确定. 





2 16： 


+ 


+ 


z 




p \ b n 


⑹ 


分解最后的和式中的第 W 个被加项为相同的被加项，我们可将展开式 (6) 


写成 


In f ( z ) = g ( z ) 



2 In 




a 


( i ) 




n 


的形状，其中是次数的多项式.由此根据定理 1 有:无 穷乘积 


f ( z ) 



g ( z ) 


n i- 


z 


?/ = 1 


a 


e \ 


1 


(考) 


• • # 




⑺ 


在所有异于 / u ) 的零点的那些点处都收敛至 / u ). 但在 /( 幻的零点处，无穷乘积 
显然收敛至0,因此公式 (7) 对于所有有限点 z 均成立. 


假若 


Z 




0是 / U ) 的 m 重的零点，则只需对函数^^应用我们的讨论，就得到 


Z 


公式 (5) .定理得证. 


注1 


证明了的定理可用下述形式推广到任意整函数上去 


定理 (魏尔斯特拉斯) 


有这样的一个整函数 g ( Z ) 与这样的一个整数序列 h 


p 2, …， Pn ，…存在，使下式成立 
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/U) 二 〆 v ⑺] J (i- —. ⑻ 

„-\ ' a " / 

其逆定理也 成立： 

定理 (魏尔斯特拉斯）对于任何一个收敛于无穷远点的复数数列 * a ,,， 可以求 
得这样的一列整数久，使无穷乘积 （8) 收敛且定出一个整函数 / U )， 它具有零点 
a ", 此外没有别的零点，并且零点 a ,, 的重数是数列中等于的项的个数. 

注 2整函数的可用公式 (5) 而不是一般公式 (8) 来表示，这在下述的更自然的 
条件下也可以证明 :有这 样的正整数/>和这样的常数 M >0 存在，使对于所有的 z 

都有 

\ f ( z )\< Me ]z]P . (9) 

满足这个条件的函数称做有限阶的整函数〜. 

根据魏尔斯特拉斯的第二定理，容易 证明： 任何亚纯函数，可表示为两个整函数 
的比.事实上，用 / 2 U ) 表示这样的一个整函数，它在 / U ) 的每一个极点处具有一个 

同阶的零点(根据魏尔斯特拉斯的第二定理，这是可以造出的），则乘积 f ( z )- Mz ) 

将是一个整函数，我们叫它 /, U )， 因而 


f(z) 


fl(z) 

fi(z) 


( 10 ) 


我们来举岀一些把整函数表示成无穷乘积的例子“.按前一目的公式（12)，正弦函数的对数 


导数可表示为级数 


(In sin zY — cot z — 


+ 


z 


2, 


+ 


H 


z — rm rm 


将 cot 士沿着连接着点，= 0到点 ▲ 醜线求积分，并且取指数，得 


sm z 
z 


oo 

= rr 。- 


Z \ ^ 

e tm 


n 


nn 


(在无穷乘积记号上的表示缺少指标 w =0). 

如果取前一目的公式 (13) 来替代(12)，则类似地 得到： 


sin z 

z 




n 


l — 


Z 


n 


n 7 T 


还要指 出：可 从公式 (11) 和 (12) 以肛代 Z 而得到公式 


Sin 7TZ 
7TZ 


= n 


PI 


\ — ie 

n 


00 / 2 


在公式 ( 12 ) 中，用七替代 z ， 得 


( 11 ) 


( 12 ) 


(13) 


* 在数列的各项中，可以有任意有限个数的项相等.这些定理的证明可以，譬如，在书 [10] 中找到. 

** 所有使^当时保持有界的整数/>的下界，称做整函数 /( z ) 的阶数，例如 sin ^是一阶的 

函数，函数/是无限阶的. 

軸 所有这些表示法也曾为欧拉所知(参看345页上的脚注 * ). 
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在这一节中，我们将讨论第 23 目中的关于留数与对数留数的定理在计算定积分 
与计算零点的个数上的应用. 

73 .积分的计算 根据留数定理的应用来计算定积分的那些方法的实质如 下:假 
设要计算一个实函数 / U ) 的沿着1轴上某一条(有限的或无限的)线段 ( a ，6) 的积 
分.我们补充 U ,6) 以某一曲线，使它连同 U ,6) 围成一个区域 D , 并且解析地延 
拓 /( x ) 到 D 上.应用留数定理于所构成的解析延拓 /( x ) ，因此求得 

/( x )dx + f ( z)dz = 2 mR , (1) 

J a J C 

其中 i ? 是 / u ) 在区域 d 内的留数之和.假若沿 cr 的积分可以算出或可用所求的积 
分 P 来表示岀，则计算 f 的问题就被解决了. 

J a J a 

在某些情形下，选择辅助函数 / U ) 使给定在 u ，6) 上的函数是它的实数部分或 
虚数部分，则所求的积分便可由分离开 ( 1 ) 的实数部分或虚数部分而被找到. 

所叙述的方法明显地表示出柯西留数定理的价值，它将积分的量——沿周线的 
积分——的计算，化为微分的量—— / U ) 在它的奇点处的留数——的计算.后一个 
计算要简单得多，尤其是对于极点，这时可利用第23目的公式 (3) 或 (5). 

在无限线段 ( a ，6 ) 的情形，通常考虑这样构造的无限制扩涨的积分周线族，使得 
其趋于极限的结果,得出沿 6) 的积分.在这种情形，关系式 （1) 中沿(^的积分可 
以不必算岀，而只需求出它的极限，而且常常 是:后 者等于 0. 

在某些例子中，可按照下面的引理来进行对沿 CT 的积分的估计. 

引理 (若尔当）如果在某一列圆弧 Q : U | 二 — a oo ， a 是固 

n 

定的常数)上，函数 gU ) 对于 aig z 而言一致地收敛于0,则对于任何一个正数 A 都有 
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lim 


g(z) e lXz dz 


0. 


⑵ 




R 


我们记 


2： 


X 





re 






max | ^( z ) I ， a , 


R 


arcsin f . 按照引理中的条件， 



e 


n 


iXz 


OO 


时 ， M 


0，〜也趋于0，且 a , 凡 — a . 设 a >0,在弧 AB 与 CD 上（图 154) 有 


e 


一 Av 


< 〆 ；因此 


g(z) 


e 


tXz 


dz 


AB , CD 


a tI R 


因而当 w 


-^OO 


B 寸，沿这些弧上的积分趋于 0. 


根据一个熟知的不等式％当0<^<吞时， 


2 


2 


7T 


，我们推得 :在弧 BE 上 



X 


e 


iXz 


e 


XR^ sin <p 


2XR 


e 


7t 


9 


因此 







<M„R 




冒— 

i 


2XR 


e 


o 


~ 9 dcp 



7C / . -XR 


2A 


( 1 - 


e 



从而 



n 


BE 


〜时也趋于 0 .如果在弧 CE 上自负半轴沿顺时针方向计算极角，则 


对于 


CE 


可得到同样的估计，因而引理的论断得证.在 a <0 时，证明可简化，因为 


沿着弧 AB 和 CD 的积分的估计将是多余的.引理完全得证. 


在引理中的圆弧序列 （； 可用圆弧族 C K: U| 二 i?，Im z> — a (i? 0 <i?<oo 

n 

来替代，这时如果当 J ?— oo 时，函数 g (幻在 Cp 上对于 arg Z 而言一致地收敛于0,则 
对于任何一个正数 A 有 


lim 


R 


C 


g(z)e lXz dz =0. 


(3) 


对于这种情形，前面所引的证明依然适用. 

在后一章中，我们需要若尔当引理的稍加改变的形式.我们作变数 代换匕 




P ， 


于是引理中的圆弧变为圆弧 C K: |/>| = J?，Re / ><a (图155)，因而我们得到 ：对于 


当 i ? 


00 时在 C # 上关于 arg /> —致趋于0的任一函数 F (/>)， 以及对于任 


正数 


来说，有 


来 


要证明这个不等式 , 只需注意 : 它的中间项的导数 ( ^ 


sm cp 


9 


9 


史( 


9 


tan 史 ) 在区间 ( 0， j ) 内为负， 


因此函数_在这区间内递减.这不等式表示了正弦曲线在区间 j 内的凸性. 
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lim F ( p ) dp — 0. (4) 

R^J C R 

在 (4) 中用 _ p 替代 p ，我们得到在同一些条件下，对 于任意 
负数 t 有 

limf F ( p ) e pl dp ^ O , (5) 

p~^oo r’ 

其中是圆弧 I 户卜 l ?， Re/)>a (图 155). 

我们将在个别的具体例子中，说明利用留数理论来计算 
积分的一般方法.我们将从计算有理分式函数乘以正弦或余 
弦函数的乘积的积分开始. 

例1计算积分(拉普拉斯)/= 我们选取辅助函数 

Jo X 十 a 

z + a 

与表示在图 156 中的周线.由于函数 gU ) = 在上满足不等式 I I 故当 

z 十 a K — a 



图 155 


JR — OO 时，它一致地趋于0,因而按若尔当引理当 JR — oo 时有 

f ( z ) dz — g(z) e tz dz ^0 . 

对于任一个只 > a ，按留数定理有 



(我们按照第23目的公式(5)，求出 / U ) 在这周线内部的唯一的奇点 z = ai -阶极点——处 

的留数).取当只― oo 时的极限，得到 



分出实数部分并且利用这函数的偶函数性质，得出所求的积分 




图156 

例2计算积分(欧拉广 


图 157 


* 积分 (6) 通常与拉普拉斯或狄利克雷的名字相联系，可是它是由欧拉在1781年的著作中最初算出的. 
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sin >r 


dx = si 


⑹ 


(参看第70目）.我们取辅助函数 


f ( z ) = 


Z 


选取如图157上所指出的积分周线，因为点 z = 0 是 / U ) 的奇点，我们用一个很小的半圆 


来将这点围绕.按柯西定理有 



+ 


+ 



+ 


二 0 


从若尔当引理看出 ： lim 

尺一 >oc 


= 0.要估计 


，考虑 / U ) 在 z = o 的邻域内的洛朗展开式，这展开式 


具有形式 



1Z 



iz ) 


f ( z ) 


2 


+ 


z 




其中 PU ) 是一个在点 z = o 处连续的函数.由此显然有 


clz 



z 



P ( z)dz 


re 


re 


+ 0( r ) 




~ in + 0( r ) * . 


因此，柯西定理可写成形式 



ir dx 



X 



R ^dx 


r 



=Z.7T + 0(，) + 0( 去) 


在第一个积分中用- 1 来替代，得出它等于- 




r 


X 


，因而，将它与第二个积分结合后，有 


ix 一 - ix / 1 \ 

---- dx — in + 0( r ) + J . 


当 r -0 与尺 — oo 时取极限，最后得 


si 


产 oo • 

S1 

Jo 


sin x 



Tt 


X 


T 


⑺ 


我们再来举出几个含有指数函数的积分的计算的例子. 


例3计算积分(欧拉) 



+ e r 



.我们考虑函数 / U ) 二 




并且利用它的下述性 质:当 


z 得到虚增量 2 tt / 时，它便被乘以常数因子.按照这性 
质,我们将沿着图158中所示的矩形周线对 /( z ) 求积分.在 
这矩形中， / U ) 具有一个一阶极点 z = 其留数是= 


y 


m 


2 m 


am 


，因此按留数定理 


IV 


m 


n 



t + Jn + J ffl + J, 


= — 2 me 


一 R 


R 


x 


我们有 


图 158 


来 


我们用 OU ) 表示当 a -0 时为无穷小的函数. 
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f% 

广 e^dx 

9 

r-R a{x^2m) 

e A 

— 2aJti 

rR 

• T . 

-/? 1 + e x 9 j 


1 丄 ： r + 2m 仏 

r i + e 

T c 

-R l 


e 


dx 


在线段 II 与 F 上分别有 


lf ( Z)l = 


e 


a(R + iy) 








严 e ia ~ ])R 


-1 \~ e~ R 


l/U)l 


e 


a( -/? + iy) 



e 


一 K + (v 


e 


-aR 




因此，如果要求0<«<1，则当尺 


时这两个积分 


与 




IV 


都趋于0.由此可见，当 0< a < l 时， 


( 1 - 


e 


2am 


R 


e 


dx 


r 1 + e 


+ o 


R 


)=- 


1 一 • aiti 

l me , 


因而，取当尺—〜时的极限，便得出所求的积分 


， .n 2i 兀 


+ e x 


am 

e — e 


sin cm 


(0<a<l) 


⑻ 


例 4 计算积分(泊松) 


e 


ax 


2 



bx dx . 


0 


我们来考虑函数 


f ( z ) = e 


az 


2 


并且注意 :它沿 着实轴的积分，可根据熟知的泊松积分 (erf 
线: y =/ i 上，它变为函数 


，参看第70目 （5)) 来算出，而在直 


e 


-a(x+ ih) 




2 


2 


e 


(cos 2 ahx — isin 2 ahx ) ， 


b 


其实数部分当 = f 时与被积函数只相差一个常数因子.因此，我们选取积分周线如图159所示 


按柯西定理 




n 



in 


= 0 . 


iv 


⑼ 


这里 


R e^dx^ 2 


R 


\Ta 


Rfa 2 

e l dt , 

0 


6" 


DD 


R 


2 


e 


e 


ibx 


dxj 


R 


在线段 n 与 w 上，当尤=±只时， 


e 


e 


a(R 2 -y 2 )^ ^ aR 2 




因此，若 a >0( 我们也将假定是这样 ） ，则当只 


时 


n,w 


0. 在等式 (9) 中取尺 —Co 时的极限，利 


用第70目的泊松积分 (5) 的已知值 erf 


1，求得: 



7 T 

a 


b 


2 




e 


clx - ibx 


e 


dx = 0. 


因此，比较实数部分，最后我们有 


2 


e 



bx dx 


0 



- e ~^ 


a 


(a>0) 


( 10 ) 
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图159 


图160 


例 5计算积分(勒让德) 



〆 smar^ r 

0 sh 7U.T 


我们取辅助函数 ./’ U ) 


UCZ 


2^r 


(它在 


X 


轴上的两倍虚数部分等于被积函数)且沿着在图160上所 


示的周线求积分.由于 fU + i) 




"/( I )，故沿着上面的与下面的边界的积分可以合并为 （1- 


“） 


/(.r)<i.r ， 沿线段 jc = R 的积分当 i?— 00 时趋于 0 (参看例 3) . 在线段 了 = 0 上，令 z 二 iy. 


r 


于是按柯西定理 


(\~e~ a ) 




-(IV 

e _^ 
e 



+ 


+ 


+ 0 (去 ） =0 , 


其中 I 与 n 表示两段圆弧(参看图 160) .在点 z = /附近，我们有 




"、— 产 _ +c.,(z—/) + … “ 1 丄 … — •、 

/ “卜; + p( 门)， 


其中 P(z~ z ) 在点 z-i 处是正则函数;因为在弧 I 上有 z = i + re 9 y dz= rie tip d(p ，槪 


一 《I 广一 

_ e _ 

2 tc Jo 


了 rie 1ip d 


re 


^ +0 ( r )=-^- + 0( r ). 


类似地， 



id<p+0(r)= ~-^ + 0{r) 


因而等式 (11) 具有形式 


{\-e~ a ) 





e 

2mv 


ay 


-1 


dy 



j(]^e (i ) + 0(r) + 0 




分出这里的虚数部分，且取当 r^O.R 


时的极限，注 意到: 


Re 


ay 


r e 27riy - 1 


dy 




-1： 


一 av 

e • 


2 


dy = ~(e~ a -\) + 0(r) y 


最后就有 



疋 r sin 



sh 7CX 




~2\-e~ a 一： 


U>0) 


(ID 


( 12 ) 


例 6 计算积分(欧拉 r 


来 


这两个积分最初由欧拉在〖781年算出. 
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2 




etc ， 


h 


sin 



dr. 


o 


我们取辅助函数 f(z) = e h 与图161上所示的周线.在弧(^上当代换 z 2 = ?后得 


/( z)dz 


2 




c 





其中 CV 是半径为尺 2 的圆周的四分之一.因此按若尔当引理这积分当尺400时趋于0.按柯西定 
理，假若在 OA 上令2 = X ，而在 OB 上令 Z 有 


dx + 


+VT 


dt=0. 



当只― 00 时取极限，再利用 erf oo = \，就得到 


ix dx=ii 


^7T 

T 



分出这里的实数部分与虚数部分，得 



2 



dx 


sin 



dx 


2 




2 • 


(13) 


图161 


与积分 (13) 相联系的是称做 菲涅耳 ( Fresnel ) 积分的特殊函数 


S(x) 




/• T • 

sin 

Jo 


v Int 


dt ， )— 



v2tS 


dt 


(14) 


实际上，令 


，便给出 


S(x)=aJ 


2 



lT sin 


dr 







dr. 


因此公式 (13) 可写成下列形式 


S(oo) = C(°°) = 


2 • 


(15) 


74. 积分的计算(续）我们从含有多值函数的积分的计算开始. 


例 


计算积分 


In oedx 
o {x 2 + 1 ) 2 


In 


我们取辅助函数 /( z ) = ^^ y ， 且选取积分周线如同前一目里的例2中一样 *( 参看图 157). 
在这周线的内部我们可选定对数的单值的一支.假定 lnz 表示这样的一支，它由不等式 0 <arg 


<； r 来确定.函数 /( 幻在点 



〖有一个二阶极点，具有留数 


-1 


limj^ \ f(z)(z — i) 2 I = 


d 


In 


•主 _ 

m dz{z + i) 2 



+ 2f 


按留数定理 


+ 


~R 



+ 



R 





r 




4 


2 


当 2 ： = 1^ ?5 ,0<9<^时，自适当大的尺开始，有|111 z \= V \ n 2 R + < p 2 <：2\ nR 9 mAt 


来 


我们用小圆周包围 z = 0 以去掉函数 /( O 的奇点. 
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〆 21 n R 

(( R 2 - ” 2 氣 


从而当 R — oo 时 


—0 •类似地，当 z = AT /y> ，()<炉< 7T 时，自适当小的 r 开始， | In Z | ^21 n 


因 


此 


21n 


< 


0 


in 丌厂， 


从而当 


0时，这积分也趋于 0. 在第一个积分中，当代换 z 


•r 


后，得 



R In .r + m 

r (X 2 + t ) 2 


dx 


这样一来，当 


0， i ?— oo 时将有 


2 



In xdx 
x 2 + 1) 



m 


oo * 

dx 

o (,r 2 + 1 ) 2 


7 t 


4 


TC 

2 


比较实数部分*，便给出所求的积分 



In xds 


7T 

4 


( 1 ) 


例2要计算积分 



°° In j'dx 
o (x + a ) 2 + h 1 ， 


In 


我们选取辅助函数 U + 二)。 与图 162 中所示的周线(在这周线的内部，若设 0 <arg z 

<2; r ， 则 In z 是单值的）.在沿这周线的割痕的上岸与下岸， In 、 分别取值 ln 2 . r 与 （In x + 2; r /) 2 二 
1 1 ^ + 4们％:-4^，所以1 1 1 2 1的积分互相抵消，因而出现算出要求的积分的可能性,在周线的内 


部，函数 /( z ) 具有两个一阶极点 


2 


^ 土如 •，分别具有留数 


y 


C ^ I — 


2bi 


• In r + i(n~ <p )] 2 ， 


c -\ — 


Ibi 


Jn r + i{n+ tp )] 2 ， 




oz 


其中 




b 


f •应用留数定理得 


X 



+ 



+ 



+ 



7 C 

b 


A(p{n — fin r) • 


n 


oz 2 


依照前面所讲的，有 



+ 

I J n 




-J ： 


R 47 rzln x — 4tc 

r (x + a) 2 + b 


doc 


图 162 


如同前一例中一#，可证明 K 


lim 



= 0,因而当 


0,R 


取极限时将有 


R 


dx 


In xdx 


_ _^ - Am _—__ - ^ 

Jo (x + a) 2 + 6 2 Jo {x + a) 2 + 6 2 b 


= — i\n r)• 


由此，比较虚数部分，便得出所求的积分 


* 比较虚数部分给出初等积分 


Jo 


etc 


( x 2 + l ) 2 


n 
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In 



0 


(x + a ) 2 + b 


2 


$\nj ： = \nVa^b^ rctan b 

b b a 


⑵ 


例 3 利用同一周线可计算积分(欧拉) 


X 


a 


1 


0 


+ X 


dx ( 0 < a < l ) 


如果作为辅助函数，取 


f ( z ) 


•I 

Z 


a 


1 


e 


(a - 1 )ln z 



Z 


1 + 


Z 


并注意到在割痕的下岸有 /( xe 2 - ) = e 2 aKi f(x ). 完成必须的计算与估计后，得到 


，oo a — I 

X 




o 1 + X 


dx = — 


7t 


sin an 


( 0 < a < l ). 


(3) 


然而，用代换可把这个积分化为前一目的例3中的积分. 


例 4 我们来计算奇积分 


X 


a _ 1 


0 1 一 ： c 



(0<a<l) 


(在点 i = l 处有个奇点)的主值.要计算它，我们选取辅助函数 


a - 1 (a - t )ln z 

f ( z )= f =^ =£ r ^ 


与图 163 中所示的周线.注意到.•在割痕的下岸沿着正半轴有/(说 2 1 = ^-/( 1 )，且在周线的内 
部 / U ) 是正则的.按柯西定理有 


+ ( 1 - 


e 


2am 


•1 — 


f { x)dx + 


R 


f { x)dx 




7 



r 


y 


= 0 


c 


⑷ 


r 


显然，当 


0 时 


0 ; 当 JR 


时 


c 


C 


0 .沿 l 与/ ^ •分别有: 


z 


a 


1 _ 


1 + O ( r ) ， 


-1 _ 


e 



+ 0 ( r ) 与 1 一 


z 




re 9 , dz 




ire t < p dcp ，其中 9 ? 分别自 0 变到 - 7r 与自 -; r 变到- 2zr , 因此 



y 


= 7 Ti (l + 


e 


2am 


)+ 0 ⑺ 


r 


r 


因此，在⑷中令 


r 


o 9 r 


00 


，取极限便得到 


(1 — ^ 

由此所求的奇积分等于 


) / + Trf ( 1 + e 



) = 0 , 



00 a - 1 

X 


0 


1 - 


X 


dx = Trcot an 


⑸ 


例 5 计算积分 


dx 


1 ^ (1 — x)(l + xY 


图163 


首先要确认 :函数 f ( z ) = ^( l ~ z)(l + z ) 2 在线段 （- 1,1 ) 的外部可分为三个单值的分支.实际 
上，令仍 = arg(l - z ),^ 2 = arg(l + Z ). 当沿着图164中虚线所表示的闭路线作逆时针方向绕行 

后， A 和％都得到增量 2; r ， 因此， arg / U ) = ^^ 得到增量 2; r ， 因而 / U ) 回到原先的数值.我 


们将考虑函数 /( z ) 的在线段 （-1,1) 的上岸取正值的那个分支，并取在图164中用粗线所表示的 
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；74] 


那条周线.在边岸 i 上我们有 /( 幻= 0，即 /U ) 二 ^( l -. r )( l ^. r ) 2 ，在边岸 II 上（当围着点^ 



1 作顺时针方向绕行 tef)arg /( z )= - y ? r ,即 /( 2 ) 


e 


^ 々 (I ~ . r )( I + . r) 2 . 沿小圆周 


c 


的积分当 o 时显然趋于 0. 因此，按关于多阶连通区域的柯西定理 


( 1 — e 了） 


cii 


\! ( I — •，， ）（ 1 + •，， ) 


clz 


i < 


f ( z ) 


要计算 


R 


，最好利用我们的^^的那分支在无穷远点的 


邻域内的展开式.将-/拿出到根号外面后，有 


/( - ) 


ze 


■ I ■ 

7 


(» - 




T 



2 ； 


2^ 




其中 1- 


T 


Z 


与 


T 



Z 


表示这些函数的这样一些 


分支，它们在正轴上的线段（1，〜）内是正的.按照二项式公 



X 


式展开后，我们得出^的选定的那分支在无穷远点处的 
留数: 它等于(去一项的系数附以负号). 


图164 


但积分 


等于这留数乘以 2 W (参看第24目），因此有 


K 


2 m 


Kt 


(1— A ) 卜 一 P .2 tt /， 


由此最后有 


doc 


7 C 


y/ ( \ — x)( \ + x) 


sin 


TC 


2 tc 

71 


3 


我们再举出两个具有有限积分限的积分的计算例子 
例6 计算积分 


2tt 


dt 


o (a + 6 cos t ) 


2 


( a > b >0) 


令 〆 ，则士=#二垒， 

te tz 



4( 


⑹ 


2jt 


2 
dt 


z 



z 


) ，且这个积分变为沿单位圆周的积分 


4 


0 (a + 6 cos t ) 


2 


ib 2 



zdz 


Icl - 


Z 



2 a 

b 


1 


z + 


在圆周 Id =1 的内部，被积函数有一个极点 A 


V a 1 — b 1 


b 


其留数为 


d 


z 


clz 


z 



v a 2 — b 2 + a 


J 


h 


a 


4( a 2 - b 2 )^ 


按留数定理，所求的积分 


2tt 


dt 


2 jra 


o (a + bcos t ) 


2 


3 


(a>6>0) 


( a z - b 卞 


⑺ 


例 7 类似地可计算积分 


2z 


(1 + 2 cos ^) ;/ cos nt 


1 — a — 2 acos t 


dt 


(- 


l<a 〈 


T 厂 


作代换 / = z 后有 



2tt 


(1 + 2 cos t) n 9 e 


1 — a — 2 a cos i 


dt = 



(l + z + z 2 ) 91 


Izl 


(1 — a)z — a(l + z 2 ) 


dz 


被积函数有两个极点 


之 1 ， 


= 2^ (1 ~ a± 


l-2a~3a 2 ) ，其中一个位于圆周的内部，另一个位于外 


部，因为按二次方程的根的性质 z } z 2 = l ，并且由于条件_ 1 < a < j ，这两个根都是实根而且是相 


异的.因此，按留数定理有 


「2 

Jo 


2k (1 + 2cos t) n e int , ^ (l + z,+z 2 ,) n 

n 1 — a — 2 acos t K 1 — a — 2az\ 


2n 

1 ~2a — 3a 


£i 

a 


⑻ 


其中 Zl = 2^ (1 ~ a-V l-2a~3a 2 ) 是位于圆周内部的极点.由于 (8) 的右端是实数，故它给出所 


求的积分为 



2tt 


(1 +2 cos ^ ) w ca 


1 — a — 2 acos 


nt 


dt = 


2tc 


~2a~3a 


1 — a — 


~2a ~3a 


2a 


⑼ 


最后，我们来引入所谓 r 函数的一些积分表示式. 
例8 r 函数由积分(欧拉） 


ru) 





z — l dt 


do ) 


来定义，这里积分沿着正半轴来取.这个积分对于位于右半平面 Re z >0 上的所有的 Z 都是绝对 
收敛的，因为一 1 l = e - ( f r - 1 ，并且是一个解析函数(参看第16目定理 4). 由积分路线的形变. 
可以得到 r 函数的另一种表示，它在自变量值的更广大的区域内成立，亦即实施这一函数的解析 

延拓. 


考虑函数 


F(z) 





d 


( 11 ) 


这里,积分沿着周线 C 来取，而 C 是由沿正半轴的割痕的两岸和圆周 |?| = r 所组成的（图 165). 
在此，我们将厂 1 理解为函数少这里的 In f 是对数的一个分支，对这一分支 0 <arg 

在割痕的上岸令而在下岸令？=分〜，我们也可把 FU ) 表示为下面的形式 


F(z) 





+ 



+ 





(严 — I ) 



Z -1 


dt 




t — 1 成. 


当 r 为固定时，包含于这公式中的那个反常积分，在 z = I + 
iy 的值的任一有界区域内，对于 z 来说一致收敛.这是 由于: 


当 ld < iVf 时，被积函数受函数 e 


M+! 


所控，即其绝对值 


不大于函数 e 


t 


M+1 


，而 函数， £ •， +1 的沿线段 （ r ， oo ) 的 


积分是收敛的.因此，函数 FU ) 对于所有有限的 z 值都是解 
析的（整函数）. 

在 c r 上 ， f ，我们有 U 1 T 一 1 丨 = ⑽ X ' 1 ) h r 一贤 

< Ar ^- 1 ，其中 A 是某一个常数(当 z 为固定时）.由此 推出: 


n 少 

Cr 广、 , 蟪 1 - 


X 


图165 
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< A 2 jr〆 . 我们 假定 : Re zn 、>0, 因而当 r — 0时 [—0 .由此可见当 Re z >0 时，我们有 

J r r Jr 

9 r 

权取时的极限，并且根据定义 （10) 得到 

F(z) = (e 2K,z — 1 ) 厂 e x dt = (e 2mz -\)V(z) 

J o 

(当 Re 时，这个极限过程是不合法的）.这样一来，我们得到 r 函数的一个新的积分表示（汉 

克尔）： 

r(z) = ^J-- f (12) 

e — 1 J r 

注 右端代表两个整函数 FU ) 与 〆 ^ - 1的比.在右半平面上它与解析函数 ru ) 重合，所以 

(12) 给出了 r (=) 到左半平面的解析 延拓； 因此， ru ) 是一个亚纯函数，除了在负整数* 的 A z 二 
与点 z = 0 处之外，这函数处处是解 析的； 因为在最后所提的那些点处 （12) 的分母为 0. 

在 (12) 中以1 - z 代换 z 得到 

H\-z)= J z [ e ^ -Lf , [ e H-0~ z d^ 

e —[Jr e —[Jr 




(13) 


在第七章中将证明公式 

r(z)r(\- z) = ^ — (14) 

sin KZ 

对于所有的复数 z 都成立.利用这公式，且用替代 
(13) 中的积分变量？，因而周线 C 要用周线 ( T 来替代(图 

166)，我们得出函数+的积分表示(汉克 尔）： 




(15) 


图166 


75 .零点的个数的计算.稳定性问题 决定一个解析函数在一给定的区域内的零 
点的个数，这个问题在分析中时常遇到，它的一般解由第23目里的辐角原理 给出: 
/ U ) 在闭周线 C 内的零点的个数是 

N= ^i\c = ^ carg fizh ⑴ 

其中△^$/(幻表示在沿周线0：绕行一周后3$/(幻的全部增量.这时假定 : /(2) 

在 C 的内部解析，在 C 上连续且异于0,每一个零点照它的重数来计算个数. 

有时，利用辐角原理的简单推论是有益的. 

定理(鲁歇）假若函数 / U ) 与私 U ) 都在 c 的内部解析，又在 c 上连续且满足 

条件 

\f(z)\> \g(z) I , (2) 

则函数 /( z ) 与 /( z ) + g ( z ) 在 C 内的零点的个数相等. 


* 在正整数的点处，我们在先前已经看到， ru ) 是解析的，因此在这些点处 (12) 的分子也为 o . 
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为了证明这个定理，我们注 意：由 于条件，在 c 上 |/ U)I >0且 |/ u ) + gU )| 
>\f(z)\~ | 以 2)|>0. 因此函数 /( 幻与 /( 幻 + 发（幻在 (^ 上都不为 0 ，因而可以 
对它们应用辐角原理.从关系式 

SXg \ f { z )+ g { z )\= SXgf { z)^SJCg 卜熘 I 

我们得到 

A c ^rg\f{z) + g(z) ( =4 c arg f(z) + A c arg 1 + • 

但由于当点 z 沿周线 C 运动时，点 w = 1 + 总是留在圆 I w - 1 I < 1的内部 
(这是由在 C 上 | 截 | <1推出)，故点 W 不可能围着坐标原点绕行，即 

4 arg|l + 韻卜 0. 

因此 

A c srg\f(z) + g(z)i =^ c arg f{z) , (3) 

于是只需应用公式 (1) 即得出所求证的结果. 

我们来举一些应用这个定理的例子. 

例1证明所谓代数 学的基本定理 :方程 

C 0 2：” + /一 1 + …+ U + c „ =0 ( c 0 ^0) (4) 

在复数平面上有 n 个(有限的)根. 

为了证明，假定/(幻= 0 () /，尽(之）= 0 1 广 1 + — + ^且选取及适当大，使在圆周|之|=只上 
有 1/(2) I > I g (之 ) I，这是可能的，因为 1/(z) I = I c 0 1 -R w , 1^(2：) |^| ci I iT _1 + … + I I ， 而 R n W 

增大较快于次数为 U - 1 ) 的任何多项式.于是按鲁《>：定理，方程 (4) 在圆 M <内的根的个数与 
Z ” 在这圆内的零点的个数相等，即是 W . 在另一方面,由于当 2：— 00 时， C Q / +…+ q — 00 , 故只需 

在必要时再增大只，我们便可认为在圆外没有这方程的根. 

例2要决定方程 z 8 - 5 z 5 - 2 z + 1 = 0在单位圆内的根的个数，我们令 /( Z ) = - 5/ + 1与 
g ( z ) = z 8 -2 z . 由于当 |；d =1 时，有 1/(2：) \^\5 z 5 1 -1 = 4,而 | g "( z ) KI ； d 8 +2|2：| = 3,故我们 
所考虑的方程在单位圆内的根的个数，与 5 z 5 = 1的根的个数相同，即，是5个. 

例3证明 :方程 

z + e~ z = A , (5) 

其中 A >1，在右半平面上有唯一的(实)根.为此，考虑由线段（-识，说）与右半圆周 U I = 只组成 
的周线，且设 /( z ) = z - A ， g ( z ) = 在 的线段上，有 |/( z )| = | A - ~|>义>1， 

| g ( z ) 卜 卜1 •在半 圆周： | z 卜只, Ren >0 上，当尺充分大时(只>；1 + 1)，有 ： |/(之）|> 

\ z\-X = R ~ X > l ,\ g ( z )\= e x < l . 因此，可应用鲁歇定理于所描述的类型的任一周线的内部， 
方程 (5) 与方程 A-z = 0 有相同个数的根，即恰只有一根.就是说，在整个右半平面上，给定的方程 
有唯一的根.这根是实的 ： 因为当 z = 0时方程的左边等于1 < A ，而当 z = : r— ⑺时左边无限制增 
大，因此可求得这样的 z = 使左边等于义. 
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对于应用问题，下述拉什-赫尔维茨 ( Rush - Hurwitz ) 的问题+是特别重 要的： 

求出条件，使多项式或分式有理函数 （ 而在更一般提法-整函数或亚纯函数) 

的零点全部在左半平面上. 

这个问题的价值决定于，它与力学和电子学系统中的振动的稳定性问题有联系. 
为了说清这种联系，我们提醒注意，最简单的振动理论问题可导致具有常系数的线性 
微分 方程： 


L [ x ] 


a (> 


d 


x 


dt 



d" 


x 


a 


dt 


+ 


_ _ • 


+ a , r r 


0 


( 6 ) 


众所周知，这种方程的通解具有形式 

x — C\ e ,，] 1 + C 2 ^ /，2/ + …+ C,〆 " 1 ， 

其中九，户2 ，…， A , 是特征多项式 

A { p ) = a 0 p n + a , + …+ 

的根，而 C ' ， C 2 ，…， C ,, 是任意常数_ . 多项式的每一个复根 A =〜 h 对应于具有 

角频率 A 的振动 〆V = e > 1 |cos a k t + /sin cr〆 | .当 s k < 0 时，这振动是阻尼的；当 0 

时，它是调 和的； 而当& >0时，它有无限制增大的振幅.因此，假若我们想限于这样 

的振动周线，它不允许具有无限制增大的振幅的固有振动，则我们应当 要求: 多项式 
A ( p ) 的所有的根都位于左半平面或在虚轴上. 

我们将指岀解拉什-赫尔维茨问题一些最简单的 方法; 更完整的叙述读者可以 
在 H.r.He6oTapeB 和 H.H.MefiMaH 的专著 [4] 或者在调节理论的教程（可看例如 


[5] 或 [6]) 中找到.我们从一个解多项式问题的代数方法开始. 

(1) 赫尔维茨准则 为简单起见我们假设，所研究的多项式 

= — 4… + a „ (7) 

的系数是实数，并 且& >0.下列定理 成立： 

定理 ( A •赫尔维茨 (1895)) 为了具有实系数^ U G >0) 的多项式 (7) 的所有根 
都有负的实部，充分必要条件是下列不等式组 成立： 



^1 汉 0 



a 0 

0 

Di — ci 1 〉 0, - 

>0 ， d 3 - 

a 3 

a 2 

cii 





CL ^ 



>0,…， 





a 3 



a 0 0 


a 2 a t 



… 0 
… 0 

>0 


( 8 ) 


- 1 ^ 2 // — 2 ^ 2 // — 3 



* 问题最早由麦克斯韦尔 (Maxwell) 于1868年提出的，拉什 (Ri« S h)U877) 给出这问题第一个解，这解没有 
得到广泛传播，赫尔维茨 (Hurwitz)(1895) 的解对于应用更方便(见稍后）. 

^为简单起见，我们限定于单根的情形. 
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(在々时令〜 =0). 

我们将用完全归纳法来证明定理.对于〃 =1定理成立，因为条件 (8) 在这情况 
下化为不等式 a t >0,由 q >0和考虑到假设>0推出，多项式/(:^二〜^: +…的 

换是负的. 

现在假设定理对于幂次<72 - 1的多项式都成立，要证明定理对于72次幂多项 
式也成立.为此令 / U ) = /> + 〜 其中 

p = a 0 z n + a 2 z u ~ 2 + *** ? q = a\Z l 1 + a 3 3 + …， 

考虑幕次 _ 1 的多项式 

(p(z) = a { p + {a x - a 0 z)q 

—a\z u i + (a!a 2 ~~ a 0 a 3 )z tl ~ 2 + 
a x a 3 z l ~ 3 + (a! a 4 — a 0 a 5 ) z T, ~ 4 + ••- (9) 

往后的证明我们用两次行动进行. 

1) 多项式 9( z ) 的行列式 (8) 通过 / U ) 的同样的行列式按照公式 

A k = a\~ { D k+l . 是 =1 ， 2, …， 1 (10) 

表达出来.事实上，我们有 



0 

0 

0 





0 

0 

a O a 3 

a] 

^2 

— a 0 a 3 

2 

a 0 a 5 

a 】 

[a 4 

— a 0 a 5 


a 0 a 7 



— 



^O a l 

a 1 a Q 

0 

0 

a O a 3 


2 

a l ^0 

a O a 5 

a x a A 


a x a 2 

a d a l 

a \ a 6 

a \^5 

d ^ CL ^ 


0 0 0 


0 0-0 

A 汉 2 — a\ … 0 

a x a A — a Q a $ a 3 … 0 

_ # # 

參 参# 

參參籲 

0 … 0 

0 … 0 

a\ … 0 = a 0 a\ D^ + 1 

a x a 3 … 0 


(我们给行列式“镶上一条边”，然后把第 1 列的元加到第2列的元上，第3列的元乘 
以^/~后加到第4列的元上，等等，最后从第1列中提出公因子 a 。 ，而从其他列中 

提出公因子 aj . 

2) 当且仅当〜 >0和炉 U ) 的根在左半平面 H 内时， / U ) 的根在左半平面 H 内. 
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假设 / U ) 的根在 H 内； 与这多项式 


n 


f(z)^a 0 Y[ ( z 


z k ) 


a 0 z N + a { z 


PI — 1 


+ 


_ 參 》 


+ a 


ft 


(ID 


k- 1 


样构造一个多项式 


n 



\ ( z ) 


a 0 



(z + z k ) 






n 一 1 


a x z 


+ … +(n 


( 12 ) 


k - 1 


它的根在右半平面内(在展开乘积下得到它的系数的表达式）.显然， 


/(之） +/* (2：) 




2 p ， 


因为在 Re zSO 时， \ z ~ z k \^\z 



z k 


f ( z ) -/. ( z ) 

I ，所以 


2 q . 


在 Re z ^ O 时，也有 |/( z ) |§|/* (之） I ， 


(13) 


因此， g 只可能有纯虚根.证明这些根都是单根.假如相反，在某一点同时使 /( z >) 



* 


(以)和 = ( iy ) ，此时 

fiiy ) f *( iy ) 

/( iy ) 


Tfx^y 或者 [ ln f(iy)Y 


_in /* (/ ： v)r 


(在我们这里 / 和八在虚轴上没有根）.根据公式 （11) 和 （12)， 后一关系式可转写成 
形状 


n 


n 


27 


27 


k~ I 


iy — z k jrf iy^z k 


但是由于对一切 Re ^ 


iy 


Zk 


> 0 ，而 Re t 


ty 



z k 


<0" ，所以这关系式不可能成立. 


多项式 g 的幂次等于 n -1， 因为根据众知的多项式根的性质 


a 


a 0 


n 


2 A >0, 


k - 1 


从而，当 a , 关0时，户的幂次等于 w .由此可见，考虑到上面所证的,我们有展开式 


p { z ) 

q ( z ) 


ao 

ai 


，|一 1 


2： 



^ = 1 ^ 




ipk 


+ c. 


(14) 


由于 


P 

Q 


/+/ 




* 


* 



/-/* 


i - 


/* 


(15) 



和分式线性函数⑴@把圆|?|<1映射到右半平面上，所以根据不等式 （13) 可 



以断定，在 Re z _0 时， 


Re 


p ( z ) 

q ( z ) 


$0, 


( 16 ) 


来我们提醒一下, Re 2 = x 和 Re 




X 


z X 1 + y 2 


有相同的符号. 
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由此断定，在展开式 (14) 中所有心〉0 (因为在 Re z $0 时 Re 





囊0和在点2： 


说的邻域内 Ref 的符号由 Re 的符号决定)并且 C 是纯虚常数. 


最后，利用 (14) 我们求得 


W_1 


9 


a 


ip ^ (ai - a 0 z)q 



iQ 






讲 k 



c ， 


而从此式可看岀，在 Re 时 P 不可能有根.事实上，花括号内的表达式的实数部 


分在 Re z^O 时是正的，而 g 只有在点诉处变为0,而在这些点砍处，显然 cp 判 

(因为在相反情形里在这些点上就有 p = 0, 也就意味着/ = 0，这与条件矛盾 ） .由此 
可见，多项式 ^ U ) 的全部根都在左半平面 H 内. 

现在设已知的全部根都在 H 内，并且&>0.从公式 (9) 可看岀 ，类 似于/ 


的多项式和 <7， p 的多项式 户1 和 


有形状 P 


+ (17) 

q Pi 

对于 p 重复上面我们对/进行过的讨论，我们求得，当 Re zSO 时 Reipjqi )^ 

0. 由于 &/〜>()* ReGi / 九） 的符号与 Re (九 / w ) 的符号相同，所以从 (17) 我们得 

岀不等式 (16) .而在这时借助于 （15) 下我们将证明不等式 （13) 成立.由此可见，在 
Rez >0 时我们将有 |/( z )| >|/* U )|， 由此推出 / U ) 在右半平面没有根.但是 

/( 幻在虚轴上也不可能有根，因为在虚轴上 I / U ) | = | /， U ) | ，并且 / U ) 的每一个 

纯虚根就是/>和 g 的根，因而也是 〆 幻的根 ，这就与所作的假设相矛盾.因此 / U ) 
的全部根都在 H 内.这样，结论 2) 得证.依据它和结论 1) ，容易作岀从〃 - 1转到 n ， 
同时也就结束赫尔维茨定理的证明. 


2 1 0 

例 1 对多项式 / U ) = z 3 +2 z 2 +3 z + 1 我们有 A =2， D 2 = 。 = 5 , D 3 = 13 2 = 

1 3 

0 0 1 


5. 因此，所有它的根都在左半平面上. 

例2对多项式/(幻= 2： 3 +2^ + 2 ： + 1我们有0 2 =1 1 =-1，因此，它至少有一个根在 

1- 

右半平面内或者在虚轴上(否则，/(以）= 6(1-/) + 1-2/，由此可见，多项式没有纯虚根，亦即 
可以断定，它至少有一个根在右半平面内）. 

由展开式 (11) 可以得到，具有实系数的多项式的全部根在左半平面内的必要条 
件:这 多项式的所有系数应该有相同符号 (斯托道勒条件）.但是正如例2所表明的， 
这不是充分条件' 

(2) 几何方法 拉什-赫尔维茨问题几何上化为，在已知亚纯函数所实施的映 


* 有趣地指出,斯托道勒曾提岀把这条件当作充分必要条件 (1894). 
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射 It，= /U) 下右半平面 Re 的像 △ 是否将包含点 w = 的问题.在函数 J 、 (z) 

的黎曼曲面尺上区域2被对应于平面 z 的虚轴的曲线户所限定——在自动控制理 

论中把这条曲线称为频 率速端曲线. 

▼ 

根据解析函数的几何性质可以表述成下列准则 

稳定性准则 如果函数 / U ) 的黎曼曲面的一部分在按 J 增长的方向绕行 
频率速端曲线时 ，一 直留在频率速端曲线的右边，不包含位于 tt ，= 0 上方的点（并且 
速端曲线本身不经过这点的上方），那么对应的自动控制系统是稳定的，但是如果这 
个条件不满足，则不是稳定的. 

在实际问题中研究黎曼曲面形状常常显得很困难，但是构作频率速端迹在平面 
w 上的射影 r 通常十分容易.为此只要在方程 W 二 / G >) 中分离实部和虚部，我们也 
就得到曲线 r 的参数方程 w u(y) , v = v(y) , 00 < ： y < 00 . 但是如果不考虑黎曼 

曲面就把所述准则应用到位于 r 的右边的平面 xt ， 的区域上，那么可能得岀不正 


确的结论.这与那样一些情况有关，就是当 r 没有经过全部位在 r 上方的尺的分支， 
即没有经过没有 f 的点的分支，可能走岀区域 do 的范围，而且有可能到达点^ = 0, 

尽管 A 也不包含这一点.由于区域 S 的单连通性在这些情况下4的点的上方必 

定存在曲面 r 的分支点，它们把没有 f 的点的分支与包含这条曲线的分支连接 
起来. 

例 对于多项式 

f ( z ) = ~ z 2 + 2 z — 3 

曲线 r :« = 3； 2 -3， t ; = 3；(2-： y 2 ) 有画在图167中的形状.区域4 (图上加阴影的）不包含 w = 0, 

但是区域 △ ( Z 的射影)表示是整个平面，相应的自动控制系统，当然，是不稳定的(不满足斯托道 
勒条件），这里黎曼曲面在图167中用星号标出的点的上方有分支点*，曲线 f 在它的三个分支的 


支上. 



在某些问题中区域 △ 




Z 在 w 平面上的射影 


的形状，在没有研究黎曼曲面下也能够弄清楚.为此， 
譬如，可以考虑一组半圆: k I ， Im ，并且 


y 


JJ 


要弄清在映射 


w 




/ U ) 下对应于这些半圆的区域 



的形状，知道在 J ? 改变时△^怎样变化，我们也将 

知道区域△的形状.显然在稳定性准则的措词中黎曼 
曲面上的区域2可以用这个平面区域来代替. 

我们还引入一个几何的稳定性准则，这准则涉及 


一 3 



-1 


y 


±J2 



y=j3 


重要一类自动控制理论问题，在这类问题中被研究的 
函数有形状 


图167 


来 


在映射 w = /( 2 ：) 下，分支点对应方程 / ( z ) = 3 z 2 - 2 z + 2 = 0 的根. 
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f ( z ) 


KG ( z ) 



(18) 


其中 GU ) 为有理分式函数， K 为某个常量.这是所谓的具 有简单反联系系 统的情 
况.常量 K 有确定的物理意义，称 作强化 系数; 并且把它从 GU ) 的表达式中分岀被 
结构性设想所 证实: 控制系统的不同环节影响量 K 和 G . 

为了得到所要求的函数 (18) 的稳定性准则，我们利用第23目的辐角原理.显然， 
函数 / U ) 的极点是 GU ) 的零点.如果用 P 表示右半平面中这些极点的个数，那么 
按照辐角原理在右半平面内没有 / U ) 零点的条件化为条件 



arg f ( z ) = P ， 


其中 G 表示充分大半径的半圆 Dk (见上面)的按顺时针方向绕行的边界' 

由此可见，在(按顺时针方向)绕行 C & 时，向量 / U ) 应当环绕坐标原点逆时针方 


向转动 P 次.考虑到，向量 /( Z ) 环绕原点旋转等价于向量 -1 环绕点 


-1 的旋转，或者向量^环绕点 w 二 - k 的旋转，我们得出下面的稳定性准 
则，这一准则通常与乃克维斯特和米哈依洛夫的名字联系着的. 


乃克维斯特 


米哈依洛夫准则 


为了使由函数 (18) 所描述自动控制系统是稳定 


的，充分必要条件是，按顺时针方向绕行由虚轴的线段和充分大的半径的半圆周所围 


的半圆的边界时，向量环绕点 w 




- K 逆时针方向旋转 P 次，其中 P 是 


GU) 


在右半平面中的极点数. 


例 设函数 GU) 有形状 


G ( z ) 





(1 + T] 2：)(1 + T 2 



其中。和 


T 2 


为正常数.函数&的频率速端曲线由方程 



G ( iy ) 


&(1+ ^^)(1+ ir 2 y ) = ~{ z x 



T 2 )y 



iy ( \ - ri r 2 y 2 ) 


描述，并且有图 168 中用粗线画出的形状.事实上， 



~ (t 



T 2 ) y 2 » 



: y(l 一 n z 2 y 2 ). 


由此看出，这个速端曲线完全位于左半平面内，在 jy = 0 和: y= ± 


时交于 



轴，并且切线的 


T] T 2 


角系数盏= 在速端曲线与 U 難棚紐轩± ，瓶卽 I 


oo 


时无限 


增大.在 M 充分大时，我们有 


G ( z ) 


r 2 



，由此可看出，当只较大时对应右半圆周 \ z \= R . 


与第23目中公式的符号不同解释如下，在那里区域的边界是按逆时针方向绕行的. 
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Re z 〉0 的是接近于被经过的圆周 Ul = r , r 2 l ? 3 —倍半的曲线(见图 168). 

iv 



图168 


设强化系数的值 K = 是这样的，点 - K t 位于速端曲线的圈的内部(因为在速端曲线的自 


交点上/ = 


T 2 


，所以对这一点 M = 


T \ 





T] T 2 


，并且所考虑的情况对应于值 0< K < 


T\ 



t 2 


T\ t 2 


) •如 


从图中所见，在完整绕行时向量 & = + (用虚线画在图上）在这情况下没有作出一次往 

返，——如果绕行从点 a 开始，那么4开始(在绕行速端曲线时)按逆时针方向作出多于一次往返， 
但是后来(在绕行对应于半圆周的曲线时)按顺时针方向转同一角度.如果值是这样的，点 

K n 位于速端曲线的圈的左边(亦即 K >^^) ，那么在完整绕行 G 时向量+二&，显然， 
按顺时针方向作出两次完整往返(图 168). 

由于在所讨论的情况下^^在右半平面中的极点个数等于0,所以根据乃克维斯特-米哈依 


洛夫准则对应的自动控制系统在0<尺<2~^时是稳定的，在时是不稳定的. 

T\ T 2 T X T 2 

(3) 威什涅格拉茨基-乃克维斯特方法 这一方法是前面方法的发展，同时也 
适合对依赖参数的函数的研究'我们考虑依赖两个实数6和 7 的多项式族，或者完 
全一样，依赖一个复参数 d + it ] 的多项式族 


* 方法的思想属于俄罗斯工程师 M . A . 威什涅格拉茨基 （1877) 方法的进一步改进属于美国工程师乃克维 
斯特 （1932). 方法的正确论证是苏联数学家梅曼 (1949) 给出，我们遵循他的叙述 [4]. 


f(z 9 0 = Pi(z)^ + P 2 (z) V -P 3 (z) 9 (19) 

其中 A U) ， A = 1 ，2, 3 是某些固定的多项式.我们将认为，不存在所有三个这样的多 
项式的公共根(如果这样的根 a 存在，那么方程就可以约去因子 z - &的适当的幂 
次).用 n 表示它们中最大的幂次. 

通过 D U ， W -々)表示参数平面（的点的总体，对其中每一个点，多项式 ( 19 ) 有 
关于 z 的 々个根 ，具有负实数部分，和 n A 个根，具有正实数部分'特别是， 
D ( n ,0) —— 稳定区域 ——那些点 f 的全体，对于这些点所有根都有负实数部分.因 
为多项式的根连续依赖于 C 的，所以与总体的每一个点？ 一起，这个点 
的某个充分小的邻域也属于这个总体.由此推出，总体 DU ， w - 幻是由某个数量的 
区域组成的. 

点？不属于区域 DU ， rz _々）中任意一个区域，如果相应的多项式 (19) 即使有一 
个纯虚数根，或者,特别，有无穷远的根，这个根也可以看作位在虚轴上，在这种情况 
里参数 f 与7的值的小的变化可以达到，多项式已经不将有纯虚根，因此，对所有区 
域 DU ， n - O 的总体的补集由这些区域的边界点组成，威什涅格拉茨基的思想就 
在于在参数平面内寻找区域 D ( k 9 n - k ). 

首先考虑多项式 P 2 (z) = iP { (z) 的特殊情况，亦即 


f(z^) = P 1 (z)^-P 3 (z). 

方程 / U ，（） =0,在这种情况下可以把它改写成形状 


( 20 ) 

( 21 ) 


它建立了 z 平面和？平面之间的某种关系，并且对应于每一个点 G 有 n 个点 
——在给定参数值 G 下方程 (20) 的根（它们中的某一些可能相等或者走向无 
穷远）. 

由上述推岀，区域 D ( k，n -々）的边界 r 是在映射 (21) 下虚轴的像，亦即函数 
( = 的频率速端曲线. 


设 G 是一个不在 r 上的点，具有负实数部分的相应方程 （20) 的根的个数 
々 （ ？。 ） ，像上面一样，可以借助辐角原理求得.假设 h U ) 没有纯虚根，并且通过々 i 表 


示它在左半平面内的根的个数，用^和 〃 3 分别表示匕（幻和尸 3 (幻的幂次，令 







( 22 ) 


考虑由半圆周 C 、 ： U | 二 i?，Re ^<0和虚轴的线段: 所围的半 


来 


像往常一样,根的重数多少,就计算多少次 . 
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圆•设 


C 




.对于充分大的 i ?， 根据辐角原理 




士 arg | 。 - 




;^r；. arg P,( 2 ：), 


(23) 


其中周线 C 〗 按逆时针方向被通过. 

对于大的 k | 我们有？ () - 二々 


C 0 



十 


Z 


，(: o ^ O , 因此，在 n'〉n 


时 ， △(〜arg G 


P 3 (z) 

Pjz) 


7t V n 3 


n 


)+ 0 


R 


在〜时这个增量等于 


O ^ . 由此可见，按照我们的选择 m 总有 



arg Uo 


Psiz) 

PTU ) 


m + O 


R 


把公式 (23) 的第一项分为两项，分别对应于绕行 C ; 和 C 、 ，同时考虑到它的第 




k (^) 


2^Z\ c arg 


Ps(z) 

P 7 U ) 



m 



k 、 


其中 c 是自下向上被通过的 z 平面的虚轴.转向参数平面？，我们得到如下结果. 


方程 (20) 在左半平面内的根的个数，在〔 


G 时等于 


HU ) 


士 Z\ r arg( K) 



m 




(24) 


其中 r 是函数 (21) 的以 y 增长方向通过的频率速端曲线，州按公式 (22) 确定， h 为 

多项式 AU ) 在左半平面中根的个数. 

注在证明时，我们把 A (幻有纯虚根的情况除外.在这种情况，如果 A (幻的 

每一个这样的根都以半重数计算，并且把 (24) 式第一项看作 arg ( ? 0 - ?) 沿着单独走 

向无穷远的速端曲线的那些分支的增量之和，公式 (24) 仍然成立(从速端曲线的方程 
? = ^ 3 (以)/6(/ 3 0可看岀，在趋近仏（幻的每一个虚根时，？— 00 ).事实上，所有进 

行过的讨论在这种情况下也是成立的，只要在绕行时，每一个纯虚根是从左边沿 
着以根为中心的小的半圆周绕行的.绕行每一个这样的半圆周都把量 f 带入 

1 . L 


^ arg G 一 P 


2： 


) ， 


其中是相应的根的重数\量 △ 


C 


arg 仏（幻就保持不变，因为在 CS 内部没有出 


* 实际上，在每个这种根《的邻域内， 

t _ P 3( z )_ 

P ^)~ 

而且半圆周是按顺时针方向绕行的. 


(z^ a) p 


\c 0 + c\(z-a) + ， c 0 ^0, 


留数理论的应用 


•373 • 


现新的 A U ) 的根.所有这种半圆周的半径趋于0,取其极限，我们就得到了需要的 
结果. 


例设多项式项族 


f ( z ^) = ( z 3 - i )^ + 3 az(z + 1), 


曲线 r 由下面的方程 定出: 



^ay 


+ 




y 


+ 


y 


就是说，代表一条笛卡儿单叶线(图 169) .在此 ， A =3， w 2 =2， m =0， PU ) = 



〖有一^个纯虚根 


z 


=- 2 •，一 个根 z = 


5in 



在左半平面上，故々 i 



T 


.公式 (24) 取下面的形式 


是 （Co ) = 



△ r arg(f 0 - ?) + 



2 • 


V 


II 


对于在分支 r 的右边的，第一项等于 


T 


(绕行曲线 


in 


/ >(0,3) 


3jt 


段工时 :给出 Asrg ( ^- 0 = - 绕行曲线段 II 时:0 


Z)(l ， 2) 


绕行曲线段 m 时: jit . 参看图 169); 因此，对于这种^有 

々（心 ）=1 .同样得到:对于环内的有々（6。）=0,而对于 
曲线 r 的左边的匕，有 H 6 o ) = 2.由此可见，完整地说明 
了根的位置. 

最后我们来讨论多项式 (19) 的一般情形.设 


D(2,\) 


图169 


P k ( z ) 


(k 


1,2,3) 


我们看岀，方程 f ( z ,^) 


U 



V 


) = u k ( x , y ) + iv k ( x 9 y ) (k = 1,2,3] 

0 与方程组 

i ( x , y )^+ u 2 ( x y y ) rj - u 3 ( x , y )= 0 , 
v 1 ( x y y )$+ v 2 ( x , y ) rj - v 3 ( x , y )=0 


(25) 


等价 • 


如前，我们将认为方程组 (25) 建立平面 



x +以 的点到 平面？ 


^ irj 的点的 


映射.解出有关 $与 7 J 的方程组，这种映射可写成显函数的形式 



U 3 v 2 


U 2 V 3 



A 


V 


幻3 


U 3 V Y 


A 


(26) 


其中 △ 




A ( z ) = u x v 2 


u 2 Vl ，为方程组的行列式.显然，使 duyo 的点 z 对应于 


完全确定的有限点矿 


0而至少有 (26) 的一个分子异于0的点 z (因此，第二 


个分子也同样容易断定)对应于点 f 



.最后，假若在某个点 



处， （26) 的分子与 


分母均为0,则（平面的整条直线对应于这个点 



(这种点与对应于这种点的那些 


在这种点，另外那一个分子也异于零，因为由 d = o 可以推岀 




，并且如若第二个分子等于零，即 







，则第一个分子也等 于零: 
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直线，我们将称做例外点与例外直线 r . 

(26) 的逆映射是不高于值的，因为对应于6的每一个点 Z ， 是多项式 (19) 在给 
定 f 值时的根. 


我们将说明映射 (26) 下是否保持序向的问题.为此，将方程组 (25) 对于 
来微分，视6与彳为 x 与^的函数， 

Uid^ + u 2 drj + + ~^r：dy = 0, 


X 



y 


c)x 


d y 


^ , 3V , <1V y a 

ac + v 2 ciri + + 






dU 


就 c /$ 与 drj 解出这方程组，并且利用柯西-黎曼方程 g 


clV DU 

d y ' d y 


DV 


，我们 


得到 



由此求得映射 (26) 的雅可比行列式为 



价，”) 

oc , y ) 



△ 


cm 


2 



dJJ 


2 


因而看岀 ：这雅 可比行列式的符号与△的符号一致.因此，若 △>()， 映射 (26) 保持序 

向：若 △<()， 它改变序向. 

如前，我们来考虑分解平面 C 为区域 DU ,〃 -々），且用 r 来表示这些区域的边 


界.显然，在方程 (26) 中令 


X 


0,可得 r 的参数方程.同以前一样，我们将认为对应 


于3；增大的方向是曲线 r 的正绕行.曲线 r 可以由几支组合而成.再者，有别于多项 
式 (20) 的情形，当绕行整条3；轴时，曲线的各段可能被通过若干次(不多于^次）.此 


这是当>轴上有例外点时 


外，曲线 r 可能包含例外直线一 
的情形. 

考虑曲线 r 的某一段 L ，且 假定： 当行经整条^轴时， 
它被经过 z 次，即，这曲线段对应于^轴上的 z 条线段 



5 2 


2 

o 


2 


tt u 

y [ yi 



1，2, 


■參 


，/)• 


假若 yiyz 的方向与: y 轴的方向一致，我们令 


e 


1;在相反的 


0 



O 



情形则令£ 
相反的情形令5 


1.若在 y ;% 上行列式 a > o , 则令5 
-1( 见图 170). 




1;在 


2 


2 


6=1 6=1 €=— 1 
6-1 6-—1 6=1 < 3=— 1 


假设点厂沿着某一充分小的路径连续地运动，自左向右 


图170 


* 在方程 (20) 的情形，不可能有例外点. 


渐近估计的方法 
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方向穿过弧 ？ i ? 2 . 这路径对应于在平面 z 上与 3 ；轴上的线段 y ;% 相交的 Z 条路径. 
显然，若>0，则对应的路径自左半平面走至右半平面，因而多项式 (19) 在它上面 
获得一个具有正的实数部分的根，而失去一个具有负的实数部分 的根; 在 e /,<0 的 

情形，正好与此相反.因此，我们 从曲线 r 的弧 匕 g 的左边转到右边时，多项式 （19) 
失去 SiS { + £ 2 心+…+ 个具有负的实数部分的根' 

利用这个结果，只需知道区域 DU ，〃 -幻中的某一个，我们便能求得它们的全体. 

最后，我们将举出属于威什涅格拉茨基的 例子： 

/( 之， f) = 之 3 + fe 2 + rjz + l. 

~ z = iy 且分离实数部分与虚数部分，得曲线 r 的参数 方程： 

6= A ，rj = y 2 . 
y 

这是双曲线勿=1的位于第一象限内的分支(图 171) .当行经整条^轴时，它被经过两次，同时，假 
若设对于下半条^轴来说^ = 1，对于上半条^轴来 
说 " = 2,则将有& — 1, £2 ~ — 1 - 再次，决定雅可比 

行列式的符号的行列式△，在^轴上等于 △(&) = 

- y ，所以^ = 1,^2 = - i . 因此，当从左到右通过 

弧 ？ i ? 2 时，失去 e，A + e 2 A = 2个具有负的实数部 

分的根.在坐标原点处6= 7 = 0,多项式具有形式 

z 3 + 1 = 0,因而有根 z x = - 1, z 2 , 3 = j(l 土 i ^/3). 

因此，在双曲线的下方的区域是 D ( l ，2)， 而在上方 
的那个区域是 D (3,0) ―稳定区域.为了检验起 
见，可取点 f = 7 = 3,在这个点处多项式具有形式 

之 3 + 32： 2 + 32： + 1 且具有三重根; 2： = - 1. 图 171 

§3渐近估计的方法 

在许多工程技术问题中，重要的是要有方法来研究所谓稳定状态.这些问题在数 
学上可归结为对于函数在较大变元值时的性质的研究，或者可以说，对于这些函数的 
渐近状态的研究.在此，我们将提出函数的渐近研究的某些方法.为了更详细研究这 
些方法，我们推荐 M . A . EBrpa ( J ) OB 的书 [ 7 ] . 

76 •渐近展开式 作为函数渐近研究的基础是用更简单的函数来替代这些函数， 
使得主要性质被保留下来，并且拋弃次要的性质.特别，自变量在某个延伸到无穷远 
的集合 M (通常在某一条通向无穷远点的曲线）上的值较大的情况下研究函数 
/ U ) ，最简单就是用在某种意义上接近于这函数的级数 

* 如若这个和等于0,则在弧匕？ 2 的两侧有具有相同指标的区域在多项式 (20) 的情形，这个 
和总是等于1,因此, r 的左侧的区域的数值 A 总是较右侧的大 1( 参看图 169). 
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来替代它.通常要求，用这级数的部分和 . s , U ) 取代函数 /( 幻时的误差，当％沿着 M 
的点趋向 00 时，是关于部分和的后面一 '项的 高阶无穷小量，亦即 

lim z f(z) - ^ 二 0* ， w = 0 ， 1 ， 2,… (2) 

一 2： 

由这条件当然不能推岀级数 (1) 的收敛性，但是，正如我们下面所看到的，甚至满 
足这条件的处处发散的级数也包含许多有关函数 / U ) 的渐近性质的有益知识. 

满足条件 (2) 的级数 (1) 称做函数 /( Z ) 在集合 M 上 的渐近展开式 ，并且级数与 
函数之间的这种联系可写成如下 形状： 


/(2：)〜<: 0 + ^ + 与 + “. + 与 + ." (3) 

z z Z 

在给定集合 M 上的函数的渐近展开式，如果它存在，则以唯一的形式确定. 

事实上，由条件 (2) ，在 ^=0 时我们求得 1^|/(2)-^ 丨二 0 ，由此确定 4 = 
lim/( 2 ： ) ;在 w = 1 时 

z~^°° 

lim z \ f(z) — c 0 — — =0 ， 

( Z 

由此 Ci = \imz\f(z) - c 0 1 ，一 般说来 

C n = lim 2 : ,, \f(z) ~ .v w _!(z) I ， w =0 ， 1 ， 2，.". （ 4) 

Z—^°0 

从另一方面，同一个级数 ( l ) 可以是不同函数的渐近展开式.例如，恒等于 o 的级 
数是恒等于0的函数的渐近展开式，同样也是函数在射线: T 〉0 上(或者甚至在 


扇形 larg z |< 寻 - a ， a >0 内）的渐近展 开式; 这可从对任意 lim x 、” =0中 

之 一 + oo 

看出. 

容 易证明 ，两个函数的和与积的渐近展开式，可由它们的渐近展开式对应项逐项 
相加与相乘而 得:若 

/“) 〜交 与， g ( z )- X ) 

w = 0 之 ，/ = 0之 

则 

Az )^ g ( Z )-± c ^, 以， 广.〜 。 •⑸ 

w =0 之 n ~0 之 

OO 

同样，容易证明，渐近展开式 的逐项求积分 规则是合法的 :假若 f ( z )- 2 ^ 

ti rr 9 ^ 


* 在这一公式和以后的公式中当 z — oo 时极限过程,当然是沿着集合的点完成的，我们不再对这一点作专 
门说明. 
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(即，当在给定的集合 M 上 z 


oo 时，函数 /( 幻是不低于二阶的无穷小），则 



/u) 办〜 S ^ W -卜 


⑹ 


渐近展开式的逐项微分 ，一 般地说，是不合法的 .实际上，容易看岀，在射线 x >0 


e~ x sin 〆 〜()，然而 ( 


± — x 

e j 

在射线 

例 ] 


e~ x sin e x Y = - e x + cos 〆 完全没有渐近展开式，因为 


X 


〉0上，当 

我们将求出函数 


"^OO 


时甚至这函数的极限也不存在. 


疒 OO X - t 

/( 工）= e —rdt 


在射线 x >0 上的渐近展开式.反复施行分部积分法(令“，广 A =办，等等) 求得: 



dt = 


X 


A + 马-… + ( — 1 (” ？) 』+ (_;[)、 

X X X 



dt 


对于余项(借助于分部积分法)我们得到估值 


n ! 


dt = 


n 


x 


-(w + 1) 


^ dt <^ 
t x 


由此 推得: 在采用前面的记号后 


X 1 | /( X ) - 


当: T — OO 时趋于0,所以 



V" 沿 〜+ - 4 + 马 —+ ( - l) n — n 

t x X X X 


+ 


所讨论的积分与特殊函数—— 积分指数函数 


Ei ( x )= r —dz 


⑺ 


⑻ 


有关，事实上，在变量变换 r = 


f 以后，显然，有 


Ei( — x)=— 



dt 



oo 


dt 


因此，由 (7) 我们有渐近等式 


— Ei (一 x ) 〜 Vl 1 — i +. 吳 


••參 


+ (- 1 ) 


nn \ 

n 

X 




⑼ 


U 


级数 (7) 和 (9) 是发散的，因为它们的一般项不趋于0 (对任何固定的 X ，当 〜 时比值^ = 


n_ 

X 


oo 


). 但它们仍然给岀函数的近似值，甚至对于颇小的 


X 


与 n 也非常地精确，例如，对于积分 


(7) 来说,以（10) =0.091 52给出具有精确到0._ 12的近似值. 

例 2我们考虑 误差概率函数 (参看第70目例 1) 对于的正值的渐近公式.首先，考虑函数 


f ( x ) = 



OO 


dt 


T 



oo 


d ( 


)= 


2x 2 



2 dt 

7, 


反复施行分部积分法 ，得: 


来 


当 X >1 时，积分理解为主值. 
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+ (— 1)， 


3 # 5*-*(2w 一 1 ) 


V 


% 


2Ji 


dt . 


对于余项(借助于分部积分法)我们得到估值 


% 


dt 


由此推得:当: T — OO 时 ， i 


In 


1 9 3 mmm (2 n ~ 1 ) 

T 


|/(. r ) - . v 2w i (了）1—0.因此 


〆 1 *3 … （ 2w - 1 ) 

- 产 2"H ’ 



2 2 1 
e r _t dt 〜一 


2 x 2 



3 


x 


2 


x 


1-3-5 

2V 


+ 




( 10 ) 


利用 


2 


出=/夸(参看第67目）得 



2 2 2 . r^r 

e r 1 dt = e r g 


2 



dt 〜 


V K 
^2 



3 


2 V 2 


+ 


x 


因而最后有 


er { x = 


丄 

V K 


广 o 

Jo 


dt 〜 1 — 


2 


77 


2 i ~2 



x 


1.3 


3-5 




+ 


x 


•) 


(id 


例 3 也可以对整数自变量 rz 的函数构造渐近展开式.在这情况下整数点的序列是集合 m 
作为例子我们考虑有关函数 


的零点通过接近于点 A 



f { z )~ sin z + ——， 

的渐近估计问题.作为第一次近似我们取 


( 12 ) 




7rn.tEz = 7rn + ei(n) 


代入方 g / UH ， 我们得到 ㈠ r sin e| M :0,由議 




-iy 


I 


izn 


+ 


o (^), 从而对；的第二次近似有形状 


Z 




-IV 



KTI 


o(i 

\ n 


随后令 


z 




-i) w 




e 2 U )， 并且由方程 / U ) = 0 我们得出 


(- l) w sin 


( — 1 )" 



702 


e 2 


( n ) } = 


7 TW + ( — 1 广 


— 1 



+ e 2 ( n ) 


用左和右两部分的近似表达式取代这两部分(考虑到 e 2 ( n ) = o (^)) ，我们求得 

(-軸 )士别^^] 3 ;-去十 ””； + #)， 

Ten 穴 72 」 7 rn tc n \n / 


i 3 _ 

3 ! L tzti 」 


^十 Dk 


由此 £ 2 (^) — 


7T 3 n 3 



(-1广 
~6- 



Oh 这给出了 ^的第三次近似 




Ten 



— 1广 1 


7 m 


7 r 3 n 3 



-\) n 

~6~ 



°w 


(13) 


这过程可以无限制继续下去，并且由于各近似值的误差是关于最后保留项的高阶无穷小，我们得 
到； 的渐近展开式. 
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最后我们指出，按自变量的负整数幂的形状 (1) 的级数是最简单的，但是不总是渐近近似的最 


方便的手段.拓广渐近展开式的概念，为了比较我们选取满足条件 

lim % 二0 

z 一 oo q n { z ) 


(14) 


的任意函数序列％ U ) 代替士，而为了近似我们选取任何满足 

z 


z^°° Q n \ Z) sr^°° 


2^00 


/^ n ( z ) 

Qn ( z ) 


>0 


(15) 


的序列 p n { z ), 


我们称级数 2 c „ M „( z ) 为函数 f ( z ) 的漸近展开式， 


0 


f ( z ) 


y ] c n ju n (z), 

w = 0 


(16) 


如果 


n 




1/(-)-S 

k = 0 


c k^k 


u)} 


0, n 


0 , 1 , 2 , 


(17) 


作为这种更一般的展开式的例子，我们研究微分方程 


y 



1- 


a 




y 


o 


(18) 


的解对于大的: T 的展开式. 


为了获得解的表示式，我们把方程写成形状 


y 


+尸 


a 4, 


X 


并且认为右边部分是已知的，我们利用微分方程教程中柯西公式 

rjr ^ \ 

y ( x ) = Aco&(x - a ) + a sin ( x — t) y dt 

Jx 0 t 

由此表示式看出，当 I — oo 时 : y (: T ) 是有界的.事实上，我们设 


(19) 


x o 


max 


\ y ( x ) I ，此时由 


(19) 得到 



M^lAl + UlM ^ 1 .<| A | + lalM ^, 


A 


由此 卜 U / a 和结论得证(数 A 可以认为是正的和任意大的）.由此可见，积分 (19) 在无穷 
远处收敛，因此在 (19) 中也可以取 ^o = ~. 

作为第一次近似我们取 


3 ；(: r ) = Acos(x - a ) + o ( l ) ; 

令 y ( x ) = A ( xs(x ~ a ) + ei (* r ) 并且把其代入 (19) ，我们求得： 


£i ( x ) = aA 


sin (x - t ) cos(t ~ a ) 


dt 

7 



°( 


X 


aA 

飞 



| sin ( a : — a ) + sin(x ~2 t + a )\ 


dt 

7 



°( 


X 
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- ^^sin(.r - a ) + o ( 


X 


我们得到第二次 近似: 


aA . 


y{x) — A cos (x — a) — ~ a) 



() 


X 


引人新的修正 e 2 ( x )， 我们由 （19) 求出 


X 


aA 



sin(x ~2t + 


dt 


a 


A 


a 


2 


sin( x — f )wsin( t — 


dt 


a 



o 


x 


aA / x a^A 


4 x 


cas(x — a) — — ~ tCOs(x ~ a) 

ox ^ 



0 ? 


我们用分部积分法变换第一个积分，第二个积分用 


角公式，余下的积分进入量 


() 


X 


2 


中.由此可见，我们获得第三次 近似: 


3^( 


X 


Acos(x — a) — ~ a) 

Lx 



aA 

Ax 1 


a 


1 — )cos (x — a) 





.( 20 ) 


近似可以无限地精确，所得展开式是拓广意义上渐近的，并且这里 


cos X 


a 



rnz 




2 


x 


X 


Qn ( 


X 


X 


77.越过法 


这方法用于在正参数 A 较大值下估计形如 


F(A) 



C 


<p(z)e 


\ r ( z ) 


dz 


⑴ 


的周线积分，其中 / U ) 和 pU ) 沿积分曲线 c 是解析函数，许多特殊函数、常微分方 
程和偏微分方程的解是形如 （1) 的积分，这样的积分会在解各种不同物理问题时遇 
到.这一点说明了越过法在复变函数论的应用中占据重要地位. 


我们从叙述特殊情况开始，这种情况要溯源到拉普拉斯，并且与形如 


f(a) 



(pit) 


e 咖 dt 


⑵ 


的实积分有关. 

拉普拉斯方法的思想十分简单.假定 /(£) 在区间 （ a ，6) 上有一个突岀表现的极 
大值.参数 A 的值愈大，这个极大值表现愈突岀，因此也清楚，在较大 A 下极大点的 
邻域给岀积分值中主要贡献. 

在证明作为方法基础的引理时，我们利用这个思想. 


引理设给定积分 


F(A) 



a 


(p(t)e 


-A/ 


a 


dt 


(0<Ca^°° >0) 


⑶ 


sin(jr ~2t + a) 


dt 


oo 


°( 


X 


) ，这可以用分部积分法确认. 
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其中函数 〆 ？）在|?|<2/1时表示成收敛级数 


( pit ) = t ^( c 0 + c、f + …+ c n t n + 


m m m 


)， 




并且对于某个 A 。 ， 


a 


0 


I〆 {) I 此时渐近展开式 


⑷ 


F ⑴〜 



n + 


A 


w + 


?i-0 


a 


成立，其中 r 为欧拉 r 函数. 


为了证明我们注意到，当 A > A n 时 


⑸ 





) e~ xt °dt < e ' ( A _ A o )/ia 


I 史 （，） I e~ X()t dt 


0 (e 


-(A - 又 o )A a 


0 (e 


-Mi 


)， 


因此 F ( A ) 


h 


( p ( t)e 


-A/ 


a 


dt + O ( e 


Xh a 


) .因为量 0 (e 


a 


)当 A 


oo 


时，比任何幂次 


(77 >0) 小得多，所以根据拉普拉斯思想，影响渐近展开式的只是毗邻极大值点 


的积分区间的一部分 (0 ，/ I ). 在积分的分出部分里作代换 Af 


T 


，然后利用，在 IH < 


W 一 1 


h 时我们有 < p ( t ) 


X ) + 0(，〃）以及对于任何夕>0和 c >0 


是= 0 



T 


/1 — r 7 /?— 1 一 r j 

e ar ^ r e dr 


v{p). 


我们求得 



( pit ) 


e 


- Xi 


dt 


a 




9 


T 


- 1 、 - - T Jl 

z a A a e dr 


A 


a 


2 


C k 

+ 是 + 1 


0 A « 



0 + 走 + 1 _ I _ _ / 

z a 1 e T dz + O (A 


W + 1 \ \ 

~). ( 6 ) 


最后我们注意到 



T p ~ l e~ T dz 


一 'h 


r(p) + Oie ~^ 


a 


因为对于任何 c >0, 令 r 


a 



c 


，我们有 



r 广 1 d 


e 



(cr + c) p x e^°da 


< e 



( 2 Wda + ( 2 a ) p ~ l e~ a da 


e 


c 


( AC P + B ) = 0 ( e~i 


因此，考虑到对于任意固定的 
状 


£ 


>0和 


n 


> 0 , 0 ( 


e 



OU — M )， 可以把 (6) 写成形 
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而按照第76目中的定义也就证明了渐近展开式 (5) 的正确性. 

积分 (2) 的估计归结为已证明了的引理.下列定理成立. 


定理1假设对于某一个 A 



b 


二 Ao 积分 (2) 绝对收敛，亦即 
\ cp { t )\ e ^ fU ) dt < M , 


⑺ 


a 


且 / U ) 在区间 U ，6) 的内点~达到自己的最大值，在它的邻域 U - 内 f ( t ) 
表示成级数 


fit ) 


f ( t 0 ) + a 2 ( t - t Q ) 2 + 


^ a n ( t ~ t 0 ) n + 


，(2 2 <0, 


⑻ 


并且存在 /i >0这样，在此邻域的外面 /( 


)-/(£)〉&•还假设函数£ 




0( r ) 在点 


x 


0的邻域内由方程 /(〜）-/ U ) = r 2 确定，并且在这邻域内 


^[^(r)]0 / (r) 




⑼ 


w = 0 


于是积分 (2) 有渐近展开式 


F ( A ) 



( pit ) 


e xfU) dt 


e 




7T 

I 


2 


ft 


Ci n ( 2 n ) 

y 4 n n \ 


( 10 ) 


首先我们指岀，如在引理中一样， F ( A ) 的渐近展开式由极大值点~的邻域决 


定.事实上，按照定理的条件 



1 0^ 8 


( p { t)e 


A [/(/ n )-/(/)] 


dt 





A 0, ( ， 0)e- (A - A 0 )A 



I ( p { t ) \ ^ A ° /(/) dt 


0 (e 


一 A/i 


), 


并且类似地估计沿区间 g 



5,6) 的积分. 


在余下的邻域 -5,^ + 5) 内我们令 f(t 0 )—f(t) = T 2 ，并且根据 (8) 我们找岀 


r 


~ t 0 ) 2 ~ a 3 (t - t 0 ) 3 -，由此 r 




(卜尤 o ) 


- a 2 ~ a 3 (t - t 0 )- ，…，按泰勒公式 


展开根式，我们得到级数 


T 


2夂 （ n 。)' 在点 r = 0 的邻域内这级数可以反演(见第 


n 


70目）,我们就得到 


t = ( p ( r ) = t 0 + c n r n * . 

n = l 

利用已经讲到的，在积分中作代换 = 



+8 


1 0~ 8 


< p ( t)e 


A[/( 


一 /⑴] 


ST 


dt 


一 8 


{ r)e 


一 Ar 


2 


dr , 


我们注意,， 


«2 


9 因此在展开式 (9) 中自由项 = \ = 9^(,0)'/ 


7 W ) 


7 W ) 



然后我们注意，在采取的精度下可以认为 y 








5/，为书写简单起见，表示 


{ t ) 


& ( r )， 我们得到 


一 8 


? i (0 


e 


-Ar 


dr 



一 8 


8 


( pi ( r)e 


-Ar 


dr 




(Pi(T)e 


一 ； lr 


dr 


[fi( _ r) + <Pi(T)]e 


一 Ar 


2 


dr 


(在第一个积分里用- 


r 


代 r ). 


现在可以应用引理，对所讨论的情况引理中/? = 0和 a 


2.因为根据 (9) 我们有 


cp x {~ t) + cp ^ r )^! 2 c 2 n T 2n , 


w = 0 


所以引理给出 


oo 


cpi^e-^-^dt- g c 2n r(n+^-)A- n -2 


余下是利用 r n + 




V 7T 


2 


4 n n ! 


(我们将在第七章中证明这个公式），于是我们 


就得到所要求的展开式 (10). 


定理1涉及的情况是，/⑴的最大值在区间 U ，6 ) 的内点上达到.类似地证明与 


最大值在端点的情形有关的如下定理. 

定理 2 设条件 (7) 满足并且 / U ) 在点 f 




a 达到最大值，在这点上解析，/ "( a ) 


#0, 并且存在 h >0 这样，在点 a 的某一邻域外面 /( a ) — f { t)'>h . 再假设函数£ = 
0( r ) 在点 r = 0 的邻域内由方程 /( a )_/ U ) = r 决定，并且在此邻域内展开式 (9) 


成立.那么 


F ( A ) 



b 


甲 （ t ) e xf ⑴ dt 〜 


e 


A/(a) 


a 



2 

n — 0 


n ! c 


n 


(id 


作为应用拉普拉斯方法的例子，我们考虑欧拉的 r 函数 


ru + i) 


x e 


X dx 


的渐近公式的推导.令 


x 


Af ，我们获得 


r(A + i) 




A a + 1 



x e^ Xt 


dt 




A 


X+1 e^ x 


e 


一 A (尤一 1 — JnZ) 


dt 


( 12 ) 


把定理 1 应用于最后公式中的积分，在定理 1 中 = 并且 / U ) 


-( ^ - 1 - In t ) 在点 


1处达到最大值_ . 我们限于展开式的第一项.按照382页脚 


2 


注*中的公式求出 c 0 = cp ( t 0 y - 公式 (10) 就给出 • 


误差包含在项 0( e _ AA ) 中. 


来来 


在任何 AoX ) 下定理的条件 (7) 都满足，因为积分 * 


e 




0 



0 


t k oe ^ x o (t ~ l) dt 收敛 
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F ( A )= cp { z ) e xlU) dz (1) 

J c 

的值基本上由积分路线 C 的那一段决定，在这一段上 I 二严 /u) ， 亦即 Re f ( z ) 
在这一段与 C 的其他部分上的值相比很大.同时这一段愈小和量 Re /(z) 落下愈陡 
峭，积分估计就愈容易，按照上面所说，在应用越过法时，努力把积分路径 C 形变成 
更方便的路径£，根据柯西定理，利用这样的形变不改变积分的值的结论. 

为了几何上说清问题，我们设 z = 2 + &，并且把 

a=Re f ( z ) (15) 

表示为空间 U ，： y ， W ) 中曲面 S . 因为函数 W 是调和的，所以 S 不可能有极大值点和 
极小值点，而使 / U )=0 的点将是它的越过点(鞍点见图 172). 



图172 


正如已经说过的，对估计最方便的积分路径 C 至少应在有积分估计的最大值的 
地区内，在每一点应当以 Re / U ) 的最快变化的方向通过，而因为函数 / U ) 是解析 
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的，所以这方向应当与曲线 Im f(z)= const 的方向重合.由此可见，路径£至少在对 
估计积分最实质性的地区内，应当与等值线 Im /( z ) = const 重合. 

进一步，路径£应当包含点，在这一点上 Re / U ) 达到这函数在£上的值中 

最大的.我们证明 /' ( 2 ： o ) 二0.换句话说，曲线 Im f(z) = const 的点，在这点上 

Re /( 2 ：) 达到最大值，是越过点. 

事实上，在点 A 上 Re / U ) 沿曲线£的导数应当是等于 0 ，^Re / U )=0, 而因 


为在6上 Im /( 



3 

const ，所以石 Im f(z) 


0,因此 


/(z 0 )=^Re f(z) + i ^Im f(z)-0. 

这样，在把越过法应用于积分 (1) 时积分路径 C 应当形变为经过越过点的路 
径£，并且在此点的邻域内沿着最大坡度的曲线101/(幻= 0)1^行进*(图 172). 

注 1上面所述的要求不太大的精确性.从调和函数的性质(第41目定理 8) 推知: 
越过点％的邻域被 Ref(z) 的等值线分解成 2 / 2 个扇形 ( tz >2 ， n - 1是/ ） 的零点 

的重数)，在这些扇形的上方曲面 S 交替地高于或低于在点处自己的切平 

面.等值线 Im / U ) = oonst 在点％的邻域内被分解为 n 条曲线，它们各自沿着上面所 

提到的扇形的平分线的方向通过点 z 。. 我们就选取这些曲线中的一条作为 C . 

注2 如果曲面 S 有 n 个越过点，那么作为£通常应当选择经过最陡峭的越过 
点的路径.其实，在一般形式下解决有关越过点的选择问题远不是简单的，并且必须 
在每一个具体问题中单独讨论它. 

我们指出保证应用越过法有效性的一个重要 情况： 因为沿曲线£我们有 

arg e f(z) = Im f(z) = const , 所以积分 (1) 的估计化为对 一 个实函数的积分的估计，这 
个实函数可以按照拉普拉斯方法引入. 

这个注使我们能够利用包含在定理1和定理2中的结果，这些结果在叙述拉普 
拉斯方法时被证明过.正如已经讲到过一样，函数 / U ) 和 pU ) 被假设在某一个区域 
内是解析 g 数.首先我们考虑这样的情况，就是积分路径 C 可以形变为经过越过点 
^的路径£，其中/(^)二 0，/ U Q ) 关0,并且在&的邻域内与最大坡度的曲线 

Im f(z) = const 重合，并且在 C 上这邻域的外面 Re f(z)<Re f(z 0 ) - h(h >0). 

此外，我们还假设，积分 (1) 对充分大的 A 值绝对收敛. 

在这种情况可以根据定理1来进行积分的估计.事实上，设 z = zU ) 是周线 C 
的方程，显然，我们有 

F(X)= <p(z)e xAz) dz = e XilmjUU)] (p[z(t)]e XReJ{zU)] z (t)dt , (16) 


* 人们把越过法也称做最大坡度法或鞍点法. 


a 
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而且问题化为估计形状 (2) 的积分，而这种积分的展开式由公式 (10) 给岀. 

写出这展开式的第一项.为此我们表示 < p [ z ( t )] z / ( t ) = ^>( t ) ,Re = 

fit )， 于是根据公式 (10) 我们得到所要求的项 

争 （d 〜， (17) 

J a Y 八 

其中^为函数只 MORXr ) 的展开式中的自由项，它可按照381页的脚注 * 中的 
公式求出.我们有:& U 。） = pU 。） 〆 （〜 ） ，并且，由于沿着 C ， 

f [ z ( t)]=Re f [ z ( t )] + ilm f [ z ( t )]= f ( t ) + const, 

所以 

7\ t 0 )= ^ 2 /[ z ( t )] = f ( z 0 ) z /2 ( t 0 ) 

ut t = t Q 

( 在 £ = ~ 时项 /U ⑴ V ⑴二 o). 由于这一个值是负的，所以令 〆（〜）= 々/，可以 
把它写 成形状 T\t 0 )=-\f ( 之 0 ) U 2 • 由此可见， 

|/( 2 2o) |- 

并且把所求岀的值代人 (17) ，然后代人 (16) ，我们就得到要求的公式 


F(k)^e 


Kf(z' 





7x' 


(18) 


如果在周线 6 上有几个越过点，在这些点上 Re / U ) 的值都接近于最大值，那 
么应当取所有这些点上的表达式 (18) 的和. 


积分周线在越过点 A 处结束的情形，可用完全类似的方式导向定理 2. 
作为应用越过法的例子，我们求整阶数 n 的第一类圆柱函数的渐近公式 



(见第 7 0目公式(⑷）•这里…）二 ^ r ，/ U ) = | 卜-音 






因此存在同一等值线 Re /( z )=0 的两个越过点= 

土 /，并且按照上面所作的注，需要考虑两个这样的点.我 
们有史（±0= Tfe ; lW2 ，/(±0 = ±“1/(±01 =1•经 

过越过点的等值线 u=Re /( z ) = 晉 (1 — j ) = 0由 

圆周 kl = l 和直线 x = 0 组成，最大坡度的曲线的方向应 
当是关于这条曲线的平分线.还要考虑到〃的符号的分 

布，它指明在图173中，我们找到^ =_，0 2 = |.由此可 



见，按照公式 (18) 我们得到所要求的渐近估计. 


图173 
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人⑴〜 卜 “ A -”lO + r( A - 令晉 ) ” 々 ^| C os(A —n |- 晉 ).(20) 

进一步应用越过法的例子将在第七章中引入. 

78.母函数法这方法的思想是，为了获得某一个函数的渐近估计，把这个函数 
换成另一个(母函数)按照某一个辅助变量是解析的函数. 

方法的最简单的版本属于达布 ( Darboux ) (1878) ，并且这个版本能够求出对 w 

的值很大时函数 AU ) 的渐近表达式，这些函数 /„ U ) 是通过母函数 
公式 


F(Z 9 W) = 2 fn(z)w n ( 1 ) 

w = 0 

定出的(参见第70目中的例2、3、4,同样也可见第七章第93目）. 

设把 FU ， w ) 视为 w 的函数时、其在级数 (1) 的收敛圆的圆周上的奇点是已知 
的，为简单起见我们取这圆周为 | w | = 1.假设还知道了这样的函数 


F k ( z , w ) = 


oo 

2 fAz)w n ， 


w = 0 

使得当接近于圆周 I w I = 1时，差 F ( z ， w ) - h u ， W ) 收敛于 t 
可微的函数.于是，在展开式 


( 2 ) 

= arg vu 的一个次 


F ( z , w ) - F k ( z , w ) = 2 (/„ ~ fnk)e int 

中的系数 /„ - 尨 是 p 次连续可微的函数的傅 i 叶系数，所以按傅里叶系数的已知性 
质+有： 

limn ^ 1 \ f n ( z ) - =0. (3) 

n—^°° 

因此，函数 / d ( 2：) 给出了对于大的 W 值的/„(2：)的近似式，当指数愈大时近似得 
愈好. 

作为达布方法的应用的例子，我们来求出对于很大阶数 n 的勒让德多项式的渐近表达 
式.对于这种多项式来说， 


F(ZyW) = 



V 1 — 2 zw 



w 


2 


(4) 


(参看第70目例 2) .为简单起见，假设 z 是实数且 -1< z <1， 令 z = cos i ，0<£<; r ， 于是 
1 - 2 zw = 因此函数 (4) 的泰勒级数的收敛圆是圆 I w | < 1,而点 w = 

，"是 奇点. 

取双值函数 (4) 的由条件 



- 

— e 2 


Vi - 


Tit 



(5) 


分出的那一个分支，其中在右端的根式表示当 w = 0 时等于1的那分支(即可用二项式级数表示的 


* 参看菲赫金哥尔茨《微积分学教程》第3卷. 
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那分支”.我们来得出这分支按 w 


的幂次的展开式，有 


F(z 9 w) 




犯一 〆 ’ + ( 〆 一 P lt ) I T 


ZV 


W 


2sin 



w 


T 


2sin 


oo 


v ^ VW — 

W w ^ 


(zv ~ e ( ) n 了 

(/ 一 e ft Y ， 


⑹ 


其中 G 


(_ l )"1.3〜（2 w — 



n ! 


r 


是二项展开式的系数.类似地，有 


F(z jiv) 




3 . oo 

下 ▽ 

9 - C,1 

zsin t n - o 


(zv — e u ) 


"、/ 1 -了 


it it \ N 


Y • 


⑺ 


设 


F k (z,w) 


2sin 





v ~ 0 


^ ni ( w~e if y 2 

e (e — k —e“y 


⑻ 


于是，差 F ( z ， w ) - f ^( z ， tc ;) 在圆周 Iw 




1 上将 是个々 次连续可微的函数.事实上，这对于点 


w 关/"来说是很明显的，而对于 w 


士？/ 


，例如，对于初= z 来说，这可从差的按照 （ w 〆 ） 的幂 


次的展开式是由 （w 开始的(这从展开式 (6) 与 (7) 便可看出）而推出. 

为了要找出展开 (8) 为 u ; 的幂级数时的系数，我们用公式 (5) 来替代 （ w - 
(8) 的一般项可写成形式 


V 


2 . 于是级数 


V 


^4 


W 


K • 


U 


(t 


+ 7 T )/ (1 



it ) w - - j 


it \ v- 


按二项式公式展开 (1 - 


tit 


v 


(m 

+为级数 



^ • 
_ T 717 

e 4 


—i ~ v{t ^ n)i ( 1 XSJ€ ) 


/ —it i 


_ 

i 


it ， 

~e ) 


( 1 - 


zve 


± it 


T = 


^ / i \« i itn n 

2 _i ( _ 1 ； c m e w y 


n = 0 


经过初等变换后，得岀展开式 (8) 中 u /' 项的系数为 



"々 （ 之 ） = - 


2 


sin 


v (-ir 

^ C ^ H (2 sinO v 



7 C 

4 


(1 +2v) + 


n 


T 


t , 


⑼ 


这便给出了对于大的 72 值的尺 U ) 的渐近表达式.限制于第一项，得出所求的渐近表达式 


PAz ) 


2 




sm 


3...(2 n — 1 ) 

2*4**-2 w 



j~( n 





2 


( 10 ) 


按照公式 (1) 构造母函数的方法远非唯一的.对于不是整数的而是连续地变化的 
变量的函数常常应用，譬如 ，积分交 换方法，这个方法是用函数 F (/0( 母函数)取代 
函数/⑴， F ( p ) 由公式 


F ( p ) 



C 


K(t , p ) f ( t)dt 


(ID 


决定，其中 K ( r ，/0 为给定的函数(积分变换的核).最经常的是应用具有核 
二 ei (拉普拉斯变换）、二 〆 _1 (梅林 ( Mellin ) 变换) 的变换等等.下一章将 


(拉普拉斯变换）、二 〆 一 1 

专门讲其中第一个(特别请看第88目）. 


来 


从所取的条件推 知:当 w = 0 时表达式 (4) 的分母等于 1. 



[78] 


§3 渐近估计的方法 


•389 • 


在这一章中将证明，在拉普拉斯变换情形函数 / U ) 通过自己的母函数 F (/0 由 

公式 

/ ⑴二 ^ F(p)e /H dp 9 (lO 

Z7H J a~i<x> 


决定，其中 F (/0 是复变数 P = s + 七的函数，在右半平面 Re p > X >0 上是解析的， 
积分沿着铅直线 U:Re 二 A 来 取，？ 是个正的参数.在这一章的最后，我们将指出对 
这些积分寻求渐近表达式的方法. 

用 L 来表示由沿负 s 轴的割痕的两岸与围绕点/> = 0的一个小圆周所组成的那 
条曲线.用瓜与表示曲线 il 与 L 的这样的部 分:对 于它们分别有|/>| < i ? 与 


Re />> — ]?，且用 G 表示圆弧：|/>|二 i ?， Re 户 <A (图 174) •此外，我们 假定: 


1) 函数 F (/0 在负半轴有割痕的平面上，可以分出 
一支单值的分支； 

2) 分岀的这分支仅具有有限多个奇点，且在圆弧 C & 

上当 i ?— 00 时关于 arg —致地收敛于0; 

3) 沿 L 的积分当 r—oo 时趋于 0. 

在这些条件之下，对于大的 f 有 

/(O^SreslF(^)^}, (12) 

其中的和式是对于 F (/0 的所有具有非负的实数部分的奇 
点来求和的. 

实际上，根据留数定理有 





2 m 



F(p)e pt dp = S(t), 


(13) 


其中 SU ) 是函数的全部留数的和(我们可取 i ? 适当大使图174中的周线 
包含所有的奇点）.按照第73目中的若尔当引理，从条件 2) 得 出：当 J?—oo 时，沿 Q 


的积分趋于0 (参看在这引理的证明后的注）.因此，等式 (13) 取极限时具有形式 


= ^ ^ n F(p)e pt dp = S(t) ~ ^F(p)e pt dp. (14) 


但当 r 很大时，和式 3 U ) 中属于 F (/0 的具有负实数部分的奇点的各项，由于因子 
I ， I 很小，所以都非 常小; 而按照条件，沿 L 的积分也很小，因此便得出 （12). 

作为例子，我们来求下列积分的渐近表达式 


/( 工，0 = 



2?r£ J A-f°° 


pe ^ 


y 


+ 2ap 


(p~ ico)y p 2 + 2ap 


dp. 


(15) 


其中 a , v ， o ; 都是正的常数(这积分在连接没有漏损的长的线路于电动势上的问题中遇到，它 
的渐近表达式给出在这线路内的稳定状态——参看下一章的第87目）.在此，如若把平方根 


7/> 2 +2吵理解为在沿 s 的负半轴有割痕的平面上是单值的那一分支，它对于正的值是取正值 
的，则条件 1) 与 2) 当* r >0 时成立.为了证明它满足条件3)，令辦=1因此周线 L 变为同一形状 



•390 • 


第五章函数论在分析上的应用 


的周线 L ' 因而我们 将有: 



由这式子直接看 出:这 积分当〜时趋于 0. 

因此，所说的方法可以应用，因而被积函数在极点处的留数给岀了积分 (15) 的渐近表 

达式 

f ( x , t ) = -r m (16) 

V 2aico ~ a/ 



第六章算子法及其应用 



在18世纪中，许多数学家(其中在俄国有，例如,瓦谢科-扎哈尔钦科与列脱尼 
可夫_ ) 从事于所谓符号演算的研究.在这种演算的基础上，把数学分析构建成在符 

号 p = f t &胁变 》) 上进行讎 瓶餘统 •働口，函 = 綠綱表 

示为用符号/ 作用在上的 结果; 具有常系数的线性微分方程 L [ x ] = a 0 x u) + 

at 

a l x (n ~ l) + … + 的左端，可视为符号 L ( p ) = a Q p n + a x p n ~ l +…+ a „ 作用于 x 

的 结果; 积分运算「可视为符号丢的应用，因此有去 .1 = 「 d t = tA ^ = 

Jo P PUp 



对于解决有关线性微分方程的各种问题，符号演算显得十分便利.英国电机工程 
师赫维赛德 ( Heaviside ) 把符号演算有成效地应用于电工学中的计算，在19世纪大大 
地促进了它的普及. 

为了说明赫维赛德的方法，我们举简单的微分方程 

X — x — \ 

在始值条件 1(0) = 0下的解为例.把求微分换成用来乘，则微分方程换成方程 


* 参看 BameHKO - 3axap^eHKO ( CHMBOJiHMecKoe HCMTHCJieHHe h npHjioxceHHe ero k HHTerpHpoBaHHio JTHHeHHbix 
AH44®peHAHajTbHbix ypaBHemift 》 （基辅， 1862). A. B. JleTHHKOB Teopwi flH^^epeHUHpoBajrosi c npoH3BOjTHWM 

yica3aTejieM (莫斯科, 1868). 
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戽 - x = l ， 由此工七，_在形式的变换之后， 



注意麵酿于符号»麟删，最后得 



l + t + 




+ 




edt — e ~ 1 . 


关于所得的解的正确性，可经直接核验而证实. 

可是赫维赛德毫不关心到他所采用的方法的根据，于是在许多情况下，达到错误 
的结果.符号法，或如同现在称呼它的，算子法的基础，只在这19世纪的20年代才由 
布朗维奇与卡松给岀，他们把这种方法同复变函数论中众所周知的积分变换的方法 
联系起来，这种积分变换已被柯西、拉普拉斯和别的数学家成功地利用过.这时，符号 
(算子 )/> 得到了新的解释，如同复变量 p = s + icj 一样，同时算子法本身也得到新的 
解释' 

例如，假设我们要从某一个在微分或积分符号下包含实变数 f 的函数: rG ) 的方 
程中，找出这个函数: rG ) 来.解决这问题的算子法可归结成下列几个步骤:1)从想 
找的函数变到复变量户的函数 X (/>) —— x ( r ) 的“ 像”; 2) 对像 X (/>) 施行与那 
些对 xG ) 上施行的已知运算相对应的运算，——得到关于 X (/>) 的“算子方程”.这 
时，对像上的运算比原来的运算简单得多.例如，求微分对应于乘以变量 p ， 求积分对 
应于除以 f 等等; 3) 对于来解出所得到的算子方程，这通常化为简单的代数 
运算; 4) 从所求得的像 X (/0 变换到像原函数^(〖），这便是所求的函数. 

算子法的应用可以同对数运算相比拟，在对数运算中：1)从数变至 对数; 2) 在 
对数上施行与那些在数上进行的运算相对应的运算:数的相乘对应于对数的相加，等 
等; 3) 从所求得的对数重新回归到数. 

在这一章中，我们将说明算子法的基本原理，并且说明它在分析与数学物理中的 


各种问题上的应用. 


§ 1基本概念与方法 

79.拉普拉斯变换** 我们把满足下列条件的实变量 f 的任一复函数/(0,称为 

像原 函数： 


* 在最近，借助于泛函数分析中所发展的一般的算子理论，算子法又得到了其他的严格根据.我们将不讲到 
这个.可参阅，譬如, B . A . ZIHTKHH 和 A . n . npyATTHKOB [ ll ], 近来波兰数学家 [12] 给出算子法十分独特和简单的 
见解. 

〜彼得•西蒙•拉普拉斯 (1749-1827) 是法国数学家、天文学家、物理学家. 
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1) 函数 / U ) 在整个 t 轴上，除了在 / G ) 有第一类间断点的个别点之外处处满 
足赫尔德条件，且在 t 轴的每一个有限区间上，那种点只可能有有限多个.这意味着， 
对每一个 f (除了上面指岀的例外点外)存在正常数 A 和 心 ，使得 


\ f(t + h )~ f ( t )\ ^ A \ h\ a , ( 1 ) 

对一切&，|/1|</1，成立. 

2) 对于所有负值的 G 函数 

3) /⑴不比指数函数增大得快，即是说，有这样的两个常数从>0，&>0存在， 
使对于所有的 f 都有 

\ j '( t )\< Me s ^. (2) 

数 . V U 我们叫做/(0的增长指数，对于有界的像原函数，显然可取 ,0-0*. 

从物理应用的观点，条件 1) 与 3) 是不需要注释的——对于大多数的用来描述物 
理过程的函数 / U ) G 解释为时间），它们显然被满足.条件 2) 骤然看来好像是人为 
的.可是应该指 岀：算 子法是适应于可归结到已知初始值条件下解微分方程的那些问 
题的.在这些问题中观察开始的瞬间之前，有关过程的进程的全部信息都包含在初值 
条件中，这开始的瞬间自然恒可取为时刻 f = 0 .因此，条件 2) 在物理上也完全是自 
然的. 

所谓单势函数 

,、」1，当，>0， 

V ⑴叫0,当，<0 

就是最简单的像 原函数 •显然，函数^⑴乘以 ) ，便“消减”了这个函数的 关于 〆 
0的部分，而对于 t >0 的部分保持不 变:假 若函数 〆 〖）满足条件 1) 与 3) 而不满足 
2)，则乘积 


f(t)= Yj(t)<p(t)= | 广 )’ 


当 ^>0, 
当^<0 


就将满足条件2 ) ， 也就是说，它是个像原函数(例如 7 f ) sin W 7 U 7 ( 0 #等 
等).为书写的简单起见，我们将照例略去乘数 V (t), 一劳永逸地 约定: 所有我们将讨 
论的函数，对于负值的〖都等于0 (例如替代将写1，替代 ^(Osin ^只写 

sin 等等) . 

由关系式 


F ( P )= r Me-^dt (3) 

Jo 

所定义的复变量 p = s + ia 的函数，叫做函数/(0的像(依照拉普拉斯的说法），这里 


* 如果趋向更精确的估计，那么作为增长的指数取这种使得 l / U ) Ui 当时保持有界的数 s 的下界 


更好. 
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的积分是沿着正半轴来取的.“函数 / U ) 具有自己的像 F ( > )” 这句话，我们将用下 
面的记号来表示％ 

注意，赫维赛德的方法在于把函数 /(£) 转变到函数 

F ^( p ) = p r f ( t ) e ~ pt dt 9 

Jo 

这是在卡松的工作之后弄清楚的. 

因此，赫维赛德的像，同拉普拉斯的像相差一个乘 数户. 

附加的乘数的存在，使赫维赛德的方法接近于电工学中应用另外一种符号方 
法，可是它在某一些计算中，引入了不适当的复杂化.此外，拉普拉斯变换更自然地与 
著名的傅里叶积分有联系，这种积分同样广泛地被应用于数学物理（参看第88 
§ r . 基于这些理由，我们将处处考虑拉普拉斯变换，而不考虑赫维赛德变换. 

定理1对于每一个像原函数 /( r )， 像函数 F (/0 在半平面 Re 户>5。上都已确 
定，其中以是 / U ) 的增长指数，而且 F (/0 是在这半平面上的解析函数. 

实际上，当 Re 户 二 s ^时，由于不等式 ( 1 ) ，积分 (3) 被收敛的积分控制 

~^dt 

故积分 (3) 绝对收敛.再者，在任意半平面 Re 上，从积分 (3) 对于 > 求微分 

而得到的那个积分是一致收敛的，因为它也被一个与无关的收敛积分所控制， 

<「 Mte ~ ( s ^ s o )t dt = , ^ (5) 

Jo (s^so ) 2 

由此，根据第16目中的定理4,我们得到结论 :函数 F (/0 在半平面 Re /上的每 
一个点处都具有导数.定理已经证明了. 

注 1拉普拉斯积分（3)，一般说来，只是在半平面 Re f >&中定义像函数 

F (户），正如我们在下面看到的一样，在大量实际问题中像函数的定义域要比这个半 
平面宽广得多.因此我们考虑像函数过直线 Re p = ^的解析延拓，并且将利用在相 

应的拉普拉斯积分收敛的半平面中建立起来的不同像函数之间的关系在这种延拓下 
保持的事实(参阅第25目）. 

注2如若点趋于无穷远，使得 Re 户= 5无限制地增大，则汽户）趋于0，即： 

Hm F (/))=0. (6) 

这个论断可直接从不等式 (4) 推岀/ 

由此推得:假若/ 00 并始终保持在任何一个角 - | + 5 <arg p <^- - d 的内 

* 也有使用记号 II 及其他的记号的. 

** 最后，读者在以后的叙述中将会看到，拉普拉斯变换的性质更为 对称: 像原函数的每一种性质对应于像函 
数的类似的(“对偶的”)性质^—参看性质 in 与 w , v 与 yi ， i 与观，11与}[. 
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部，其中 S >0 可以任意小，则 F ( p ) 


0.并且，这收敛性对于 arg p 来说是一致的.特 


别是，如果 F (/0 在无穷远点是解析的，则沿任意路径户 
F ( /?) 就应该在无穷远处有零点. 


⑺时，0.因此， 


拉普拉斯变换的性质我们将于下 




目阐明，而现在来谈一下如何导出由其像来 


确定像原函数的公式(算子法的第四阶段，参看392页）.我们将首先给岀这公式的不 
严格却是构造性的推导，以后再引入严格的证明. 


考虑积分 


fit) 




2 m 


P 



⑺ 


是沿着直线 Re 户 


a >0,从下向上来取的.我们还用(^与来分别表示圆 周丨户| 


= R 的位于直线 Re 
的端点（图 175). 



的左边与右边的部分，用 



ib 与 a + ib 来表75 C K 与 C ' 



a 


假设 ◊() •由于当 尺 —。 o 时， 7 对于 arg 户来说一致 
地趋于0,故按第73目的若尔当引理(公式(4))， 


a+ib 


C R 


Cr 


lim 





c 


P 



0. 


因此，从柯西的留数定理有 


a+ib M 



-ih 


P 






P 



2 m res 




P 


2 ni , 


a-ib 


当 i ?— oo 时取极限得 


图 175 


fit ) 


lim ^~ : 

b-^ooLKl 


， a+ib pi 

、〜 a - ib P 



U>0) 


如果 f <0, 则仍按若尔当引理(第 73 目的公式(5))， 


lim 







^ P 



0, 


而按柯西定理 



a+ib M 



一 ib 


P 


dp 





c D P 



0, 


由此当 1? 



时取极限得 


fit ) 


a + ib 



— 

上 7CI J a^ ib P 



0 


G <0) 


因此，积分 (7) 是单势函数 

显然，若在 (7) 中用 f 



^a-r I 

" J a^t 


来替代 ^ 其中 

a +/oo b{t- t) 


T 


是个固定的数，则我们得到函数 


在 (8) 中代入 


T 


Tl 


2 ni 


，然后代入 


P 



0, 


当 t<T ， 
当 t>T. 


⑻ 


r 


r 2 > r t ，且从第一个积分减去第二个，我们得到阶 
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梯函数的表示式 



当 t < T i9 

当 T l <t<T 2 , 

当 t>X 2 . 


完全同样，我们可用积分来表示出在图176中所示的那个阶梯函数 



其中 = 1 - e p 〜 = Ar ,- { ~^ P ^ … （ Ar , = r , + 1 - r ,). 现在假 

若增大 w 使 max Aq 趋于0,则与是等价的无穷小量，因而在公式 (9) 的大 


括弧中的那个和，与积分相差极小，在极限时就变为这积分.自然期望，在极限时我们 


将得出函数/(〖)在区间(0，)上的积分 表示： 

1 广 a+/°° pr ] 

fit) = e ㈣ f(T)e^dz\dp. 

^0 7CI J a — i°° J 0 ) 

让 r 趋于 oo , 并且用 

F ( p )= f f { r ) e-^dx (10) 

Jo 

来表示函数 /( d 的拉普拉斯变换，在极限时我们 
便得到所求的用其像来表示像原函数的表达式 

1 p a +1 00 

/(0 = ^7 e fit F ( p ) dp . (11) 

ZfTTl J a ~|Oo 



图 176 


公式 (11) 是公式 (10) 的“反演”，即是说，用 / ⑴的像 F (/>) 来表示函数 / ⑴.完全同 
样， （10) 也可视为 (11) 的反演，所以公式 (10) 与 (11) 称做反演公式(拉普拉斯）. 

现在我们引入精确的结果. 

定理 2如若函数 /(?) 是个像原函数，即，如若它满足条件1)、2)、3)，且汽/0 
是它的像，则在 /(£) 满足赫尔德条件的任何一点〖处，等式 

1 pa + i °° 

M = ^ e pt F ( p ) dp , (11) 

7 TZ J /oo 

成立，这里，积分沿着任一直线 Re f 二 来取，并且理解为是在主值意义下的' 

事实上我们考虑积分 

1 fa+ib 1 fa + ib r °° \ 

fb ( t ) = nzr e pt F ( p)dp = 7 y ~： f { r ) e~ tK dr \dp 

J a —ib 乙冗 I J a— ib J 0 J 

(参看公式 (10)) .由 于在半平面 Re p>a 上，积分厂 /( r ) dr 对于/>来说一致收 

Jo 


* 即是，当 6—00 时沿着线段 ( a -必 ， a +仿)的积分的极限. 
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敛(参看定理1的证明），故可改变积分的顺序+，因而我们得到 


M 0 


a + ib 


^~: /( t)c1t e 

J 0 J u - if ， 


M / 一 r ) 


dp 


71 


广 oo 

At) 

Jo 


e 


(/- r)sin b(t - r ) 


r 


dz 


ai 



TV 





l 


(我们作了置换 
我们得到 


T 


6) •设 g (0 


fit ) 


e 


at 


，并且考虑到对一切 ^<0^(0 




0 , 


fh ( i ) 


at 



g(6^0-^(0 sin 


7T 


贼 + +/(，) 




( 12 ) 


在第二项中积分 


这是欧拉积分(见第73目例2)，在任何6 >0下它等于; r ， 


也就意味着第二项等于 f ( t ). 为了证明我们需要的关系式 limA U ) 

厶 — oo 

下要证明， （12) 式中的第一项在 6—00 时趋于 0. 为此我们需要 


/ U )， 因此剩 


引理 


12) 式中的第一项在 6— oo 时趋于 0. 为此我们需要 

对于任何在区间[〜⑺上可积的函数 cp {^). 


lim 



cp { f )vsin = 0. 


事实上，如果 〆 $) 在 [«， ⑺上连续可微，那么一切可通过分部积分来加以证明 


当6 


oo 


时, 



史 （ f)sin 66^6 


史 （？) 


a 


cos 

~~ h ~ 



a 





COS 


a 


b 


拉 d " • 


如果 〆 幻表示任何可积函数，那么对于任何£>0,总可找到连续可微函数 私⑻， 

使得 



a 


\ < p (?) ~ 炎<音. 


而此时 



< p($)sin b $ d $ 


a 



i ( p (^) - < p e ($)\sin b 诚 + 


< p e ($)sin b 诚， 


a 


a 


其中右边第一项，对一切6,绝对值不超过 


£ 


T 


(因为 | sin 6$|<1)，而第 


项对于充分 


大的6 (按照刚才证明的)也小于引理得证. 



为了结束定理的证明，固定£>0,并且把公式 (12) 的第一项中的积分分成三个 

g(g + 0-g ⑴ sin 贼 



B 


g (6 + t ) - g ( t ). 


一 J3 







+ 0 • 


l$l>B 





—g ⑴ 


\^\>B 




这里第二和第三项是收敛积分，因此其中每一项按绝对值可以做到小于 i ，只要把数 


* 这可从分析中熟知的定理直接推出.参看，例如, ^ I ^ HXTeHrojTfcA , 卷 n ,733页. 
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B 选得充分大.在第一项中 sin 鉍前的因子在区间[_ B ， B ] 上是可积函数，因为根 

据赫尔德条件在 f -0 的邻_内我们有 _ 

g (^ + t ) - g ( t ) ， A 


其中《>0,因此根据引理第一项绝对值在一切充分大的 6 下都将小于由此推出 

limr 二客 ⑴ s in 贼 = 0, 

6*~ ^°°J —oo S 

定理完整地证毕. 

从已证明的定理直接可有 

定理 3像原函数 /(£) 的值，除了在它的间断点处之外，完全由它的像 F (/>) 所 
确定. 

实际上，按照刚才所证明的定理，像原函数在它的连续点处的值，可按照公式 
(11) 用它的谭 F (/0 来表达.像原函数在它的间断点处的值，显然不影响它的像. 

我们还要举岀使给定的复变函数 F (/0 是某一个像原函数的像的充分 条件： 

定理 4如果函数 F (/0 在半平面 Re 上是解析的，在任意半平面 Re P > 

pa+ i°° 

a > s 0 上当 I 夕 |— ⑺时对于 arg /> 来说一致地收敛于0,且积分 F ( p)dp 是绝对 

J a— i°° 

收敛的，则 F (/0 是函数 

/( o =2^7 r +i£W 办 (id 

^7Cl J a-i°° 

的像. 

实际上，我们取定某一数值 p 0 , Re 外〉 a ， 于是由 （11) 推知 

r^oo p a +1 00 

= e ' p ^ e pt F ( p)dp dt . (13) 

Jo J o J a — i 沈 

由于在内部的积分中， = a + 七，办=… ，因此可以将因子，拿出到积分号的外 
面，而留下的积分 

广 a+t°° (^00 • 

e t < n F { p)dp ^ | F(a + ia ) | da . 

J a ~ 1 00 J—00 

由此 看出: 这个积分对于 £ 来说一致收敛，因此在公式 (13) 中可交换积分顺序.我们 
得 







2 m 




F ( p)dp 




一以 dt 


一 1 


2 ni 


與办， ⑽ 


因为，由于 Re( " 0) < 0 ⑽内部的积分收敛，并且等于成再者，由于定理中 

的条件，在圆弧: \ p \= R,Re P>a 上 有:当 i?— ⑺时, maxi F (/ >) | =地―0,因此 
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因而当〜时这积分趋于 0. 由此推 得:在 （14) 中的积分直线可用由与从上到 
下通过的线段 U + ib，a — 必)所组成的周线来替代 





F ( p ) 
P _ Pa 


dp 


(改变绕行直线的方向，摆脱公式 (14) 中的符号“-”）.而在周线^^的内部，解析函数 
^- 只有一个奇点 P = Po , 而且是一个具有留数 F ( 九 ） 的一阶极点，因此 

P PQ 




0 


e- p ^f(t)dt^F(p 0 ), 


这正是所要证明的. 


现在注意:当 t <0 时，按若尔当引理 


lim 


R 


c 


e pt F ( p)dp = 0, 


K 


因此在公式 (11) 中的积分直线可用前述的周线来替代.当^<0时我们得到 


L e pl F ( p)dp = 0 9 

2 ;n J c ; 

因为被积函数在内是解析的.因此，关于像原函数的条件 2) 已经满足.再者，从 
(11) 有 


1/(01 <J-e ai \ \F(a^~ ia)\d(j = Me al , 

JL 7C t — oo 

因此条件 3) 也被满足.我们将不详细叙述条件 1) 的核验. 

80 .拉普拉斯变换的性质 在此，我们将举出一系列的简单命题，它们构成了算 
子法的工真.首先，注意到拉普拉斯变换的两个简单的例子％ 


1 = 


P ， 




P ~ Po J 


( 1 ) 


它们可直接从它的定义得岀(前一目的公式 (2)). 

其次，我们以后将处处用••来代表像原函数，而用 F ( /> ) ， G ( /0 
来代表它们的像 


HP ) 二 \°° fiOe ^ dt , G ( p )= f giOe ^ dt ,-. 

0 0 

直接从积分的性质可 得出： 

工. 线性性质对于任何两个 (复) 常量 a 与/?,有 

af ( t ) + ( ig ( t )^ aF ( p ) + ^ G ( p ). (2) 

例如，根据这性质，从公式⑴立即得出关系式 


来 


在这里，1与依照我们的约定分别表示彳(£)和 
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类似地，有 


sin cot = 




(3) 


cos cot 


p 


•/ + ⑴ 2 , 


sh cot 子 


CO 


p 2 - 


CO 


2 


ch cot ^ 


P 


n • 相似定理对于任一常数 《> o , 有 




p 

a 


实际上，令故 


r 


，有 


p 2 - 


0) 


2 




f(at)e^ ^dt 


a 


1 


f{r)e^ aT dT 


F 


a 


P 

a 



(5) 


m . 像原函数的微分法 
/^ u )， 是像原函熬，则 

或 


如若函数 / U ) 在 ^> o 时连续， /(?), 或更一般地， 

/(t)^ pF(p)-f(0), (6) 


广)⑴# p n F(p)~ 7 ⑻- p tl ~ 2 f(0) - 严― 1 ) (0) ， (7) 

其中/^ (0) 理解为右极限值 lim 严 （ t). 

广一 ► + 0 

实际上，过渡到像并用分部积分法，有 


/ ⑴ # 「 f(t)e- pt dt = [f(t)e~ pt ]o+P f /⑴ n 

Jo Jo 

由于 Re 户有 1/ ⑴厂 A 因而第一项在代入 £ = oo 后给出0,代 

入£ =0后显然给出-/(0广 . 第二项等于，因而公式 (6) 得证.应用公式 (6) 
两次，便得出 

= (^)]'^ p[pF(p) - /⑻]- f (0) = p 2 F(p) - pf(Q) -/"⑻， 

如此类推. 

特别是，如果/(0)=0,则 

/(t)=pF(p) 9 (8) 

因而像 原函数的求导，归结到用 P 乘它的像 (参看本章的引言）. 

对偶* **于性质 m 的是性质 

IV . 像的微分法像的微分法可归结为用来乘像原函数，或者，更一般地， 

F {n \p)^(-\) n t n f{t). (9) 

实际上，由于 F (/0 是在半平面 Re 上解析的函数，因而它可以对/>来求 
导数_，因而得 


* 显然，/(0)应当理解为右极限值，左极限值总是等于 0. 

** 参看394页脚注 • 

在积分号下求微分的可能性是这样推得 的:所 有积分 (10) 在任一半平面 Re /上对于/>来说都一 
致收敛.也可以利用第16目的魏尔斯特拉斯定理. 
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F \ p ) 


tj \ t ) e ~ l > l dt , F \ p ) 


— M dt ,…， 


F (>,) ( p ) 




(-1)， 


t " f ( t ) 


e 


,H dt , 


( 10 ) 


这与公式 (9) 等价. 


作为性质 IV 的应用的例子，我们指岀，从关系式 (1) 可推得 


. n ! 


n ! 


p 


w + 


fe ^ 1 ^ -—— 

(P-PoV 1 


(id 


而从公式(3)， (4) 有 


^sin cot 


2 pco 


tcos cot 


二 p 2 - co 2 


V . 像原函数的积分法 


( p 2 + co 2 ) 29 — - - ( p 2 ^ co 2 ) 2 ' 

像原函数的积分法归结到用来除它 的像: 


( 12 ) 



/ 


0 


/( t)dt ^ 


, F { p ) 

p 


(13) 


(参看本章的引言）. 


首先，容易验证，函数 g ( t ) 



I 


0 


f { t)clt 与/(〖）一起是像原函数，就是说，它满 


足第79目的条件1)，2)，3).于是由公式 (8)( 这公式可以应用，因为 g ⑼ 


0) 有 


/⑴ 


g ( t )^ pG ( p ) 


这样，对于 /(/) 的像有 F ( p ) 


〆 ；(/?)，由此 


G ( P ) 




F ( p ) 
P ， 


这便是所要求的. 

对偶于性质 V 的是性质 


VI . 像的积分法 


fit ) 


如果积分 F ( p ) dp 收敛，则它可视为函数^^的像 

•J h t 


M 二 



F { p ) dp , 


(14) 


(像的积分法，相当 于用？ 来除像原函数）. 


实际上，我们有 


F ( p)dp 


dp 





e 


^dt. 


假定积分路线 ( p ， oo ) 全部位于半平面 Re /上，我们得到内部的积分的估计 



f ( t ) e' pl dt 


<M e 

Jo 


一 （a — s n )l 


^ l dt ， 


从这显然可见，对于 p 来说它是一致收敛的.所以我们可交换积分的顺序 



F ( p)dp 





e 




dp 


fit ) 



^dt 
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所得到的等式与公式 (14) 等价 


来 


例 


我们有(参看 (1)) 


e 


at 


e 


p~ b p~ a 


应用性质 VI ，得到 


e 


bt 


at 


e 




p 


P — b p 


h ) dp= 


In 


p — a 

p — b 


(15) 


例 2 从公式 (3)， 应用性质求得 


sin t 

t 




dp _ 


K 




P 


l + p 2 


2 


arctan p = arccot 


再应用性质 V ，便求得正弦积分的像 


si t = 


sin 


dt ^ 


o 


arccot p 

~~P ~~ 


(16) 


1. 滞后定理 对于任一正数 r ， 


fit - r)^ 


e 


^Fip) 


(17) 



(像原函数的具有滯后 r ， 相当于像乘以因子 

(图 177). 

因为当 t < T 时 /G - r ) =0,故作变量代换^ - T = t,)§Mm 


图177 


f(t-r)= 


oo 


f(t — z)e ^dt 


0 


f(t,)e- p(t i +T) dt,= 


e 




F(p) 9 


这正是所要证明的. 

寻找在不同区段上由不同解析表达式给出的函数的像时应用这定理特别方便 


例 


求图178中所表示的阶梯函数的像.显然有 


f(t) = A\rj(t) ^ rj(t- t)+ rj(t ~2 t) + -**| ， 


因此按滞后定理 


f(t)= A 


P 



P 


e 


pr 



P 


e 


一 2pt 


+ 


_ 參 _ 


因为 I = r " < 1 ，在右边是收敛的几何级数，所以 


/( ^ )^4 


P l-e^ 


A 

2p 


+ cth 


PL 

T 


例 2 周期性的矩形脉冲函数 g (0, 其图像表示在图179 中 ，可写成如下形式 


g{t) = A \ rj{t) ~2rj{t - r) + 2 々（ 之 ~2r) - 


• • • 


因此按滞后定理 


g(t)^ A 


2 


P 


P 


e 


- pr 


+ 


-e' 2fir -- 


P 


A 

J 


-2 


e 


pr 


+ e 






(18) 


(19) 


周期性的三角形脉冲函数其图像在图 179 中用虚线表出，等于 


0 


g ⑴出.因此按性质 V 得 


来 


注意,从我们的讨论可得出积分 


fit) 


eidt 的收敛性. 


0 
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吣十 f . 


( 20 ) 



图178 



对偶于滞后定理的是 

1 . 位移定理对于任一复数九， 

e ^ f ( t )= F ( p ~ p 0 ) (21) 

(对像作“位移”九，相当于 用 〆〆 来乘像原函数）. 

我们有 

e^f( t )= f f(t)e — b、 h dt 二 F(p_ p Q )， 

Jo 

这就是要证明的. 

这条定理使我们能按函数已知的像，求得这函数乘以指数函数后的函数的像，例 
如： 


e Xt sin cot 


CO 


(p + A ) 2 + 


乏 ， e Xi cos cot 


P 



A 


(/? + A ) 2 + co 2 


e 


Xi m n 


n ! 


• (P + A) w + 1 . 


( 22 ) 


81 .乘法定理 表达函数乘积的像原函数与像之间的联系的命题，在算子法中占 


有特殊地位. 


IX . 乘法定理(博 雷尔） 两个像 F (/0 与 G (/0 的乘积也是像，并且 


F { p )- G { p )^ 




0 


f{r)g{t~ z)clr. 


⑴ 


实际上，在公式 (1) 的右端的积分是个像原函数 :条件 1) 与 2) 很明显，要证明 
3)，可注意如果取数值^等于 / G ) 与的增长指数中的较大的，则 


f(T)g(t - r)dx 




< M 


e 


Vo 


( 卜 r) 


dr 


Mte $ ^ 1 . 


由此有 :积分 (1) 不超过某一个常数乘以 ^ (i o + e )/ ，其中£是任意小的正数. 

现在考虑积分 (1) 的像： 
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f(r)g{t - r)dr ^ 



e^dt 

J 0 


f(T)g(t - r)dr. 


在此，右端是一个二重积分，分布在平面 G ， r ) 的扇形 S 上（图180)，因为当固定^ 
时，对 r 的积分是自0到 r = r 而取的，然后 r 自0变动到 oo . 由于当 R e 户>以时，这 

二重积分绝对收敛，因此可以交换积分的 顺序+ ，并且我们得到(并令 q f - r 来替 
Rt )： 


0 


f(v)g(t — 



f{r)dr e~ pt g(t - r)dt 


f{r)e~^dr 


g(t l )e-^dt l =F(p)G(p), 


这正是所要证明的. 

在公式 (1) 的右端的那个积分称为函数 / U ) 与 g (d 
的卷积_，用记号 

(/* g ) = f ( r ) g(t — r)ch (2) 

Jo 

来表示. 

定理 K 断言: 像的乘积，等价于像原函数的卷积 

F ( p ) G ( p ). ⑶ 

在应用时，乘积定理的下述推论很有用，这推论与须要求 
出乘积妒 (/0 G (/0 的像原函数的情况有关.利用像原 



图180 


函数的求微分规则(上一目的公式 (6)) 和已经证明的乘法定理，我们得到所谓的杜阿 
梅尔 ( Duhamel ) 积分： 

pF ( p ) G ( p ) = f (0) G ( p )+\ pF ( p )~ f (0)\ G ( p ) 

# f (0) g ( t ) + f ( z ) g(t - r ) dr . (4) 

Jo 

根据卷积的对称性质，这积分也可写成形状 

pF ( p ) G ( p )^ f (0) g ( t ) + g { r ) f{t - r)dr , (5) 

Jo 

而变换函数和 G (/0 的作用导出公式 

pF ( p ) G ( p )^ g (0) f ( t ) + g { r ) f(t - z)dr 

Jo 


= g(0)f(t) + 



- r)dr. 


应用杜阿梅尔积分的例子将在下面给出(见第 84 目及以后）. 


( 6 ) 


* 参看，例如， OHXTenrojibfl ， 卷 HI . 

料 注意卷积的对称性质 (/* g ) = U * /)，这是容易证明的 :在卷 积的定义中以 T 1 = t - Titr 即得.它也可 
从当交换 F ( p ) 与 G (/0 的地位时 (3) 的左端不改变而推得. 
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我们来举岀对偶于乘积定理的 定理: 


X . 定理 


设已给定了两个像原函数 / u ) 与#(0,其增长指数分别是 


与 


则它们的乘积也是像原函数，且 




2 m 



i 


F ( q ) G(p - q ) dq . 


⑺ 


其中 



〉 •、■ ，且 Re p > . v 2 + “ • 


实际上，乘积 / U ) g (0 显然满足关于像原函数的条件 1)-3) .它的像是 





0 





dt • 


取 a >. v , ，且按反演公式来代换 f ( t ) 


/⑴ g 




a^i 


F ( q ) e li clq \ g { t ) e' l>l dt 


2 ni 





F ( q ) 



gU ) 



一 （々一 V ) 


clt \dq 


(由于绝对收敛性，交换积分的顺序是合法的）. 


假若还设 Re p > s 2 + a ,则将有 Re ( p ~ q )> s 2 , 因为我们有 Re q 


a ， 所以内部 


的积分可用 


W 来替代.定理得证. 


还要注意，由于 a 可以取成任意地接近 


，故函数/⑴ g ⑴的像定义在半平面 


Re 户〉 •、•上，其中 .v 


+巧是 /( OgU ) 的增长指数. 


在1935年苏联数学家 A . M . 艾弗洛斯证明了非常有用的 


广义乘积定理 


设已给定了像 F { p )^ / U ), 与两个解析函数 G (/0 与 


q ( fi )， 使得 


G ( p)e 


^ l ( p ) 


^ git 



⑻ 


则 


F [ q ( p )] G ( p ) 


0 


f(T)g(t;T)d 



⑼ 


实际上，右端的像是 



0 


f(z)g(t ； T)dr^ 



^dt 


0 



0 


f(T)g(t ， T)dT 





g(i 



供 dt 


(我们假定，可以交换积分的顺序）.但内部的积分是 gG ; r ) 的像; 因此按公式 (8) 可 
写成 



0 


f(r)g(t;r)dT ^ G ( p ) 



f ( r)e 


</(/0 


T dr 


G ( p ) F [ q ( p )] 9 


来 


我们不表述定理的条件.从这些条件应当 得出: 所需的函数都是像,且可交换积分的顺序(参看证明）. 
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这正是所要求的. 

注特别是，如果取9(/>)=户，则因而按滞后定理， 


T 




r ). 因此公 式⑼采 取形式 


F(p)G(p)^ 


f(T)g(t — z)dv 




0 


f(r)g(t 


T)d 



mT > t 时，由于像原函数的条件 2) ， 有 g ( ? - r ) = 0) ， 因而与公式 a ) —致.由此可 
见,艾弗洛斯定理实际上是乘积定理的拓广. 


我们来举出艾弗洛斯定理的一些应用例子. 

例！设 G ⑷ =为， 心 )=# .函数可根据反演公式求得 


g ( t ; r ) = 


2 m 




r/p + ptdp 

/p 


考虑由下述曲线所组成的周线 :线段 U - 必 ， a + f 6)， 圆周丨/>|=只的弧与 cri 割痕的两岸 


I ， n ，与圆周 c r ' Ap \ 


(图 181) .在这周线的内部，被积函数是 


解析的和单值的(为确定起见，我们将设 



<arg / ><tt) •所以按 


柯西定理，沿线段 U _ ib ， a + 必）的积分可用沿周线的其余部分 
的积分来替代(积分的方向在图181中用箭头标出）.由于 r >0. 


故在弧 C ' R 与上当只—⑺时函数 


/p 


0. 因此，按若尔当 


引理，当£>0时, 


vfp 



'Tp 


的沿 G 与 G 的积分当只—〜时都 


趋于0,因而可写 



a+ib 


Vr 


1 


h—ib 


g ( t ; r ) 


lim 


2 m 


在边岸 i 上有 



= 


-zfp^pt 4 P + + 

Jp J c r J n 

1^，在边岸11上有/> 


图 181 





4 x . 因此， 


iv/jc 


J 


dx 

孟， 


n 


xfx 


dx 

i^fx 


显然，沿 G 的积分当 r -0 时趋于0,因为 


<#27 rr . 因此 

vr 


g ( t ; r ) 







2 


4 x 



tu 



vudu = 


17 


V 7 Tt 


(我们令 





u 2 ，然后利用泊松积分已知值，见第 73 目的例4)，即是说 


tip 


4p \Tki 


^0 

r 

7? 


( 10 ) 


来当 f <0 时，在图 181 中沿着用虚线表示的弧的积分趋于 0. 用类似的讨论可证明，当 f <0 时 g (“ r ) 


= 0. 
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现在假设像原函数 F (/>)= / U ) 是已知的.考虑到关系（10)，我们按艾弗洛斯定理直接可求得 


F (^ p ) 

~7 V 


的像原函数 


F (/ Z )= 


\/~7 tt 


f^OO 2 

f(r)e ~^dv. 
J 0 


( 11 ) 


例如，设 F (/>) 



P 


(« >0) ，按滞后定理求得 f ( t )= V ( t - a ) M 而公式（⑴给出 


a/p 


P V~Kt ^ « 


Tt dx 


丄， 


(Ijc 


2/7 


我们利用 ：当 r < « 时 7 ( r - «) = 0 ，然后令 


iTl 



.利用记号 


erf x 


2 

V 7 T 


dx , 1 — erf 



Erf 


•z 


( 12 ) 


且考虑到 erf 


OO = 


(见第 70 目），我们可以把最后那个公式写成形式 


a/p 


P 


- 1 - erf 


a 


2 ft 


= Erf 


a 


2 /t 


(13) 


例 2 设 G(p) = -^ ， p) 

人 (277) 来求出 


含.函数 沁; 吟 f 可借助于相似 定職公 y 


； r ) - J 0 (2 y 7 r ). 


公式 # J fl (2/7) 将于下目*得出. 


艾弗洛斯定理给出 




0 


/( r ) J 0 (2 v ^7 r ) t / r . 


(14) 


特别 ，令/(0 = 



，得出 = 参看第80目（4))，^+)=^.因而公式 (14) 具有 


形式 



0 


Jo(2^/7^) 



rdr = 


P 



(15) 


注意到第80目的公式 (3) ，得到含有贝塞尔函数九的下述关系式 



0 


/o(2\/lr) 



Tdr = s\n r . 


(16) 


82.展开定理 


在此，我们将证明某些与展开像原函数或像函数为级数有关的定 


理.在第一个定理中，我们将假 定:像 F (/0 在无穷远点处是解析的(按第79目的注， 


这时 F ( 



0) .并且 证明： 在这种情况下，像原函数可以找岀，形式上取为函数 


F (/>) 在无穷远点的邻域内的洛朗展开式的各项的像原函数的和.考虑到第80目中 
关于 fi 的负幂的像原函数的公式(11)，我们可把这定理表述为下面的形式： 


I . 第一展开定理 


如果 F (/0 在无穷远点处是正则的，且在它的邻域1/>1>尺 


参看第82目的公式 (4) ，九 是零阶的第一类贝塞尔函数，见第70目，也可见下一章. 
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内有洛朗展开式 




( 1 ) 


则 F (/0 的像原函数是(乘以 V ( t ) 的）函数 


fit) 


2 


c k 


-i 


1 (k - 1 )! 


⑵ 


这时， / U ) 是一个整函数. 


为了证明，令 P 


Q 


和 F 


Q 


^( q ). 函数 ^>( q ) 


2 c〆 在圆 | <7 K 及内是 


k-l 


解析的，因此由第17目中柯西不等式给出 

\ c k \< MR k . 

从所得到的这些不等式，对于任何(复数) r 得 


1 /( 01<2 


C k 


t 


-1 


1 


(k 


-D! <MR S 


( R \ t\) k 



MRe 


RU\ 


由此推得•.第 一 ，级数 (2) 对于所有的复数 f 都收敛，亦即，它是一个整 函数; 第 


二，对于 


的所有的正值，1/⑴因此，函数+ 的确是个像原函数. 


由于级数 (2) 在任何有限圆内是一致收敛的，我们可以把它乘以 ，'然 后关于^自 
0到任何了>0逐项求积分.如果这时 Re p > i ?. 也就可以对£从0到⑺进行逐项积 
分.利用第80目的公式(11)，我们便得到需要的展开式 (1) .定理得证. 

注也可以证明其逆命 题:如 果像原函数具有形状7(〖)/(〖），其中/(0是个整 


函数，满足不等式 I /⑴I < M〆 。 
远点处是正则的. 


UI 


(即是，/⑴具有有限阶），则它的像 F ( p ) 在无穷 


例 考虑展开式 


F(/0 = 严“ = 


是= 0 


( — 1) 是 



P 


n 


+ 1 


由于 F (/>) 在无穷远处是正则的，且在那里有零点，故按定理1可形式地变到像原函数 


P 


是=0 


(一 1) 
"TT 


k 


{n + k)\ 


fit ). 


在右端的级数使我们联想起圆柱函数入的展开式(参看第70目公式 (13)). 为了把它化到这个函 


数，令 


2 


T 


，于是 


fit ) 



T 


\« °° 


- 1 ) 


k 


+ 2 务 





k )]^ 


= (j Jn (27 T ) 


因此，我们有 


] n ( 2 / 7 )^ 


p 


I 


⑶ 


特别，当 





0 时 


io(2/7)=# 


p 


⑷ 


我们还要举出所得到的公式的某些推论.从关系式 (3) 按反演公式得 
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3人 （2/7) 


2tci 



1 


P 


^TT| 


e 




■ 

l } clp. 


2 


在这里代人 2/7= I •与（当固定 r 时）/> = ，还考虑到，由最后那个代换，只将积 

分直线在右半平面上作平行移动(因为4>0)，我们得到 




I 


2 ni 


e 




)dp { 

mH + I 

Pi 


⑸ 


(与第 70 目的类似的公式相比较）.现在令右半平面 Re P ,>0 在 
这时变为割去了射线 （- z 〜， - 0与 G ，/ 〜）的/>平面.为了阐明积分直线的像 L 的 


这时变为割去了射线 ( 

特征，令户 ，二 re 叩， p 二 


s + ia ,于是 


T 




cos cp 


a 


2 





sin (p 


在积分直线 Re /? 


%上有 rcos cp 


a 


，于是曲线 L 的参数方程是 


2 


a 


cos (p 

a , 


a 


2 


.sin 2 <p 


其中.从第一个方程 看出： L 位于在 s = a 


/ 


2 


2 


T 


a 


a 


与， 


a 


2 


a , 之间的那个带形内，且当 p 


土 f 时有垂直的渐近线.第二个方程显 示：当 f 自 


f 变到 f 时， a 自-⑺变到 00 ,且只有在…充分大时(这可以在不失一般性下假设 


TC 


的)方可能是单调的.因此，曲线 L 具有在图182中所示的形状. 


在作代换/> 


2 


Pi 


P 


，P 






p 2 + 1后，关 




系式 (5) 变成 



⑴ 




2 m 



e 


dp 


p 2 ^ 1( p + 


P 



l) n 


( 6 ) 


(我们仍写 


替代 r ). 由于被积函数只在点 ± f 处有奇点 


(分支点），且曲线 L 具有在图182中所示的形状，故我 


们可用直线 Re p 


a 〃>0 来替代 L ， 而不改变积分的数 


值.回忆起反演公式，我们得出圆柱函数的像 


Jn ⑴ — 


/?2 + 1 (/) + 


p 2 + iy 


w 夕 2 +1 - py 


p 



a 


L 


a 


图 182 


特别，对于零阶的圆柱函数有 


(7) 
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/o(0--7=f= - (8) 

V p 2 + l 

对于一类重要的像函数容易得到像原函数的级数展开式，其项对应于像 
的奇点. 

也就是下列定理成立. 

1. 第二展开定理设函数 F (/?) : l ) 在某个半平面 Re 中是亚纯的和正 
则的; 2) 存在圆周族 C „: |户| ，凡〈只 2 〈… ㈤ ，在这一族上 F (/0 关于 

arg 户一致 收敛于 0;3) 对于任何 a > s 0 , 积分 [" +， °° F ( p)dp 绝对收敛•于是 F (/0 

J a~ i°° 

的像原函数是 (乘以 rj ( t ) 的）函数 

f ( t )= 2 resF ( p ) e pl , (9) 

^ Pk 

其中留数的和是按函数 F (/>) 的所有奇点 九以 它们的模的非降次序取的. 

事实上，在所考虑的条件下可利用第79目中的定理轳，根据那个定理 F ( p)M 

函数 

1 pa + 1°° 

M = 士 e pt F ( p)dp (10) 

•Z7TZ J a-i°° 

的像. 

用 C '„ 表示圆周 C „ 在直线 Re P 二 a 的左边的部分，用 a ±必表示匕与这条直线 
的交点，并且用厂„表示由线段 (a _ f 心 ， a + ibj 与 所组成的闭周线，而且以逆时 
针方向通过的.因为按若尔当引理，当 r <0 时 

f% 

lim e pt F ( p)dp = 0, 

一 J c 、 

所以在〖>0时代替 (10) 可以写 

fit ) \ e pt F ( p ) dp . (11) 

n-^ooZKl J p 

n 

应用柯西留数定理，我们得出 


其中和是按函数的位于 r „ 内部的^有奇点取的，而这也就是需要的结果. 


推论如果函数 F (/0 


是一个有理分式函数，并且分子中多项式 A (/>) 


的次数低于分母中多项式 B (/0 的次数，那么它的像原函数是 (乘以 〆 £)的）函数 


I 


fit ) 








1， 


( 12 ) 


* 在这里当/时 f (/>)— o , 只是按照某个圆周族，这没有给本定理的证明带人实质性的改变. 
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其中九表示 F(/0 的极点，而仏是它们的重数并且和数是按所有极点取的. 

事实上， F(/0 是像，是直接从拉普拉斯变换的线性性质和根据有理分式函数分 
解成最简单分数的定理(第80目中公式 （11)) 推出（见第71目）.公式 （11) 的正确性 
由若尔当引理推出，因为〜时0,引理是可用的，因此公式⑼也成立，在 
公式 (9) 中用有限和代替级数.余下的事是利用第23目中的在极点处计算留数的公 
式，我们也就得出所要求的公式 （12). 


特别，如果的所有极点都单极点，那么公式 (12) 就简化为 


Mp) 

wp)' 




k=l 


B ，（ p k ) 


(13) 


(我们利用在单极点上计算留数的公式.在右边部分中的因子彳 U) 我们根据所采用 
的条件可舍掉）. 

在应用(主要在电工技术应用）中这个公式的一种变形是重要的，这种变形是与 
有形状如 F (/0 二的像的情形有关的，其中 A(p) 的幂次不高于 B(p) 的幂 
次，并且有不同于0的单根.在这情况下代替(13)，显然，我们有 


A(/Q =A(0) 

W(P)' W) 

其中和是按 B(/0 的全部根来取的. 


I 




k = \ 


A{p k ) 

p k B'(p k ) 


e t>k 


(14) 



如果多项式有实系数，则对于它的每一个复数根有一个复数共 


-1 


轭根，事实上， 

B(p) = a 0 (p) N +a t (p) 

此外，如果多项式 A ( /0也有实系数，那么 


+…+ a 


ciop N + ^iP ? 


+ 


+ a 


B(p)=0 


A 

w 


皆 ' 


A(p) 

W(p) 


e 


并且，因此对根/ = A 和户 =A 计算的表达式的和将等于 2 Re 


B\p) 


B'p k ) 


由此得出，如果多项式 A(/0 和 B(/0 有实系数，则公式 （13) 可以表示成形状 


Mp ): 


Mp k ) 


Mp k ) 


V ^ vFk; + 2Rp V 


e Pk 


(15) 


k 


其中第一个和遍及到 B(/>) 的全部实根，而第二个和遍及到带有正虚部的全部复根. 

注2公式 (13) 的对应于根 p k ^ s k + %的每一项可以表示成复振动形式中所 

写的 


I cos a k t + /sin a k t (. 

由此清楚，对应于实根 (A =0) 的是非周期振动，对应于带有负实数部分〜的复 
数根的是阻尼振动，对应于纯虚根 (^=0) 的是调和振动.如果所考虑的系统不容许 
具有无限增长的振幅，正的实根或者带有正实数部分的复数根一般不可能存在. 
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对于这些系统容易写岀与稳定状态相对应的振动， 

/ ⑴ =2Re ； 2^^^ V (16) 

其中求和遍及到带有正虚部的所有纯虚根九 = 事实上，在我们的假设条件下所 
有根的实部是非正的 ，& <0 ， 而对应于负^的振动的振幅按指数法则趋向于0 ， 并且 
不进入稳定状态. 

应用展开定理的例子，我们举岀在下面一些目中. 

83.例补充 在本目中我们将引入一系列关系式和定理，它们在用算子法作业 
时很有益处. 

(1) 极限关系如果 /(?) 与自己导数/(0 — 起是像原函数_且孖(户)句^)， 

那么 

limpF ( p )= f ( 0 ), (1) 

p—oo 

其中在角 I arg p \ - S 内部 /> — °°， 并且/(0) = lim f ( t ). 此外，如果存在 

Z /— + 0 

lim /(，）= /( oo ), 则 

►OO 

limpF ( p ) = f(oo). (2) 

/) 一 0 

其中 p — 0 在同一角内部. 

事实上，关系式 (1) 直接由#(/>)-/(0)是由 /( r ) 的像推出的，也就意味着，根 
据第79目中的注在 ^- oo ,| arg 时趋向于0,为了证明关系式 (2) ，我们 

注意到，由 lim / ⑴的存在推岀函数 / G ) 的有界性.因此，可以取^=0和定义 

/—►oo 

在半平面 Re p > 0 内.按照拉普拉斯变换公式，对于任何 p 9 Re />>0,我们得出 

^ f / ( t ) e~ pt dt = pF ( p )- f ( 0 ). 

Jo 

因为在/> = 0时左边部分的积分存在，而在角 | arg p \< j ~ S 内它关于户一致 
收敛，所以在后一关系式中当在此角内 p - 0 时可以趋向极限，并且在极限时 

^ /( t)dt = limpF ( p )- f ( 0 ) 

J 0 p 一 0 

这与 (2) 等价. 

关系式 (1) 与 (2) 对检验用算子法进行的计算是有益的.例如由第80目中的公式 

(22) ，在 A >0时我们得岀 lim e~ Xt sin cot = lim 7 — — i 二 0. 由 （16) 式 : si 0 = 

p-*o ( /> + A ； + co 

* 如果 B (0)=0, 在 (16) 式中还进入了常数项 

料 这个 te 制条件的加入只是为了让证明简单，但是它不是负担过重的，并且在实际中通常是满足的. 
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limarccol [) 


() .由 （18) 式: /(0) 


r 一 争 OO 


lim 


一令 oo 


以1切 h 与 


2 


2 


A 等等 


(2) 分数幂的像 


按欧拉的 r 函数的定义，对于任 




个 


a 


>—1 有 


r(a + l) 




t Ll e 1 dt 


(参看第 74 目例 8) .设户 


r ' 是右半平面 - f 上的任意复数.在上面这 


个积分中，引入复数的积分变量 


(1 


P 


来替代 G 得到 


ru + i ) 二户 


a + 


q e 


A / 


dq ， 


其中积分路线沿着射线 L：argg 


a 来取.在圆弧: |g 




]? ， — a < arg g < 0 


上，令 


尺#，于是有 



q a e^ N dq < R a 



e 


一 rRaisia^ (p) 


Rdcp 


由于在这里 《 



p 是在 0 与 a 之间变化的，故 cosU 



W 保持大于某一个正的常数. 


因此，当 K 


oo 时，沿 C K 的积分趋于 0. 还考虑 到:在 L 与平面的实轴之间，没有被 


积函数的奇点，我们可用沿正半轴的积分来代替沿 L 的积分.重新用 f 来表示积分 
变量，得岀 


r(q + l) 

p a+x 



fe ~ pl dt 


⑶ 


当时，函数/⑴ 


r (乘以 7 (0后)是个像原函数，因此方程 (3) 与算子关系式 


rU + iL 


jtl + 1 • 

P 


⑷ 


等价.所得出的公式把第80目的关系式 （11) 推广到任意的正数次幂（当 a 


n 是非 


负整数时 ， ru + i ) 




n 


!). 


当 - l < a <0 时，函数 f 在 


0时无限增大，所以它不满足加在像原函数上的 


条件.可是对于这样的值 a 来说， （3) 式的右端的那个积分是收敛的，因而这公式依 


然成立.所以可以 说:当 - l < a <0 时，函数 f 是“奇异的”像原函数，而函数 


r(a + i) 


p a + x 


是它的“奇异的”像. 


特别，当 a 


2 


时有 


r 


T 



e 


clt 

7 t 


2 



e 


dll ~ yTC 


(我们令 


;，且利用第 70 目中已知的值 erf 



1)，因而公式 (4) 给岀 


v^Tct ^rp 


( 5 ) 
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(3) 我们将引入一些在应用上时常遇到的含有77的运算关系式.像 


P 


可表为形式 



FG /7)， 其中 F ( p ) = 


P 



.按第81目的公式 (11) 因 此有: 






m 



Tt)d 


在积分号下的幂指数中配完全平方 




r 


At 


2/7 




2 


，且令 



2 /t 


+/7 = x,dT = 2/tdjc^ 


得 


t 


^ J~p 



\!~P \fitt 


^ rt ) 2 dr 


2 


V^TT 


dx 



引入通常用的记号(参看第 70 目 (5)), 最后得 


p +V^ 


^ e Erf ). 


由此，再利用公式 (5) 便求得 


1 ^rp p 


~ e l Erf (>/7) 


其次 


yp 








P 


p V a 


vp + 


+ 


a 



P^P 




按位移定理从 (5) 得 


V 



V 



因而按像原函数的积分定理有 


(我们令 


ax 


P V /> + 

: T 2 ). 结果得出 




t 


at 


dr 


2 


0 




^/ a^/x 




士 erKv ^) 

V a 


Vp 




P 


鲁 A 


+V^aerf(\/^ ) 


最后，从第 82 目的公式 (8) 借助于相似定理得 


⑹ 


⑺ 


(50 


⑻ 


⑼ 


Jodpt )^ 


V /> 2 


纯虚变元的贝塞尔函数 Jo ( a ) 可用特殊记号 JoU ) 来表示.利用这记号且在上面这公式里用户 
替代/>，按位移定理得 




V (/? + o ) 2 — p 2 


/ oO )- 


( 10 ) 


(4) 菲涅耳积分的像 按照这些积分的定义有 (参 看第73目例 6) 


C ( t ) 





tdt 


° \! 2 nt 9 


S ( t ) 


sin tdt 


0 v 2 iU 


我们不考虑它们而考虑积分 


dt 


V 2 rct 


.按公式 (5) 与位移定理有 / 




v 2 nt V 2 (p — i ) 


，由此按像 
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原函数的积分定理有 

类似地，求得 

由此按线性性质立刻得 




^( t )— 1 1 - 1 \ _ 1 V p + i - y/ p - i _ 1 V w p 2 + \ - p 

2 />/ 72 w p — i V p + i / 2i)i4l \//> 2 + 1 2 户 V p 2 + \ 

(5) 相似定理可写成下列 形式： 

F(ap)= f — 

Jo a \ a / 

对于 《 自 0 到 1 求积分，得 

1 F(ap)da= r e ^dt f /(—) — 

Jo Jo Jo ^ a f a 

(假定可以交换积分的顺序）.这等式就是 



(id 

( 12 ) 


在左端的积分中引入新变量 r = i ， 而在右端引入新变量</ =吵，得 

a 

P F ( q ) dq . (13) 

J 0 
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将这同 (13) 相加就有 

/ »oo n / \ 1 /^oo 

^ T d r F ( q ) dq . 

Jo r p J o 

在最后这个关系式中，左右两端的积分都是常数，因此这关系式具有 a #晏的形式. 

P 


比较它与关系式1 ，按拉普拉斯变换的唯一性定理，推得 : A = B . 由此我们得到 

P 

/%oo P / \ /%00 

F ( q ) dq . (17) 

0 ^ ^ 0 

(6) 分数指数法则第82目中的第一展开定理可推广到广义幂级数(参看第25 
目）.我们将限制于下面的简单而在实用上很重要的情形. 

定理 设当 ^ oo , R e p< a U 是某一个正数）时0,且 F ( p ) 在有限 
的 p 平面上除了坐标原点/> = 0以外没有任何其他奇点，而坐标原点是有限阶的支 
点.于是，如果 F (/0 的广义幂级数展开式具有形式 


F ( p ) = p a Y , c k p k \ 

k~Q 

其中 P 是正的有理数，则 F (/0 的像原函数(乘以 7(0) 是级数 

f{t)= 7^ S n- c a k -kii );， 

其中去掉所有的具有非负的整数 a +蛸的各项. 


(18) 

(19) 


考虑由下述曲线组成的闭周线 :线段 U -必， a +必）.圆周 | 户 | = R，Re 
的弧(^、与 C r ,'? r —J?< pK — r 的割痕的两岸 I ， II和圆周I 户丨(参看图 


181). 

由于 F (/0 在这周线内部是解析的与单值的（为确定起见，我们设 
(~f <arg /><f )，按柯西定理，沿线段 U - ib，a + 必）的积分可用在周线上其余 

部分的积分来替代.此外，由于当^>0时，按若尔当引理，沿 + 的积 
分当 i?—oo 时趋于0,故反演公式可写成如下形式 


fit) 


lim 


R 


2 m 


c 


* 


R 


F ( p ) e pL dp = 



F ( p ) e pt dp , 


其中 C : 是由沿户的负半轴的割痕 … < p<_r 的两岸以及圆周 \ p\=r 所组成的 

周线(没有点户二 - r ). 在最后这个公式中，以 F (/0 的展开式 (18) 代入，且逐项求积 
分 '得 


* 严格说来，对于级数沿无限直线的逐项求积分的可能性需要附加条件.例如，充分条 件是： 级数和 

OO 

S I ^ N /> #沿的积分的收敛性(参看 r . Ba _[ 16 ]). 

k = 0 
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a+k ^dp 




引人新的积分变量.由于 f >0, 故这代换不改变周线的形状，因而得 


点 r 賢 ― r (— 

r H 9 

(参看汉克尔的 r 函数的积分表示——第74目的公式 (15)) .将这结果代入前述的公 
式中，我们便得出所求的展开式 ( 19 ) .如果《 +蛸是非负的整数，则广沿 C :的 

积分等于0,因此从我们的展开式中应去掉所有具有这种 a ^ kp 的各项' 

注如同在第一展开定理中一样，级数 (19) 可由逐项应用幂的像公式 


P ^ r (~ a ) t a + ] 

于级数 （18) 而形式地得岀.可是这公式只对于负的 a 被证明过，对于 a >0它具有假 
定的性质.此外，还要注意 到:一 般地说，级数 (19) 的和不满足条件 3) .因此是奇异的 
像原函数. 

例 假设 


F(/>) = 


1 /p( t - I) 

7 p 



令户二 JR#，/-1=753 .当 Re 户<0,即夸时，有 ReV ^ G .- l ) = V ^ cos (号 + 音 ; r )< 


0,因为这时兀<号+寻^音兀.此外，对于大的 Im 与 0<Re />〈 a ，将有史七号或音兀，因此 


V^( / - 1 ) V 2i? 或 — i V 2 R • 从所有这些可推得:若 p ^°° jRe p〈 a ，则 F(/?)—0. 就是说， 
F( /> ) 满足分数指数法则的条件.我们有 





r P 


= 


oo 3 far • 

X 一 ^ p A 1 . k k ^ I 
k^O 


T \ 



形式地变到像原函数，且只留下所有的使 


k-\ 

丁 


不是整数的各项，即具有偶数 A = 2 W 的各项，得出 


7 p 


/ p ( i ~ 1) 


« = 0 


(- i)\n 

T 270 T Z 


l 


r ( D ,4 


在下一章中将证明 


1 


_l-3-5-(2w-l)(-l) w 


r 




2 


n 


r 




(参看第 89 目公式 (19)) .注意到这个，并以形式 [3*5〜(2n-l)2 w w ! 替代(2«)!，就有 





\Tnt 




It 


- 



TZt 


j 


或 


* 这也可以从整函数 P ^在点 z = 0, - 1， - 2， • ••具有零点而推得(参看第七章第89目）. 
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由此得出 




(7) 冲击函数 如果函数 F (/>) 二^已经是奇异的像，则函数 F (/0 二1，/^， 

V p 

P 1 , …， 即使它们当 ㈤ 时不趋于0，也可以仅在完全有条件意义下认为是像.这些 
有条件的像以及与之对应的像原函数——所谓脉冲函数——是由狄拉克引入的，而 
且在必须与瞬息震动的特征的量有关的许多实用问题中，显得很有用. 

考虑函数 


(0, 当 t <0, t > h , 

5/1 ⑴ ={ 去，当 0< f </ i . 

它的图像表示在图183中.这函数代表一个只作用在线段 (0，/ i ) 上的量，在这线段上 


它具有常数值1，它的作用的总效应等于 

dt — -j— — 1 . 

J -OO Jo ^ 

现在假定 / i — o .显然，函数族5 〆 d 这时是发散的， 

但是我们将引人一个约定的函数50)，它将被认为是这 
族函数的极限 



S ( t ) — lim ^ ( t ) , 

并且把它叫做0阶的脉冲^数，或简称为5函数.脉冲 ® 183 

函数 5(0 除了在点£ = 0处等于 oo 之外，处处都等于 0. 我们假设关系式 


%(0 



8{ t)dt = 1 

J -00 

依然成立,它是对于函数 AU ) 的同一关系式的极限. 

因此函数是代表一种完全确定的极限过程的简明的约定记号.这种极限过程 
常常在物理学中被考 虑的: 无穷大的量作用在无穷小的间隔上，其作用的总和效应等 
于1.这种函数的引入有力地简化了与这种极限过程有关的计算 :替代 “在取极限前 
先完成计算，再在最后的结果中取极限”这样的计算过程，改为“在计算前立刻先取极 
限”.在大多数的物理问题里，这种安排的合法性是完全可以被证明的. 


我们约定认为4函数的像是作为函数& G 1 - /0 ] 的像的极限 

得出的，而的像按滞后定理等于 

1 — 夕一焯 
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我们将称它做 一阶脉冲函数 .我们设它的像是像 


的极限，亦即， 




函数的4，)的第二次积分 




的图像在图184中用虚线表出.从图中可看 出：当 
0时 pPU ) 趋于单势函数 vG ). 我们按定义设 

dt S l ( t)dt = rj(t) , S Y (t) = rf( t ), 





图 184 

因而得到 8 x { t )^ 户 2 士 = /> ，与⑵ }相符合. 

P 

完全同样地，我们可视幂，的“像原函数”为 n 阶脉冲函数 

S n ( t )= p \ 8 n { t ) = j ^ r ,{ t ). (24) 


脉冲函数的应用的例子将于后面举岀. 

(8) 广义函数 在我们的时代脉冲函数在所谓的广 义函数 论中获得了严格的理 
论根据，这理论的发端应归功于索波列夫和法国数学家施瓦茨 ( L . Schwarz) 的工作， 
我们大略描述这一理论的某些基本原理，特别地引进上面第 (7) 部分中的近似讨论的 
严格版本.详细的叙述可以看，譬如， H . M . reji^HA 和 r . E . IUhjiob 的书 [14] 和 II . 
IIlBapa 的书 [15]. 

理论的主要思想是从函数过渡到给出在某个函数空间中的泛函，这些函数称为 
基本函数 .最常用的空间是由在整个轴上无穷可微，且其中每一个在某一有限线段 
(依赖于函数)外面转变为0的，全体实变量〖的复函数 pU ) 组成.这空间的函数序 
列％称为 收敛于 0 (%40)，如果所有％在一个线段外面都转变为0,而在这线段上 

< p n ( t )^ o 与所有各阶导数一起是一致的.这个基本函数的空间我们将用字母 d 

表亦. 

集合 w 上的连续线性泛函/ 称为， 类的广义函数 ，亦即一个映射，对于每一个 
函数 w 这映射用一个复数(/，^)来比拟它，并且满足 

1) 线性性质 对任何复数 q ， a 2 和任何函数 cpi ，( p 2^： (/> otcpi + a 2 ( p 2 ) ~ 

ai(/ ， Pi) + a 2 (/ ， 9? 2 ). 

2) 连续性质 对于任何序列％ 在上面所采用的定义的涵义下它收敛于 0. 

复数序列(/，％ )—0. 

特别，任何一个定义在整个 f 轴上的普通函数 / U )， 且在每一个有限区间上可 
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积，按照规则 

(J\(p) = f{t)cp(t)dt (25) 

• ^ 

定义一个广义函数 /. (如果沿整个直线取积分，或者同样沿一个线段取积分，而在这 
线段外面9 = 0,不再写出积分限）.可以证明，对于两个这样的普通函数 /(/) 和 
g ⑴，泛函 (25) 重合，即对一切有 (/， p ) = U ， p )， 那么 g ⑴不同于/⑴只是 
非本质的(例如只在个别一些点上的值不同）.因此我们可以认为，泛函/表示函数 
/ U )， 即把普通函数看作广义的 . S 函数也是广义函数，这个函数严格定义为一个泛 
函，它把每一个函数^6，/比拟为它在点 t =0 的值： 

(8,<p) =sp(0) (26) 

(比较公式 (22)). 

广义函数不是函数，而是泛函，因此它在一点上的值没有意义，但是人们说广义 
函数在点~的邻域内等于0,如果对于仅在这邻域范围内不同于0的一切基本函数 

心(/，？0二0.这样的点~的全体称为广义函数/的载体，在~的任何邻域内/都不 

等于0.特别，对于普通函数/(()，载体与 /( O ^ O 的点 z 的集合的闭集重合.显然 ， S 
函数在任何点 t 0 ^0 的邻域内等于0,所以它的载体是点 f =0. 

广义函数的加法自然定 义为: 对一切 pGW ，（/+ g ， p ) = (/，< p ) + U ， p ). 但是 
拈它们相乘在一般情况下是不能的，只可以定义广义函数乘以无穷可微函数的积.这 
可以借助下面的方 法做: 对于普通函数/(0和无穷可微函数 a (0 我们有 

(a/ , cp) = a(t) 9 f{t)(p{t)dt-(f ,acp) 

(我们可以把因子 a 搭在基本函数上，因为由于 aU ) 的无穷可微性呼 ㊀ 乃，并且这 
个性质在一般情况下可取作定义 :泛函 a / 称为广义函数/乘以无穷可微函数 a U ) 
的积，它按规则 

(af,<p) = {f.acp) (27) 

作用于函数 

广义函数的优越性在它们微分时特别明显地表现岀来.这样一来，没有必要对导 

数存在作预先声明—— 任何广义函数是无穷可微的. 

这个有益的性质直接从导数的定义推岀，在定义中使用同一个搭在基本函数上 
的方法.也就是，对于普通连续可微函数 /( 0我们有 

( / ~ f it) cp{t) dt — f{t) cp{t) — f(t)<p(t)dt = —(fjCp') 

J 一 OO J 

(非积分项消失，因为 ) 在有限区间外面等于 0). 在一般情况把这个取作定 义:在 
空间 W 上泛函/称做广义函数/的导数，这泛函按规则 
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= f M 屮 (t)dt + h<p(Q) 

由此可见，/=/经（0十/^，其中左边是广义函数意义下的导数，而右边/经 u ) 是经典导数(在 
下处处有定义的）和 s 函数乘以 / u ) 的跃度.这个例子是前面 /^( t)=omh = i 情形的 
拓广. 

例 3 s 函数的导数 ( s ' , 9 )=-如）=- 9 \0) ，并且一般 w 阶导数(次 )， ？ ) = (- l ) V n ) ( 0 ). 

显然， S u) = 7 U +1) (与公式( 24 )比较). 

进一步，广义函数序列/„称为收敛于广义函数/，如果对于任何函数 cpU 

lim (/„， p ) = (/，史） (29) 


(这里指的是复数序列的极限).广义函数组成的级数/„称为收敛的，如果它的部 

n - 1 

分和 h t A 的序列在前面定义的意义下收敛. 

, 是=1 

例1普通函数序列在区间(0, + ) 上等于 n 和区间外面等于0,在经典意义下 
是发散的，但是根据中值定理 

广丄 

(I ， 9?) = W <p(t)dt = <p(? n )y 

Jo 

其中 & e ( l ， 丄)，从而 lima ，炉）= 9 ⑼.由此可见，在广义函数意义下 limS „ ⑴存在，并且等于 

\ n , w 〜oo w 〜oo 

§函数(参看418页）. 

例2图形画在图184上的普遍函数序列的极限在广义函数意义下存在，并且等于 S '. 

非常好的是，在广义函数论 里对任何收敛序列或级数可以逐项求微分 .这一性质 
立刻从定义 得岀：如果人 — A 则对于任何 ( f n 9 < p )= -(/„， 〆 ）收敛于 
_(/， 〆 ）= (/4)，而这意味着由此可见，在广义函数论里可以解除与序 
列和级数的微分法有关系的所有经典的警戒心. 


* 基本函数的导数也是基本函数. 
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我们进一步的目的——定义广义函数的拉普拉斯变换.对于普通函数 f ( t)M 
普拉斯积分 

F ( P )= \ f { t ) e -^ dt ^ U \ e~n 

想要把它看作泛函/在函数八〃上的值.但是后者不属于基本函数类/ V ，我们就应当 
扩大这一类，把它的函数在有限区间外面等于0的条件用较少限制的条件来代替.由 
于在拉普拉斯变换理论里考虑带有载体在半轴 t >0 上的函数，所以在〜时基 
本函数的行动上我们没有再加上任何限制.但是我们要求，在 〜 时它们与自己 

的导数一起趋于0要 比+的 任何幂次快. 

换句话说，我们引入新的一类基 本函数 沭这一类由所有在 f 轴上无穷可微的函 
数 pU ) 组成，且对其中每一个函数在任何整数 l ， m >0 下有 lim t l cp M (〖 ） 二 0•函数 

/—► + oo 

%,的序列将被称做 收敛于 0,如果对于任何整数 /， m >0, 在 rz — oo 时序列 

（ 0在任何线段 U ， oo ) 上一致收敛于 0. 

在空间 M 上线性的和连续的泛函(亦即具有420页上的性质 1) 和2)，在新的收 
敛定义％—0下）.我们将称为 f 类的广义函数. 由于所以，显然有 f [ 

^ ，但是反之不正确，不是类的所有广义函数在 W 中的基本函数上得以继续，因 
此也就不属于 . 

现在可以表述一些主要定义.我们将把带有载体在半轴 t >0 上的广义函数 /G 
，，称 做广义像原函数， 如果存在实数 .Vo 这样，使得在一切时广义函数 e~ye 

， • 复变量 p = s + ia 的函数 

FipXf ， e - n ， (30) 

称做这像原函数的像，它定义在半平面 Re 上，并且以下列方式来理解.对于 
Re p - . s ' >. s 0 的固定的/>，选取一个数 h ， s 0 < 〜，此时 

( f ， e_n = ( e - 屮 f ， e - (p _ s ' h ). (3( T ) 

由于 I〆 /-' 叫在， —+ oo 时很快收敛于0,所以厂 ( 〃0 6 J ， 而按条件 

，因此 (3( T ) 式的右边部分有定义(显然，它不依赖于 51 的选取）. 

例1在第79目的意义下的任何像原函数 / U ) 就是广义像原函数，因为在& >化时 e ^ f ( t ) 
是可积函数，而对于它们，正如我们在420页上约定好的， 

亦即，与拉普拉斯积分重合. 

例2任何带有 有界栽体的类 W 的广义函数属于类 fT ，因为在无穷远处基本函数的性状在 
这里是非本质的.因此对于所有被考虑的广义函数，拉普拉斯变换是确定的.特别， 

( We ， =1, Cb \ e ~ pt )=(^, pe ~ fit ) = p t 

一 般说来 ( S u) ,e~n = ，（与公式 (24) 相比较）. 
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广义函数的拉普拉斯变换具有许多经典变换的性质.我们把其中某些列举出来. 
广义像原函数/的像 F ( /0是半平面 Re &中的解析函数，并且性质 IV 

仍然是成立的.像原函数的求微分的性质 in 马上可从广义函数的导数定义推岀 

我们注意，特别，如果/是普通的在 f >0 时连续的函数，那么这公式导出第80目的 
公式(6)，事实上，按照422页上例2，/ = /经 （ r )+/(0) S ， 其中/(0)是 P 0时/⑴ 

的右极限值(左极限值等于 0) ，并且因此 

(f\e~n = -(f / ^ ， e- pt )-f(0)(8 9 e~ pt ) = p(f ^^)-/(0). 

性质1 (滞后定理)在一般情况下不保持，因为函数 / U _ r ) 没有意义.但是，譬如， 
对于 S 函数它成立并且有形状 

K 辛 e — ” ( r >0), 

其中匕是带有载体在点 r 的狄拉克函数(在 (7) 部分中的表示，& = SU - r )). 

在结束时我们引入下列施瓦茨 定理： 

为了使得半平面 Re 中解析的函数 F ( p ) 是某个带有载体在半轴 t >0± 

的广义函数/的拉普拉斯变换，充分必要条件是 \ F ( p )\ 在这半平面上不超过 \ p\ n 
的某次幂. 

条件的充分性证明很简 单:可 以认为&>0,并且在半平面 Re 中函数 


^^二 G (/>) 对于经典像原函数 g (0 的像满足充分条件(第79目定理 4). 但是此 
P 

时 F () 将是广义函数意义上 gU ) 的 U + 2) 阶导数的像，这导数总是存在的.我们 
不讲必要性的证明.为了方便读者我们对所有已得到的算子关系式进行了汇编，同时 
也把用类似方法获得的某些关系式编了进来.算子关系式的较大的汇集读者可以在 


B. A.flHTKHH 和 A . II . Ilpy ^HHKOB 的手册 [11] 中找到. 

像原函数及其像函数的一览表 


公式号、目号 


像原 



(83.4) 

2 

(80.1) 


a ( a >~ l ) 


r(a + i) 


— Xt 



3 


~ Xt 


p 


r(a + l) 


* 在编号下面的括号内指出本书中的目号和公式号 ; r 函数(第 74,89 目）; erf 和 Erf —误差概率函数(第 
70 目）; si ， Si ， Ci 和 Ei 积分函数(第70,76 目）； S 和 C ——菲涅耳积分(第83 g ) ； J W , / w , Y w , H ( „ j) , ber,bei ——圆 
柱函数(第96目）. 
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续表 


公式号、目号 

像原函数 

像 

4 

sin cot 

cas cot 

CO 

(80.3) ! 

5 

/T 十 rtT 

P 

(80.4) 

/) 2 + ⑴ 2 

6 

(80.12) 

^ ;/ sin cot 

,Im( /> + ico )* 1 

7 

(80.12) 

t n cas cot 

, Re ( /? ^ ico) n n 

nl (/ > 2 W)" +I 

8 

(80.22) 

e A ’sin(a^ + a) 

cocos a + (/ > + A)sin a 
(/ > + A ) 2 十 a； 2 

9 

(80.22) 

p A/ cos (cot + a) 

(/ > + A )cas a - cosin a 

(/> + A ) 2 + a> 2 

10 

(80.4) 

sh cot 

CO 

p 2 ~co 2 

11 

(80.4) 

ch cot 

P 

p 2 — (V 2 

12 

e ht - e at 

In 户 — a 

(80.15) 

t 

p — b 

13 

at 

e 

i 

(83. 50 

y tu 

V p + a 

14 

1 2al7 

//^ Erf U ) 

15 

iV 

e 


16 

i ^ 

nt 


(81.10) 

ip 

17 

/ —— sin 2 V at 

V Tea 

1 i 

p^p P 

18 

, — cos 2 V~at 

V 7Vt 

1 2 

y / 

19 

(83.20) 

1 • 1 

v zt 

身 — e ^sinV^ 

V p 

20 

(83.20) 

/ 1 i 

v ^ It 

1 -/^ rr 

y — e cosv p 

V p 

21 

/ 1 . 

a/ sm cot 

N nt 

1 V p 2 + w 2 — p 

V fi 2 + a / 

22 

/ 2 

\ cos cot 

N Kt 

1 V p 2 ^ (Jt) 2 + p 

V p 2 + CO 2 
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续表 


公式号、目号 


像原函 



23 


r± 


24 


1 

TT 7 


sm 


25 



26 


ln(l + t 2 ) 


27 


ln(l ~ t 2 ) 


28 


(82.7) 


] n { t ){ n > - 1) 


- py 


A 


29 





( n >0) 


n 


§ 


30 


at 


(83.10) 


/ oO ) 


/ (/ > + a ) 2 -/? 


31 


rd(AOU>-i) 


+ipxy 


32 




2 n 


4 rc 


r 


33 


(82.3) 


J n (2/ t )( n > -1) 


34 


^hn (2V7) 


35 


(99.19) 


Jo {a 


t 2 - t 2 ) 7 (卜 r ) 


36 


Ma 


^7) 


7 


rj ( t - t ) 




T 


ax 


37 


Y 0 (t) 


2 ln ( 



p 2 + l) 


( 1 , 2 ) 


⑴ 


39 


^2ber cot 


40 


/2bei cot 




41 


(83.8) 


ed(V~at) 
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续表 


公式号、目号 

像原函数 

像 

42 

(81.13) 


1 a / J > 

, 

43 

e Erf ( V 7 ) 

1 

(83.6) 

p + V ^ 

44 

J — - e Erf (/7) 

l 


1 + 

(83.7) 

VKt 

45 

- - p —— e at + V aer {( V ~ at ) 

\/ p + a 

(83.9) 

V TCt 

p 

46 

si t 

arcctg p 

(80.16) 


p 

47 


1 , 1 

(83.14) 

Ci t 

^ In - - 

户 z > 2 +1 

48 

S ( t ) 

1 p 2 ^ \ — p 

(83.12) 

2户 V p 2 + \ 

49 

C ( t ) 

1〜/〜/户 2 + 1 + /? 

(83.11) 

2 P Vp 2 + \ 

50 

- Ei (-0 

^- ln(l + p ) 

(83.15) 

P 


§2应用 


在此，我们将讨论算子法应用于解与线性微分方程有关的问题上的应用.算子法 
在特殊函数上的某些应用，我们将于下一章讨论. 

84. 常微分方程与方程组 算子法可特别简单地应用于解决具有常系数的线性 
微分方程或这种方程组.设给定微分方程 


L[x] 




a 0 


d n x 

~df 



d 


tl - \ 


X 


a 


dt 


tl - l 


+ ••• + ^-1 


dx 

dt 





/ ⑴， 



与始值条件 

x(0) — Xq (0) — SC J ，- •*,X ( ，， _1) (0) — x n -y . (2) 

我们 设&关 0 且函数 /( o 以及解 X ( r )， 连同它到 n 阶为止的导数，都是像原函数, 

且记 x ( t ), F ( p )^ f ( t ). 

按微分法则与线性性质，替代具有始值条件 (2) 的微分方程(1)， 得算子方程 
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(a 0 p n +&〆 ’一 1 + … + a w )X(/>) 




F ( p ) + x 0 ( a 0 p ' 


w 一 1 I • n 一 2 


+ CL\P 


+ .“ + 〜一1 


+ 


X v 


( d 0 p n 


' 2 + a 1 /> w * 3 + --- + a w _ 2 ) 



_ 參 _ 


+ x„_ia 0 



A ( p ) X ( p ) = F ( p ) + B ( p ), 
其中 A (/0 与 B (/>) 是已知的多项式.解这方程，得 算子解 


⑶ 


X ( p ) 


F ( p ) + B ( p ) 

A ( p ) 


⑷ 


假若方程 (1) 在给定的始值条件 (2) 之下，允许有满足加在像原函数上的条件的解 
x ( t ) (可以证 明:在 采用的条件下，这种解总存在），则这解是 X (/0 的像原函数. 

我们来举几个用这种方法解方程的例子. 

例 1方程 x " + a 2 x = bsin at ft 一 般的始值条件下.算子方程是 


(p 2 + a 2 )X = ^_ i + Xop ^ Xii 


它的解是 I 


X ( P ) 


ab 


( p 2 + a 2 ) 


2 



X 


P 


V + a 



X \ 


p 2 + a 2 


⑸ 


在表上有第二项与第三项的像原函数.第一项的像原函数我们按照表中公式 6 和像原函数的积分 
定理来求出 


ab 


( p 2 + a 2 ) 2 ' "2 

同样可以利用展开式定理，最后得 


• b 「 tsin atdt = ^ j(sin at — atcos at ). 

o la 


x 


⑴ 


X \ 


+ 


b 


2 a 


\ sin 

/ a 


at 


+ 


Xq 


bt 

2 a 



at 


⑹ 


例 2 方程 + 3 x 〃 + 3 a :' + x = l 在全为零的始值条件下.算子方程是 


㈣X 吟 


它的解是 


X ( P ) 


p(p + l ) 


3 


P 


夕 + 1 (/)+ l ) 2 (p + 1) 3 


按表上的公式 1 和 11 求出像原函数 


X 


( t ) = l-e 


2 


te 


2 


e 


⑺ 


例 3方程/ a ： = l 在全为零的始值条件下.算子解 


X ( p ) 


p ( p 3 + 1) # 


按第二展开定理找出像原函数 


* 对应于始值条件有 limpX = x Q (参看第83目的极限关系式 （1)) .在其他的例子中，也可作类似的检 


验. 


v ( t )— 1 — 


卜 2 Rc 




1 




3 


2 备 t /3 
y p 2 cos ~^ 2 ~ 


⑻ 


例 4 方程 x (4) +2. ? 



•r 


sin t 在全为零的始值条件下.算 子解: 


X ( p ) 


( P 2 W 


我们求岀像原函数，它是函数 X (/>)， 在奇点々=/的留数 


j ( t ) = Re 


dp 



3 


(p + / ) 


=-^(3 - t )sin ~ g " ^cos t 


⑼ 


例 5 方程 x 〃 + - 7(( — O ] 在全为零的始值条件下.根据滞后定理求得算子方 


程，它的解是 


_ a(i 


- hh 
■■■ g 


■a 


按第二展开定理 


a 


- a 


p ( p 2 ^ CO 2 ) CO 


a 


co 



^ _2 a . 2 cot 

( M)t - 2~ SH 1 ~^r 

co ^ 


按滞后定理 



ae 


L 2 a . 2 ( o{t — b ) 


p ( / > 2 + < w 2 ) aF 


sin 


2 


r/(t - b ) • 


x ( t ) 


最后得出 


， 1 、 2 a [. 
oc\t) — —j sin 

co L 


in 2 - sin 2 — ^ ^ • rj(t — b ) 


¥ 


( 10 ) 


图 185 


解的图像画在图 185 上. 


例6 质点、 m 作直线的振动，并且我们略去介质的阻力，而回复力 mw 3 x 与位移成比例.在时 
刻 t k =kz U =0， l ，2, …)时，这质点受到大小为《的脉冲.假若运动开始时的偏差与开始时的 

速度都为0,求质点的运动方程. 


运动方程的形式是 


nix 




2 x = 


k = 0 


8 (t — kr ), 


其中 M ?) 是脉冲函数.算子方程的解 


X ( P ) = S 


P + O ) 


s 


一 krp 


a 


饥 {p + O ) )(1 一 


rp 


满足第二展开定理的条件.依照这定理，像原函数可表为函数在它所有的极点 外=0，户= 


± b 与 p k = 


2 km 


T 


U = 1 ，2,…)处的留数的总和.如若 r 不是 n = 


2 k 


( Jt ) 


的整倍数，那么我们就假定 


所有的极点都是简单的，于是，求出留数，最后我们就得出 


X 


⑴ 


a 


co 


mu ? 



co 


+ 


2 sin 


COT 

T 


oo 

t)-S ； 


2 r 

— k 



k —cot 



T 


(id 


特别我们注意第 81 目中的杜阿梅尔积分的作用.假设需要解具有常系数的线性 


微分方程 


L[x]=f(t) 


(12) 
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在零始值条件下.如果已经知道方程 

L [ x ] = l , (13) 

即左边与 (12) 左边相同和右边为1的方程，同样在零始值条件下的解: rU )， 那么杜 
阿梅尔积分能够在没有任何计算下写出方程 ( 12 ) 的解. 

事实上，对应于方程 (12) 和 ( 13 ) 的算子方程有形状分别为 

A ( p ) X ( p ) = F ( p )， A ( p ) X l ( p ) = ^ 9 

其中 F ( p ) 为 /⑴的像，由此.所以，根据杜阿梅尔公式 

x ( t )= - z)dr (14) 

Jo 

(我们考虑到，按照始值条件 A (0) = 0) ，或者 

x ( t ) = x l ( t ) f (0) + x 1 ( r ) f / (t - r ) dz . (15) 

Jo 

例方程 x - a 2 x = be ~ t 2 ，零始值条件.我们先在同样条件下解方程 x - a 2 x ^ l , 



sH citdt — 


―2 - ( ch at 一 1) 
a 


(利用表上公式 10 和像原函数积分定理).按照公式 (14) 我们求出所要找的解 


^ rt 2 

x { t ) ——— e~ T sh a(t — r ) dr , 



在经过简单变换之后，用函数 erf 表达出来: 


x { t ) = e 1 erf( ’ + 号）— e 也 erf ( ’ _ 号 ） - 2erf(-j - )ch a] . ( 16 ) 

完全类似地，可以应用算子法解具有常系数的线性微分方程组.例如，设求解 n 
个二阶微分方程的组 

L v = 2 (aJ^ + bJ^ + Cjl x k )=f v (t) (v = l ， 2 ， ... ， n) (17) 

其给定的始值条件是 

x k (0) = a k , — — ) = A • (18) 


如果设 A ⑴与 / v ⑴为像原函数，且用不（夕)与 F v (/0 来表示它们的像，则具有始 
值条件 (18) 的方程组 (17) 可用 算于方程组来 代替. 


n n 

2 ^ b ^ kP ^ c ^) X k ( p ) = F v ( p )^ 2 + (19) 

当&代数的线性方程组那样将它们解出，便可求得 X k ( p ), 然后求出它们的像 
原函数 A U ). 我们来举出一些例子. 

例1解方程组 

(2« r 〃 — x ' + 9 x ) — { y f/ + y + 3 y ) = 0, 

( 2 x + x + lx ) ~ ( y /_ y + 5^) =0, 
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使其满足始值条件 - r (0) = . 〆 (()）=1 、 V (0) = /( O ) = 0. 转变为算子组 

(2p 2 - p^9)X-(p 2 + p + 3)Y = 2p + \, 
(2p 2 + p + 7)X-(p 2 — /> + 5) Y = 2々 + 3, 


而且，为了简化起见，取这两个方程的和与差 



— Y = 2 


P 



p 2 +4 


， x + y 


p-y 


由此得出 


X 


y 


3 p — l 
2 



2 


P 


2 


T 7 T 4 


2 


P 



3 p-\ 3 p 2 +4 3 / > 2 + 4 # 


过渡到像原函数，最后求得 


x 


3 


(e + 2cos 2t + sin 2t ), 


( 20 ) 


3 ; = 了 （ 2e ~ 2 cos 2t — sin 2t ). 


例 2 方程组 


X 


^ + 3 ; + z = 0 9 jt + 3 ；〃 一 3；+z = 0， ： r + y + z " — z = 0. 


始值条件 x (0 )= 




^(0) 




算子方程组为 


(p 2 -\)X+ Y+Z=p 9 X+(p 2 -\)Y+Z = 0 9 X+ Y+(p 2 -\)Z = 0 


利用行列式，容易得出它的解为 


x = 


p 


3 


(/> 2 + 1 )(/> 2 — 2 )， 


y=z= - 


p 


(p 2 + \Kp 2 -2) 


按第二展开定理，求得像原函数 


2 


JC = -ych(^72) 



1 


3 


cos t , y—z 




一 ^rch{t/2) 




1 


3 



( 21 ) 


例 3 方程组 


X o = 


似 0 



x k -r ax k -ajc k -x 


(k = 1 ， 2 ，…， 《)• 


给定的始值条件为 x 0 (0) = l 5 x , (0)= 


参參舉 ~ 


(0) = 0. 算子方程组的形式是 


(p + a)X 0 = 1, (p + a)X k - a^Q-i =0, 


由此得 


Xk = 


a 


k 


(p + a) k 


(务=0，1，2,…， w ) 


按表中的公式 3 求得像原函数 


x k 


⑴ 



(at) 


k - at 

e 


( 22 ) 


例 4 三个同样的点质量 m 固定在一条弦上，使它们之间的距离以及从两个边上的质点到弦 
的固定了的端点的距离都等于在幵始的瞬时，所有质点位于平衡状态，这时给予中间的质点一 
个脉冲％.求这系统的运动方程. 

这系统的运动的微分方程借助于拉格朗日方程求最简单，而对于微小的自由振动，拉格朗日 
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方程具有形式(参看 [8]): 


dt \ 3 q k 



dU 

d Qk 


= 0, 


其中了是这系统的动能， IT 是势能，％是广义坐标，而“ • ”表示对于时间求导数. 

在我们的情形，如果用:^(0,工 2 (^，0： 3 (0来分别表示三个质点与平衡状态的偏离，将有 


T = ~{ x \ + x \+ x \), U = ± r { x \ + x \ 


P 


X\ X2 — ^ 2^3 ) 


其中 P 是弦的张力.因此，运动方程具有形式 


X\ + X{2x\ ~ X 2 ) = 0, 


X2 + X { 2 x 


2 


工 1 — 尤3 ) = 0, 


+ A (2 x 3 ~ x 2 ) = 0, 


P 


其中又=& .注意到始值条件 x \ = °°2 (0) = x 3 (0) = i , (0) = i 3 (0) =0， i 2 (0) = T ；()， 得算子方 


程组 


( p 2 + 2 X ) X r - AX 2 =0, 


-AX 



( p 2 +2 A ) X 2 - AX 3 = v 0 


- AX 2 + ( p 2 +2 A)X 


3 


0. 


解这方程组，求得 


2 


x 2 = 


p " + 2 A 


( p 2 +2 A ) 2 — 2 A 


i^o 


X ,= X 3 = 


A 


( p 2 +2 A ) 2 — 2 A 


汐 o 


应用第二展开定理，得出 


Xi(t) = X 3 (t)= - 


Vo 


272 


sin a>i 

( o \ 


sin oj 2 1 
(02 


x 2 ( t ) 


Vq ( sin (x)\t ^ sin a> 2 1 
2 \ co \ a>2 


(23) 


其中 o>i =V (2+ V ^2 )A 9 co 2 = V (2 — J 2 )X . 

算子法在解某些具有可变系数的线性微分方程时，也可以显得有用.设 x u )# 
x ( p )， 按像原函数与像的微分定理，我们有 

px — x ( o ), tx ’_- (pxy ， t 2 x '^ ipxy ',••• , 

p 2 X — x(0) p — x' (0), tx ，z ^ — (p 2 X) + x(0), t 2 p 2 xy ,••• 

(24) 

等等.过渡到像，有时可以使我们能简化含有类似形式的项的微分方程. 

例微分方程 

tr 〃+* r ’ + tr = 0 (25) 

称为具指标为0的圆柱函数的方程(见第95目）.按公式 (24) 我们求得算子方程 

( p 2 + l ) X f + pX = 0. 

这是一个具有可分离变量的方程.它容易解出，并给出 2 ，其中 C 为任意常数.由 

V \ + p 2 

于 limpx = c ，所以根据第83目的极限关系式⑴应当是 C = T (0) .为了确定起见令: T (0) = 1， 按 

p-^OO 
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照表上公式 28 我们求得，在这初始值条件下方程 (25) 的解是贝塞尔函数 


JM ) 




' (- 1 ) 

rfTiry 


2k 


2 


(26) 


85. 电路的计算 众所周知，在含有有效电阻 i ? 、自感应 L 或电容 C 的电路中的 


电流 / G ) 与元件端点的电压《(/)，分别由下列关系式联 系着: 


U 


(0 




u 


⑴ 


L 


cli ( t ) 

~dT 9 


u 


(0 


c 



( 


i ( t)dt + 




( 1 ) 


其中％是电容器的板上的初始电荷. 

如果引入/⑴与“⑴的像— 
关系式转为下面的关系式 


“算子电流 ”/(户） 与“算子电压 ” [7(/0 ， 则这些 


U 二 RI ， U = L ( pI - i 丄 U = -^( I ^ q 0 ). 


⑵ 


其中 i 
将有 




/(0)是初始电流.如果设。 


Qo 


0,这对应于接电的问题，替代方程 (2) 


U 二 RI ， U = Lpl , U = ^- I . 

最后的这些关系式可合并成 “欧姆算子定 律”的 形式： 

U = ZI , (3) 

其中 Z 是“算子 电阻” （它也称做 阻抗） ，在有效电阻、自感应以及电容的情形，分别 

等于 




R , 


Z L 


Lp , 


Z c 


W 


⑷ 


再要 注意: 当串联两个具有阻抗么与厶的元件时，得 [/ 


z,uu 2 


z 2 i 9 u 


u 



u 2 ( 这些记号的意义是很明白的），由此 

U =( Z { + Z 2 )I 


ZI , 


或 


z = z 1 + z 2 . 


⑸ 


类似地，当并联时 ， U = J 


^2 ， Zi + J 2 


，由此，设 U = 我们便求得 


Z 




⑹ 


因此，在接通电问题中，电路的算子电阻可按元件联结的通常规则来计算. 


如果初始电流与初始电荷异于0,则在方程 (3) 中将岀现附加的项.例如，在电 


阻、电压与自感应串联的情形 (1? LC 线路)时，得到 


U = + Lp + jl — Li 0 



Qo 


$ = Z/-Lf 0 ，， 


⑺ 


* 点 


0 是微分方程 (25) 的奇点，这也可以说明算子方程不含初始值条件.在第七章中将会看到，方程 


(25) 的全部解，在点 


0是正则的，并且与解 (26) 成比例.这方程的解与 (26) 线性无关，在 


0时有奇点. 
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其中 Z = i ? + + ■^是这电路的算子电阻. 

如果有由一些表示 RLC 线路的元件所组成的电路，则在每一个 RLC 线路上 

将有 

R k i k { t ) + L k dlk ^ ^ + | JkU)dt + q k0 + = u k ( t ) 9 (8) 

其中是对于第6个 J ? LC 线路的普通的数值，而 Mb 是 
% k 个与第 v 个线路之间的互感系数.从 (8) 过渡到算子方程，得 

U k - ^ZJ V ^^r-L k i k0 - 2 M 丄 . （ 9) 

v P^k vl tk 

其中 

Zkk 二 Rk + 乙 kp + ， Zf^ 二 M kv p ( uy ^ k ). (10) 

把对于组成闭电路的所有元件的那些关系式 (9) 相加，且利用基尔霍夫的第二定律， 

I 

求得： 

2 s = 2 ( L k i k0 + IX 。 -爭) + U ， (11) 

k v k V v 參 k P^k f 

其中的和式是对于组成这个闭电路的所有的元件来取的，而 U 表示作用于它的那些 
算子电动势的和.对于任一分支点，基尔霍夫的第一定律给出 

2 A =0 ， (12) 

其中的和式是对于通至这个点的所有的元件来取的. 方程组 (11) 与 （12) 使我们能确 
定在这电路中的所有的元件上的算子电流. 

还要指岀杜阿梅尔积分在解接通电问题中的作用.为简单起见，考虑一个线路的 
接通电问题，分别接通电 动势奴 0和单位电动势，我们得到如下的算子方程： 

J = AU ， 1,=^, 

其中 A = |表示这线路的算子导电率(“导纳”）.因此 J = 并且按照杜阿梅尔 
公式 

i ( t ) = u ( z ) i\(t — z ) dr = i x { t ) u { Q ) + ii { r)u {t — z)dz , (13) 

^ 0 % 0 

其中 iAt ) ——函数 K / O 的像原函数——在把线路接通在单位电动势时线路中的 
电流(“暂时导电率”）. 

由此可见，知道了线路接在单位电动势时线路中的电流，可以按照杜阿梅尔公式 

(13) 立刻写出这线路接在任何电动势 w (0 上时的电流 M (比较上一目的公式 

(14) 和 (15)). 

第 83 目中的极限关系式 (1) 和 (2) 使我们能够指出在接通时刻 U=0) 的暂时导 
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电率及在稳定状态(〖=⑺)的电流/,(〖)与算子导电率 A (/0 在 p 二⑺和/> = 0时的 

值之间的简单关系.这就是，由等式 A = I ,/>和根据这两个关系得岀 

z,(0)= lim/,/) = A(oo), A(0) (14) 

利用关系式 (14) 来检查 if 算是很方便的. " 


我们将举出几个应用算子方法于电路计算的例子. 


例1 接常数电动势％于图186的线路上——自感应与被电阻器所分路的电容是串联的.算 
子电阻按公式 (4) 、(5)和 (6) 求得为 


Z=Lp + ^ M —r 

Cp + ^ 


LCRp 2 + Lp + R 
~~RCp + \ 


算子电动势是= 因此按公式 (3)， 算子电流是 

P 

U 0 ( RCp +\) 

~ p ( LCRp 2 + Lp + R )' 

瞬时电流可按第二展开定理来求得.函数 Up ) 在点 /> = 0处具有一阶极点，并且 

Pu2 = ~ihc ± y4^c I ~Tc' 


如果[<4尺 2 0,则其根是共轭复数/^， 2 = 



± 一，其中 = 


2 RC J 




LC AR 2 C 2 


，因而过程 


具有振动的特征.按第82目的公式(15)，这时求得 


(0 = 


U {) 


1 



cot 




coL 


sin cot 


如果 L 〉 4 尺 2 C ，则 w 将是纯虚数.在(⑸中令 co = fA ，其中 A 是实数，因而求得 


i(t) = 


U 0 

~R 


1 


ch 又广 




A 


R 

XL 



Xt 


过程具有非周期的特征. 


(15) 


(16) 



图186 


图187 


例 2我们来求出图187中接在常数电动势 W 上的线路中，通过电容 C 的电流 f , G ). 设 


Z ,= R , +4与2 2 =尺 2 + L /> 是线路的支线上的算子阻抗，在这两条支线上通过电流与 
i 2 ( t ) (参看图187)，因而 


Z=R + 


Z t Z 2 
Zy + Z 2 
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是整个线路的阻抗.我们有 


U 0 




h + h. 






h ^2 j 


t y 

因而 T ， 由此 


Z 2 I 


u 0 z 2 


Z\ + Z 2 p\Z] + Z 2 )z 


将求得的厶与 ( z , + z 2 ) z 的数值代人，得到 


h(p) = 


Uq(R 2 + Lp) 


ap^ + 2/?/> + y ’ 

L R\ + i?2 


其中 a = (R + B l )L.2^(R 1 + i? 2 )i? + i?, i? 2 + ^, 7 Q 


•按第 82 目的公式 (13)， 便求得 


瞬时电流为 


(0 = 


Uo 
2 


2 



R 2 + Lpk 


ap k +/? 




(17) 


其中 fi U 2 是 M />) 的表达式分母中的二次三项式的根. 


例 3 接 RLC 线路在正弦式的电动势 LT 0 sin W 上.这时 Z = Lp +只+ g ， U = ^^， 因此 


算子电流等于 


lo(p) = 


U 0 (Op 


( p 2 + a> 2 ) ^ Lp 2 + Rp + 


(18) 


C 


按第 82 目的展幵定理 (15)， 得到 


f 0 ( 0 = UqCO 


Re 


e 


+ 2Re 


Po 


— Leo 2 + Rico + 


C 


(po + co )(2Lp 0 + R) 




其中 / >o = 


R 


2L 


+ / 



R 2 


Zc~^j = -^ + 是表达式 (18) 的分母中的二次三项式的根(我们设， 


有振动的情形发生，即设吻是实数).引入电工学中所采用的常数 X=Lco~ 


Cco 


， X，= Loj 



1 


Cco 


(瞬变电抗）， z # 




VR ^ X 2 (全阻抗），在简单的变换后求得 


io(t) = ~rsm(cot ~d)~ 


U 0 


(Oo 


Z* VLC 


e^ 1 sin( coq t - d 0 ) 9 


(19) 


其中 tan d = ^-,tan 8 0 


例 4 ■用組 C 麵上的电动势，在时间 0 <,<吾内等于 L 7 0 一“而其后重新轩 0. 


我们来求出当,>云时在线路上的电流.作用的电动势是 


7 T 


u(t) = Uo ^rj(t )sin ⑴ t - rj、t — — J sin cot J = l/ 0 j Tj(t)sm cot+T] 


TC 


(V 


sin co 



其中是单势函数，第二项变换成这样，使得可用滞后定理.因此按滞后定理得出 

U = ^^(l + e- p i). 
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算子电流等于 


/(/>) 


l {) (p)( \ ^ e 


/> 


7T 

(O 


)， 


其中 /(>(/>) 由公式 （ 18) 确定.同样按滞后定理有 


Iu(p) 


e 



ii ) 


K 


CO 



TC 


Cl) 


把这个关系式的右端与 (19) 相加，且注意到当 


7 T 


CO 


时 7( 


K 


CO 


7(0 = 丨，我们便得岀所求的 


电流为 


i(t )= - 


Uo 


m 


W VLC 


e s\n(ct) {) t - 8 {) ) + sin ( aj {) t - d {] ~ k 


oj {) 


OJ 


( 20 ) 


例 5 如图 188 中的线路，在时间 r 时接在常数电动势 1/ () 上，而在时刻 f = 0 时电动势被切 
断，求出当 f>0 时线路上的电流 . 

我们来求出在时刻时在自感应上的电流及在电容器上的电荷 . 为此，先来解决线路接电 


在电动势上的问题 . 设 1 与 2 分别是线路上含有与 C 的部分，我们有 Z { =R + Lp.Z 2 




Cp 


J,Z 


hZ 2 


Uo 

~F 


( 电流的方向在图 188 中用箭头标出） . 由此 J 



0 


p(R + Lp) J 


h 


L/ () C ， 因此 


(0 


U {) 

R 


(1 — 


K 


e 


广 ）， 




其中是脉冲函数 ( 参看第 83 目） . 因此，到时刻 


T 


时， 


h) 


i\ (t)= ~ 



o 


R 


(1 


R 


e 


口）， 


^0 


U () c 


r 


爸 （ t)dt 




U {) C 


( 21 ) 


( 参看脉冲函数的积分的性质 —— 

接通问题 . 对于线路 JRLC ， 按公式 (7 ) 有 


第 83 目的公式 (22)) . 现在来解具有始值条件 (21) 的 RLC 线路 


R + Lp + ^ )/ = Lio 
由此，在用例 3 中的记号和叫为实数时得 


如一 


Cp 


LU { 

~R 


R 


i \ — e )— 



o 


P 


⑴二 



0 


(Oi) 


L 


e sin o) { ) t 


U {) 


R 




e 1 ( co { ) cos coo t — (To sin co^t) C\ — e r r ). 


( 22 ) 



图 188 图 189 

例 6 两个相同的尺 LC 线路由互感应 M 来联系的 ( 图 189) . 从 £ = 0 时刻开始，以常数电动势 
[/ 0 作用到其中的一个线路上 , 求在另一个线路上的电流 . 

算子方程 组是： 
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( l p + r + ^) i 1 + m p i 2 = ^. 

(Lp + R + -Xt )^2 + Mpl] =0. 


Cp 


由此我们求得第二个线路上的算子电流 


I 2 (p) 


U {) Mp 


2 


M 2 p 4 - ( Lp 2 + Rp 





/ 2 (/0 的极点是/ > l ，2 


Oy + i(i)[ , / >3,4 


- a 2 ± i ( o 2 ，其中 


戊1,2 


R 

2(L±M )， 


^1,2 


C(L±M) 


戊 1,2 


按照第 82 目的第二展开定理求出像原函数，在简单的变换后得出 


f’2 ⑴ 


T (L + M)ia> ] 


U {) 

2 


e i sin d)\ t 


coi(L + M) 


(- + i( °2 ^ 

\y 


(L - M ) ia )2 

e a2t sin (i) 2 1 

co 2 {L~M) • 


(23) 


例 7 考虑所谓滤波器，即是由某些个数的串联的线路(部分)所组成的电路(图 190) 




4 


Z f 


Z 9 




h 


Z f 


h 


U 〜 


z 


z 


z 






In 



图 190 


我们假定 :电动 势作用于第一个部分通过算子阻抗且最后的部分接在同一算子阻抗 


T 


，上.相继应用基尔霍夫定律于那些闭线路，得 




2 


Zh + Z(/ 0 - 


)=17, 




/ 2 ) = 0 , 


(24) 


-z(i n - t -u + fzX=o. 





因此，相邻的部分(除了第一个与最后一个以外)的电流由下述有限差分方程来联系 


( IZ + Z ^ h-Zih 


+ 心 -1)=0. 


(25) 


如同解对应的微分方程一样，我们可以形式地求出方程 (25) 的解如 

\ k ^Ae yk ^Be~ yk y 

其中 A 与 B 是任意常数，而 y 是适当地选出的. 

把 (26) 式代人 (25) 式，得到一个关于 y 的方程 : 2 Z + Z '-2 Zch y = 0, 由此 

ch 7==1 + ^* 


(26) 


(27) 


常数 A 与 B 由“边值条件”来确定，即是，由方程 (24) 的第一个与最后一个方程来确定.求出这些常 
数，我们便把表达式 (26) 写成 


h 




U ch (n ~ k)y 

Z sh /sh ny 


(28) 


的形式.作为例子，我们来讨论阻流线圈滤波器，对于它来说,疒=尺+ 1^，2 = +，接在常数电动 
势17。上.从 (27) 式有 


P 



b 



2 

LC 


(1 -ch y ) = 0, 


(29) 


且公式 (28) 具有形式 


h 




U 0 C 


ch (n - k)y 

sh ysh wy • 


在此，在点 L 




V 


n 


(V = 0 ， 1 ，…, w ) 处，分母变为 0 ，按公式 (29) ，这些点对应着一阶极点 


P = 0 . p 




R 

L 


(v = 0), p = 


(T 土 tCOy 




1,2，"、 W )， 


R 


其中 a = 2 L 9COv 
公式 (29)， 算得 


2 

LC 


(l-COS — 

\ n 


4 L 


.像原函数 4 ( t ) 可按展幵定理来 求出. 为此，首先利用 


B /= ^(sh /sh ny ) 


(cth ysh n /+ nch ny ) ( LCp 



RC 

~T 


R 


取当 y — y 。=0 时，因而，相应地，取 />— 0, - f 时的极限，求得= 土 n 财:.类似地，在 y ^ y n 


2>，因而/? 


< y n ± <时，求得 


而当 y — 广 


(v = 1，2 ,…， w — 1) 时， 




± i (- lYnLCco ,. 于是展开定理给出滤波器在第6个部分上的电流 







nLo)” 


sin ( o n t 



2 U 0 ^ 


« — 1 
Z 




sin oj v t 




km 



n 


(30) 


这里，第一项给出稳定状态，且等于电压除以全部的欧姆电阻，其余的项给出瞬变电流.振荡的各 
项的阻尼相同, 当&很 小时，频率是 


* 引入差△々= 4 + 1 - &和 = M 4 + 1 -,可以把方程 (25) 改写成 - Z % =0,这方程属于(带 

常系数)的线性有限差分方程一类.这些方程的解许多地方类似于解相应的微分方程,有关有限差分的知识，读 
者可以在 A . O . TejiB^OHA 的书《有限差分计算》 (“HOTHCJiemie kohcwbix pfl 3 HOCTeil ” ( M . : rocrexH 3® aT . 1952) 中 

找到 • 



• 440 • 


第六章算子法及其应用 


86； 



最大的频率是％当增大〃时频率之间的差数减少，亦即，滤波器对于整个的频率带很好 


地调谐为谐振.因此它被称做 频带滤波器. 

例8具有无穷多个元件的滤波 器研究起来更为简单.在这种情形，方程 (27) 保持不变，而在 
公式 (28) 中应当取 oo 时的极限 


h 


Ue 


k7 


Z vsh y 


(31) 


(我们设 Re y >0) •在这里变换 Zsh y ^ Zv / ch 2 /—1 和 〆 二7土 2 7— 1 + ch 按公式 (27) 得岀 



作为例子，我们考虑由电容与电阻= = 所组成的无穷滤波器，接电在常数电动 

势1/ (> 上.公式 (32) 给岀 


j _ \ (p + X ) — p 2 + 2 Xp 1^ 

TT^Tp 

其中 A 按表上的公式 31 求出像原函数为 


hU ) 二 


2 U {) 

R 


Xt 


h (^ t ) y 


(33) 


其中4(0=厶（以)//是虚变元的是阶圆柱函数(见第96目）. 

86.偏微分方程 算子方捧成功地应用于解决数学物理方程中的所谓非 平稳问 
题 .为简单起见，我们将限制 i 下述情 况:所 求的函数 u 是依赖于两个独立变量及 
t 的，其中第一个自变量 x 我们解释为空间坐标，而第二个为时间.除此之外，我们将 
假定微分方程具有 形式： 


L[u] 


cl 2 


U 


a 


c)x 


2 



h 


cl 


u 





cu 



cl 2 


u 


a 


dt 


2 



h 


cl 


U 


dt 


0, 



其中 a ，6， c ：， …及仏都 是给定在区间 0< x </ 上的一个变量 x 的连续函数.我们将 

恒设 a >0,且考虑下列两种基本情况：1) a ,<0 ——双曲线型情况，以及 2) a .^0, 
6 j <0 ——抛物线型情况. 

在我们的情况下，非平稳问题可表述为下面的 方式： 

对于 0< x < Z 与？>0,求出微分方程 （1) 的这样的解 u ( x ， t )， t 满足给定的始 

值条件 


u ( x ,0) = < p ( x ) , 〜 ( g ，0) : 

(第二个只在双曲线型的情况时给出），与边值条件 


(2) 



还要 假定: / U ) 是像原函数，且 F ( /) )# / U ) ，于是边值条件给岀 

U =F(p),\a^ + ^pU-(p)} =7U • 

x = 0 ■ CLOC ■ X = / x — I 

因此，算子法将前面给出的偏微分方程 (1) 的非平稳问题的求解归 结为： 在边值 

条件 



d 2 U 

dx 2 



6罢 + AU + B = 0, 



其中 

A = c~^~aip 2 + bip 9 B = — aipcp 一 0 ^屮 一 b^cp ， 

下来解常微分方程 

U = F ( p ),\ a ^+( l 3 p - 7 ) U - licp ] =0 (5) 

jc = 0 ■ ddCy - 工 =I 

且户 是个复 参数. 

前面所作的讨论表明 •.在 采用的条件下，非平稳问题的解 m 的像1/满足方程 (4) 
与边值问题 (5). 如果 知道: 非平稳问题有唯一的解，这个解连同它的前二阶导数一起 
满足第79目中加在像原函数上的条件，而且如果关于方程 (4) 的问题 (5) 也有唯一的 
解 U ， 则显然非平稳问题的解可作为 L 7 的像原函数来得到. 


来 


边值条件可稍加改变.除此之外，时常遇到/ = oo 的情形，于是第二个边值条件就没有了. 
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我们来举岀一些 例子: 


m 


在细长的杆子上的温度满足方程 


du 

^7 


a 


cfu 

^ x 1 


⑹ 


其中 a 2 是常系数.考虑在一端为有限的杆子0<1<〜上的温度的分布，如果已知道它左端温度的 
变化规律，而且杆子的初始温度等于0: 


u = o，m — y ( 0 

广 0 .r 二 0 


⑺ 


过渡到像，得出一个具有复参数/>的常微分方程 


pU = a 


2 d 2 U 


dx 


⑻ 


它必须在条件 


U 


= F ( p ) 


⑼ 


0 


下解出 .（8) 的通解是 


U = Ce ' a r + C ] ea x , 


在此应有 C , =0,因为否则当: r — oo 时1/将无限制地增大.条件 (9) 在这时给出 C = F (/>)， 因此 


U = F ( p)e 


a 


为了求得像原函数，首先考虑特殊情形/(《)_，于是 F ( />) = +， 
式42求得 L 7, 的像原函数为 


a 


p 


，因而按表中的公 


“〗 u ， 0=Erf ( 点卜 1 —吴 


'ijr 

J 0 


dr . 


( 10 ) 


在任意的边值条件 (7) 的情形，利用第81目的杜阿梅尔积分(6)，我们有 U ( p ) = pF ( p ) U ] ( p)M 
此* 


X V /( r ) 


u ( xjt ) = - 1 = J 3 e 4a(t-r) dr 

2aV3T (t - r ) 了 


_2_ 


r^OO / 


X 


2 


4 a 2 e 


e 


i 2 


d $ 


(ID 


我们令 


.当 1 = 0 时，从表达式 (11) 我们得出 


u ( 0 j t ) = f ( t ) erf (°°) = f { t ) ^ 


这正是所要求的. 




2同一问题，但在杆子的左端在温度为0的介质中发生热辐射，杆子的初始温度是 M() 


const . 问题变为在始值条件与边值条件 


* 在第81目的记号下,这里的 


茗 ⑴ = Erf 


(点) ， 


g ⑻= 0， 容 ’⑴ 


X 


2 a V rct ^ 


A 



u 


du 

u ° 9 J^C 


hu 


( 12 ) 


下解方程 （6) U >0, 为常数).算子方程具有形式 


pU ~ a ^= u 0 

ax 


应当在条件£ 




h-U 


下来解它.这方程的解当 


X 


oo 


时有界，具有形式 


0 


U =— + Ce ~^ 

P 


利用边值条件，最后得出 


U 




P 


{p 



h 


a 


% (1 _r 冬 ） +% 

p a 



% 

a 



h 


a 


按表上的公式 42 有 Erf (^- 


) ，因此，第一项的像原函数等于 Wo erf ( 


X 


2 a 4 l 


.要得到第 


二项的像原函数，我们注意，按滞后定理及相似定理有 


F ( p ) = 


A 


p a = ae~ hU - x) 



h 


rj{at — x ), 


a 


于是按第 81 目的艾弗洛斯定理的推论 (11) 得出 

f(VJ)_ 1 1 y. 




a 


在这里作代换 f = e ， 最后翻 


u ( x , t ) = u 0 erf + ^ 


2 〜 rf (点 + 


ah^ft J 


(13) 


例 3 讨论在有限长的杆子 0<: r < Z 上的温度的分布，这杆子的左端是热绝缘的，而在右端上 
保持常温^，初始温度^也是常数.问题归结为在条件 


U 


0 


du 

d^c 


0， U 


U \ 


下解方程 (6) . 算子方程具有形式 

d 2 U 

djF 

-4u=-A ， 

a a 

它应当在条件 

鬌 



dU 

x-0 

- 0 , u = 

x= l 

下被解出.通解具有形式 




Mi 

7 


^^ + C 1 sh^ + C 2 ch^ 
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以第一个边值条件代人，得 C 




0;第二个边值条件代人后，得 （ 




u {) 


P 


.因此，解的像 



a 


具有形式 


u 


u i ) 

7 


u 





p 



a 


因为双曲余弦是偶函数，并且它的泰勒展开式只含有变元的偶次项，故函数 L /(/0 是单值的.这函 


数是个亚纯函数，而且在点 p = 0 与 Pk =-- 


\ 2 


2 


k — 


T 


U = l ，2, …)处具有单极点.可以 证明: 


它满足第二展开定理的条件 * . 


X 


我们记 A ( p ) = u {) ch ~ u {) )ch — 



, B ( p ) = pch 


a 



，于是 lt =4^， a ( o ) 


B ( p ) 




W | ，只’⑼=1，且当 p = p k 


a 2 7 t 2 


k — 


2 


，合 =1，2,…时，我们有 


Mp k ) = (u' 


Uo 


)ch 


X 


k 


—JK = ( u 


U {) ) 


COS 


k — 


2 


\ 7TX 

} 丁， 


B’ （ pk) = 去 V^sh 士 




If 


k — 


2 r 


于是由第二展开定理得出 

u(x J t)—u 



2(u t - w 0 ) 


7T 


s 


- 1 ) 



k 


々一 士 ) 


t 


(14) 


T 


例 4 为了减小发生在核子反应堆中的链锁反应的结果而释放出来的中子的速度，应用了减 
速剂(通常是石墨减速剂）.在半空间 . r >0 形状内考虑减速剂，它包括平面的中子源，设它在平面 
.r = ^内.在众所周知的简化条件下在这种减速剂里中子的减速过程由微分方程 


^ y ( jc , d ) _ y { x ,6) 


dd 




+ ^ JT() )^(6) 


(15) 


描述，其中 e 表示中子的象征性年龄，約表示它们的减速的密度，亦即在单位体积和单位时 
间内的中子数，而 s 表示脉冲函数_ 

这方程需要在边值条件 


* 我们拟定证明的 思路: 



于是重复我们在第71目中对于 cot z 的讨论，我们证得函数 


X 


ch 


x 



ch q 


x 


在去掉极点(用小圆)后的平面上是有界的.由此 推知： 函数 


P 


^ —在某一族圆周上当/⑺时趋于0 ( 定 



理的条件 2); 此外，在 I / H 较大下这函数的模，不超过某个常数乘上并且我们这里 i </， 所以这函 

数在直线 U -〖 oo ， a + / oo ) 上绝对可积(定理的条件 3) .在本节第一版这个地方犯了错误，这个错由（朝鲜)金圣 
延友好地指出. 

** 方程 （15) 的推导读者可以在 HXHeflAOH 的书 [10] § 27中找到. 




0, 


(16) 


0 


其中 y 表示某个常数(这关系式物理上表示通过平面 : r = 0 的整个中子流等于 0 的条件)和当 : r 


时对一切心减速的密度趋向于0，即 


lim % ( x , ^)=0 


(17) 


条件下解出、初始值条件(在0 = 0时的条件)没有，因为方程包含脉冲函数. 

应用关于0的拉普拉斯变换和利用关系式 8( d )= 1，我们得出算子方程 

= + 8(x ~ xq). 

ax 


(18) 


方程中具有脉冲函数导致它的解在1 = ^保持连续，而它的导数在这一点上有一个间断点.事实 


上，对方程 (18) 按: T 沿线段 (: T 


0 


h ， x 0 + A ) 进行积分，并且利用§函数的积分性质，我们求得 


「• V A dx r o + * 

P h Xdx = 尝 

J r o _ * x o — A 



1， 


由此，利用函数 X 的连续性，在/1-0时取极限，我们得出 


dX 

dx 




-0 


dX 

dx 


=\. 


(19) 


x o 


+ 0 


根据所述，方程 (18) 在: T < A 时的通解可以取成形 


X 。时，考虑到条件 (17) 取形状 X=Ce 
解在1 = : r 0 时连续的条件导出方程组 


_ (.r -： r n }/^p 


0 


，其中 A ， B 和 C 是某些常量.条件 (16) 和(19)，还有 


A ( l + yv ^) 



+ B ( l - y ^ p ) e ' T o /J =0, 


> J ~ p { — A + B + C ) = 1, 

A + B-C = 0, 

完全决定这些常量.解这个方程组，在进行不复杂的变换之后，我们求得算子解 


X = 


x~ Xq \Y~p 


2 /p 





2 /p 


，- (i+ 了 0 >/7 


rp+^Tp 


( 20 ) 


前两项的像原函数在表中有.为了求出第三项的像原函数，我们记 


e 


atTp 


pp + 


Fj ^ fp ) 

/p 


，于是 F ( P ) 


op 




根据滞后定理，我们求得像原函数/(0 


7 


V ( t - a ). 因此，根据艾弗洛斯定理的 


推论(第81目公式 (11)) 


e — W . el 


(3 p 



7— Ttch . 


a 


如果在幂次中分出完全平方，并且令 5+# = $, 上面所得的积分很容易通过函数 Erf 来表示，最 
终获得 




(21) 
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由此可见，我们求得解 (20) 的像原函数 


中子减速密度的最终表达式 




X - ) 

40 + p 


~ 40 


I - 


y 


巧 Erf 


2 /d 



{d 

Y 


(22) 


我们引入在 7 值很小时这函数的近似表达式.利用函数 Erf 


X 


的渐近公式（第76目公式 


(11))，对于大的 I 可以写 Erf .因此，对于小的 y , 公式 (22) 的后一项渐近地等于 

X V7T 


x t 


y 4 n 


工 + 了《 . /d 




2^/6 





y 


并且对于小的 y 




(x - x^) 


( a ; + x ()) 





X + X() 
26/^8 


( x ^ x ^) 


ye 


(23) 


对于物理应用重要的是会确定点 


x = X 


，在这点上减速的速度等于0,这点就是所谓的外推的 


尾端点.根据近似表达式 (23) 我们从条件以义,的=0求出1 - e 


X C X 0 X c + X 0 

~T~ ~ d 


.如果假设 x c ： rn 与 <9 


相比很小，我们得到 


x c : r 0 


= y ( 


X 



工0 


) ，由此， 


x ^ - ^ - y . 

c x 0 + y 7 




5 在不稳定绕行飞机机翼的线性理论中研究了下面的问題 


两个变量的函数 f ( x . y ) ——绕行机翼的超音速流的所得到的势能 —— 在 x <0 时等于0,而 


在时满足微分方程 


If 





= 0 


(24) 


其中6 2 和 c 2 为正常数,而且在 x = 0 时有零的条件 



= ( 2 £ 
^ = 0 ^ 


=0, 


X = i) 


并且在: y ~^ + 00 时 f (: r ， y ) 仍然有界. 

从物理学考虑出发函数# =«( x ) 认为是已知的，它是机翼表面上流所经受的倾斜角，并 

y = 0 

且要求通过这个函数来表示机翼表面上势能的值 fU ，0 h 

问题非常优美地用算子方法解出.对变量 I 的拉普拉斯变换把 /( u ) 转变为满足方程 


2 


d L F 

dy 2 


-6 2 ( p 2 + A 2 )F = 0 的函数 F (/>，： y )， 其中 A 2 = 


表示正常数.这方程的通解有形状 F 


Ce 


- 6 V p ^ X y 


+ Ci //7^' 并且在所讨论的问题 中 Ci =0 ，因为在 y 


+ 00 时应该保持 


有界.因此，# = - C & v / 7 Tp =- A (/0，其中 A (/0为流的倾斜角 《 U ) 的像，由此 

a y v=o 


算子解的导数在 


X 


: TO 的间断点在过渡到像原函数时消失了. 


㈣ 例如，可见 JL Xoyapr 编辑的 “CoBpeMeHHoe cocrcmHHe aapoAHHaMHKH 6anbuiHX cKopocreft ”（ M 

第一卷第 9 章 §6. 



• 1955) 


F (/>，0) = C 


A( 


b V t> 2 + A 2 


利用乘法定理和表中公式28,我们得到问题的解 


/(o: ， 0)=~^j 。 a(x~ ?)Jo(X^)d$. 


(25) 


例6具有长度/的杆子处于静止状态，它的端点 : r = 0固定，而在自由的端点 : r = /沿着杆 
子的轴的方向施以力 Asin 求出杆子的纵向振动. 


杆子的振动方程具有形式 


a 2 




d 2 U 


其中 w d 是纵向的位移， a 2 是与杆子的质料有关的一个常数系数.其始值条件与边值条件 

可以写为 


U 


du 

Ji 


0 



0 , 


3 u 

3 x 


Asinc,, 

£ 


(26) 


其中 £ 为弹性模*，算子方程具有形式 


p 2 U = 



d 2 U 

dx 2 y 


它应当在条件 


U 


0 


dU 

dx 


A 




下被解出.取其通解的形式为 


U — Cich + C 2 sh^r ， 

a a 


代入 





0 给出 CfO ; 代人 arW 得出 C 2 


h 


pip 2 + 


)ch 上 Z 

a 


，其中 6 



了 


.因此，算子解具有 


形式 


U 


b 


sh 





P(p 2 ^<o 2 ) oh ± p ^ 


(27) 


要求出像原函数，仍可利用第二展开定理.函数 U 具有一个实的极点 A = o 与无穷多个纯虚的 
极点，且所有这些虚极点都是成对地共轭的.位于上半个平面的极 点是： 


p-iw,p k 



i k ~ 


T 


io) k (是 =1，2,3, …）， 


都是一阶的而且是不相同的，只要对于不论什么整数 I 都有(这是没有共振的情形的条 

件，我们将假定其被满足). 

根据第二展开定理我们得 



X 


,t) 


2 Re 


A(iw) nu , ^(pk ) ^ 

+ ijwrp^ ek 




利用这样情况，根据胡克定律沿杆子作用的力 x 与位移 M 由关系式 X = 联系着. 
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[87] 


(X) 


2 



coL 


a 


sin 


co 

a 


rsin cot 



2ab 


oo 


¥ (—々 


• ⑷ k 

sm 7 si n _ 


CO 


⑷ k 


(28) 


例 7 长度为 / 的两根相同的杆子，以相同的速度％沿着自己的轴彼此相对地运动着.确定 
在撞击后杆子上点的位移. 

假设撞击发生于 < = 0时，且在坐标的原点处.由于对称，只要讨论一根杆子上的点的位移 
便够了，例如取右面的那根.问题归结于:在条件 


U 


= 0, 


cl 


U 


0 


dt 


Vi ) ; 


u 


(} 


= 0 , 


cTu 
(入 r 


二 0 


下解方程 


u 


c) 2 U 


= a 


cl 


X 


算子方程可写成形式 


ax a a 


2 


(29) 


而边值条件转为 


U 


0, 


dU 

da: 


= 0 


在这些条件下，方程 (29) 的解具有形式 


U = 


^0 

7 


ch p 


L — x 


< 


1 - 


a 




ch 逆 


a 


7 


Vo e ^ + e 



p 


21- 

a 



\ + e 


M 

a 


(30) 


M 


展开 （1 + e 于广 1 为几何级数 （ 这级数是收敛的，因为丨 e 



<1)，得到 


U = 


V{) 


P 

再利用滞后定理，得像原函数为 





e a 



e 


2 U + 1)/ 

a 


k = i ) 


U(X yt )= 


V() 


- t + 2( - 1) 


k 


k =-0 



2kL 



X 


a 



t 


2kl 



X 


a 



2( 是 + 1)Z — x 


a 



2 ( 是 + 1)/ — 


a 




(31) 


3 u 


这个解只适用到两根杆子相接触时为止，即是说，适用到宕 


<0时.但从公式 (30) 有 


x = 0 


dU 

dx 


o 


= -§ thf ， 且按第80目的公式 ⑽， g 


g (()， 并且在此公式中 A 二 


JT = 0 


^0 

a 


5 T 


= 2 


a 


•因 


此， 只有当 0<0<2 f 日 寸才有 g 


<0,而在这个区间内式 (31) 中只有三项异于0,即 


X 


0 


u{Xyt)= Vq 


+ ( t 


X \ I X 



21 




21 一 




(32) 


由此可见，当^时，有，即是说，杆子互相弹回，没有振动，而具有速度％. 


87. 传输线的计算我们将把双导线的传输线考虑作均勻地分布着的电阻、电 
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图191 


这个一阶的偏微分方程组，容易化为一个 方程; 例如，对于电流我们得到 


LC 


d 2 i 


dt 


1 



(CR^GL) 


di 

dt 



RGi 


d 2 i 


dx 


2 


⑵ 


对于电压,有完全同样的方程成立.由于系数 L 与 C 都是非负的，故方程 (2) 或者是 
双曲线型或者是拋物线型的，这视 LC >0 或 LC = 0 而定. 

分别用17与 J 来表示电压与电流的像(对时间），且用与 M 。表示电流与电压 
0时的数值，于是方程组 (1) 便对应着下列算子方程组 


在 


(Lp + R)I 


—+ Li Q , (Cp + G)U = -吳 + Cu 0 


dx 


dx 


⑶ 


从方程组 (3) 中消去算子电流，得到关于 l ； 的方程 


d 2 U 

dx 2 


7 2 U 


L 


dx 


~C(Lp 



R)u 0 , 


⑷ 


其中 


y = V(Lp + R)(Cp + G) 


⑸ 


表示所谓 波的传播系数 .在零的始值条件的情形，方程 (4) 的右端将等于0,因而这方 
程的通解将具有形式 

", ( 6 ) 


U=Ae 


Be 


其中 A 与 B 只可能与/>有关，而与 x 无关.这些函数由在传输线的端点处的条件来 


感、电容与漏损的系统.它们的对于单位长度而言的数量，我们将分别用 i ?， L ， C 与 
G 来表示(图 191) .我们固定了在点 x 与 x + 间的一段电线，于是对于电压 M 与 
电流/将有 


U 


x jt) — u(x + Ax , t ) 


i(x y t) — i(x + Ajc , t) 


LAx + RAx • i , 

dt 

CAx ^ + GAx • u , 

dt 


取 Ax ^ O 时的极限，得到 


a 


u 


dx 


L ¥ t + Ri ， 


3 i 


C 


3u 



Gu 


( 1 ) 
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确定. 

对于算子电流，可得到类似于方程 (4) 的方程，但是知道了 17之后，电流可以更 
简单地从方程组 (3) 的第一个确定为 


/二- 


Lp + R 


dU 

dx 



在零的始值条件的情形，利用解 (6) 得岀 



其中 



(7) 


( 8 ) 


是所谓 传输线的特性阻抗. 


7 二 Lp + R 

V Cp + G 


(9) 


在一般的情形，传输线的方®的研究呈现极大的困难，因而通常要作某些简化的 


假定.这些假定中的一个，是假定传输线的长度是无穷的.通常用自点 I = 0沿正的 
x 轴延伸到无穷远来表示这无穷长的电线 . L 7 与 J 在无穷远处是有界的这一条件， 


这时 化为: 在方程 (6) 与 (8) 中，系数 B = 0( 我们设 Re y >0), 因此这些方程取下列 


形式: 


U = Ae~ y \ I = Y e (10) 

在物理上，我们的条件 表示: 我们略去了在传输线的端点处的波的反射现象. 

除此之外，有时还略去了传输线的各种不同参变量，或者设这些参变量是由某些 
关系联系着的. 

我们来看一些 例子： 


例 1 无穷长的传输线没有电感与漏损（电规 ）* 这里， L = G = 0 , y = V RCp , Z = aJ ^ ,0 
此方程 (10) 具有形式 

U=Ae~' /m，x , / = 01 ) 

数值 A 由电缆的接电条件来求出.例如，在左端接于常数电动势上时，则从方程组 (11) 的第一个方 

» 

程，当 I = 0时得出 A = 爭， 于是按像表中的公式42及 6( 在其中设《 = ^ RCx ), 立刻可求得电压 
与电流为 

u(x,t)=U Q Eri(^f^Y 心 — 誓 . 02 ) 

注意到，确定电压的问题，完全类似于前一目的例1中的确定温度的问题 
( 只需令《 = ^=).所以按第86目的公式 (11) ，当接电缆于任意的电动势上时，得 


* 在地下或水下的电缆，由于导线接近的结果，可以略去自 感应; 而在良好绝缘时，也可以略去漏损. 
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( x , t ) 


2 


2 






RC 




4t$ 



迸， 


(13) 


这里，电动势的变化规律由函数/(0给出. 

例 2利用在第78目末尾所述的路线形变的方法，借助于拉普拉斯反演公式，来直接地求出 
在电缆中的稳定情况 ，较为方便.例如，当接电缆在电动势 w (0= LT 0 sin cot 上时，我们求稳定 


电流 • 

从方程 (11) 有 


因而按反演公式得到 




一 V RCpx 


i(x jt ) = 


^0 w rc r A+， °° 一 + 

2tt2 y R J a-i*oo p 2 + a； 2 ^ 


^ dp . 


将积分直线形变为图 174 中所示的周线 L ， 按第78目的方法求得 


(14) 


其中第一项表示 (14) 的被积函数 在它# 奇点/>= 土-处(/^表示根式的由条件 -;r<aiK P<tc 
来确定的那一分支)的留数之和，而在积分号下的就是在 （14) 中的那个函数.作代换辦= 9 ，我们 
得到 



其中1/是形状与 L 相同的周线.由犹看 出:当 时，积分趋于0,因此，稳定电流等于 


i 亀 警^ _ sin ( 从 + j ~ . 

就特例说，设: r = 0 ， 便求得在传输线的起点处的稳定电流为 


(15) 


/稳 = 



例 3 经过阻抗的电缆接电 假定在电缆的左端经过阻抗 ☆接在 电动势 wU ) 上.众所周知, 
作用的电动势是由在阻抗上的电压下降以及在传输线起点的电动势相加而成的 

U 0 ( p ) = Z 0 I +U . (16) 

x=0 x=0 

对于电缆来说，从方程组 (11) 求得17 = A ,/ 因此条件 (16) 可写成 

x = 0 x = 0 Y K 

^ o (/>) = A(l + Z oV ^), (17) 


由此便可求得 A . 

例如，当经过电阻私)接电缆在常数电动势％上时，有 
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其中沒 


R 


CR ^ 


由此按公式(11)，算子电压等于 


U 


V { 


a / J ) 


V , 


a/p 


P 




P 


P 


U {) 




a/J» 






其中 


.r .按像表中公式 42 和上一目公式 (21) 求出像原函数 




U {) Erf 


*r 

2 



RC 


t 


- u {) 




Erf 


j 




RC 


t 


+ v pt 


(18) 


按公式 （11)， 算子电流是 


U { 


afp 


P 




P 



Cp 


R 


U { 



c 


R P 


aff> 




P 





因此 


心“)二》 



RC 

t 


+ vpt 


(19) 


例 4 无穷 长的传输线没有耗损 （ i ? = G 二 0) .按照公式 （5) 与 （9)， 波的传播系数等于 y 


爪其中 



VTc 


纟是波的传播速度，而特性阻抗 


L 

C " 


，因此 


U=Ae 





C 

L 


Ae v . 


( 20 ) 


这里 A 


U 


，如果传输线接在任意的电动势 /( 《 ) 上，则按滞后定理得出 


0 



X 









C 

L 





( 21 ) 


这表明 :沿着 这样的传输线，电压与电流的波以固定的速度来传播，而不改变形状. 


例 5 无穷长的传输线没有歪曲 这是指的其参数满足 条件# =舍= 8的传输线（在谷= 0 


时我们得到上一例题).这里， y =^-，其中 



V 


VLC 


，因此 


U=Ae 




C Ae ~^ 


L 


( 22 ) 


如果这样的电线接在任意电动势/(0上，则 



( x ， t ) = e -^ r f(t - I )， i ( x , t ) 




V 



(23) 


这表 明:在 这样的电线上，电压与电流的波以不变的速度 r 来传播，不改变形状，而且具有常数 

P 

由尼. 


例 6 无穷长的传输线具有耗损而没有漏损 （G = 0) 在这种情况 y 




v 


V /> 2 + 2 a /> ， 其中 t ; 


VLC 


，a = 晶且 Z=>y t> 2 +2a />, 因此 


U=Ae 


y 


+ lap T _ / C 

， J —Vr 


C Ape 



+ 2ap 


p 2 + 2 ap 


(24) 


如果这样的传输线接在常数电动势上，则 Ap = t / n ， 因而 



2 2 


C (” a )- “ 


T 


(/) + a ) 2 - a 


==~ a ) ^ 


其中 F ( p ) = 


2 


p 2 — a 


2 


“.按像表中的公式 35( 这公式将在第 99 目中导出 *) 求得像原 


函数 /⑴= 7 G _ | ) J 。( a ) ， 

其中 J 。 是纯虚变元的零阶圆柱函数，再根据位移定理有 


i ( x 9 t )= U \ 



at 




x 

V 


(25) 


例7在前一例中的传输线接在电动势上时 的稳定电流. 我们有 A = 1/ 


T=0 


Up 

P — id) 


因而按反演公式从 (24) 中的第二个公式求得 


( x , t ) = 



C 1 ry+i^> 

L 2 m J y-too 




pe v 


p + 2ap + pi 


y—，oo (p- i w ) 


p 2 + 2 ap 


dp 


这个积分的渐近表达式已在第 78 目中用积分路线形变的方法求得(参看第78目的 （16)) .以这表 
达式代入，得 





C 

T 


UO 


2 aiw 


e 以-令 


2auo — co 


(26) 


CO 




8 有限长 / 的传输线接 在常数电动势 l / Q 上，右端切断.由公式 (6) 与 (8) 得出 


U = Ae~ 7x + Be Yx , I = ^{ Ae~ yx ~ Be yx ) , 


(27) 


我们从在端点处的条件 


U 




JT = 0 


A + B = f ， 


Z 


(Ae 


yi 


Be yl ) = 0 


来求出常数 A 与 B ，因此 


r t — r t ch 7 ( / — X ) 

u ~ u ° pchyi 5 


_ Up sh /(/ ~ x ) 

Z />ch yl 


(28) 


对于具有耗损而没有漏损的传输线，其中 y = f 矽，算子电压的分母具有由方程 ch 71 = 0 


所确定的无限多个零点 ： 穴=(2打+ 1)~^(；1 = 0，±1,±2，〜）.在平面/>上，它们对应着函数1/ 


的由方程 


p 2 + 2 ap 



W + T 


2 it 1 v 2 


0 


所确定的无穷多个极点,由此 


P 


<2 土 i ( i) n 9 


其中 


n 



T 


2 K 2 V 2 2 

— ry — - a . 


来 见第 99 目公式 (19), 在这里 ， r = i ，且以 fa 替代 a . 

V 
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利用第二展开定理，求得 



( U ) 


U {) 


at 


1 



V 



2n + 1 


2 


0 


+ 


z ) sin ( 






asm 


+ 



t 


.(29) 


88. 其他积分变换 拉普拉斯变换，按照公式 


F ( p ) 


fit ) 



^dt 


⑴ 


给每一个像原函数 f ⑴置 一个像 F (/>) 与其对应，并且按照反演公式 




2 ni 



F ( p ) e / X dp , 


⑵ 


给每一个像 F ( p ) 置一个像原函数 / U ) 与其对应，是形如 


F ( p ) 


f ( t ) K(t , p)dt 


⑶ 


的积分变换的特殊情况，其中 K ( t , p ) 


积分变换的核 


变量 f 和参数 p 的已 


知函数.这类变换应用于解微分方程和其他分析问题中.在本章结束时我们将指出这 
类变换中一些重要的并且举一些它侮的应用例子. 

(1) 傅里叶变换 因为在拉普拉斯反演公式 (2) 中积分是沿着直线 Re /> 

行的，所以在这公式中可以令 p = a + k ， 它就采用形式 


进 


fit ) 


at 



2k 


F(a + ia ) e tat da . 


再引人新的记号 


/ ⑴ 


at 



幺⑴， 


1 


V2 


F(a + ia )^ G { a ). 


⑷ 



利用这些记号，最后公式可改写成形状 


g ⑴ 


V 2k 


G { a )- 


iat 



da 


(5) 


直接经拉普拉斯变换的公式 (1) 可以写成形状 


F(a + ia ) = 


f ( t ) e~ at e 


~ iat 


dt ， 


或者在新记号中写成形状 


G { a ) 


v 2k 


g(t) 


iat 



dt • 


⑹ 


公式 (5) 和 (6) 称做傅里叶反演公式 ，而从函数转变到 GU ) 称做傅里叶变 
换 .由此可见,把函数 / U ) 和 F ( p ) 联系起来的拉普拉斯变换是把函数 g ( t ) 


fit) 



和 G ((7) 


v 2 tc 


F(a + k ) 联系起来的傅里叶变换，其中 a 是大于函数 / U ) 


的增长指数的任何实数. 

傅里叶变换的应用范围比拉普拉斯变换的应用范围狭窄得多.这与下面情况有 


关,为了反常积分 G ( a ) 的收敛，函数 g ⑴在无穷远处应当满足充分限制的条件，例 


如绝对可积性的条件* ** ，亦即积分厂 1^(01^ 收敛.拉普拉斯积分 (1) 中具有附加 

J —oo 


的因子，“遏止”大自变量值下 /(£) 的值，把像原函数类扩大到这样的函数，这种 
函数在无穷远处增长不比某一个指数函数快，而这条件实际上完全不是很苛刻的. 

特别，如果函数 / U ) 的增长指数等于0和在拉普拉斯反演公式中可以取 a =0, 
那么拉普拉斯变换 (1) 一 (2) 不同于傅里叶变换 (6) — (5) 只是积分前的非本质因子. 
在这意义上可以说，傅里叶变换是拉普拉斯变换的特殊情况_ . 

从物理学观点，傅里叶变换比拉普拉斯变换更自然.这可以说明如下，公式⑸一 
(6) 类似于函数 gU ) 展开成傅里叶级15：的展开公式 

g(0= 2 G„e' G n =^ \ T g(t)e~ inat dt 

(: T 为函数 Wz ) 的 周期; 见第 70 目的公式 (20) — (21)) .事实上，可以把公式 (5) 看作 
函数展开成简单谐波振动 GU )/ 〃的连续谱，这种振动的频率变化不是像傅里 
叶级数情形中的跳跃，而是连接不断的形式，公式 (6) 所确定的函数 GU ) 可以看作 
傅里叶系数的类似物，亦即看作带有频率 a 的振动的复振幅.量 | GU )| 表明，这 

振动在 gU ) 的振动谱中有多少份额，因此称函数 GU ) 为谱 函数. 

根据所述容易理解，傅里叶变换的应用种种方面都类似于拉普拉斯变换的应用. 

例大体上讨论理想的不可压缩的液体在重力作用下产生的无旋运动问题.为简单起见我们 


限于无限深的液体中的平面波情形.使$轴水平且垂直波峰， y 轴垂直向上,并且假设液体自由表 
面的平衡位置与平面^ = 0重合，而且也假设在初始时刻，自由表面占据着平衡位置. 

从流体动力学知识知道_，在这问騵中液体运动的速度的势能 M = 0满足拉普拉斯 

方程 


和下列边界条件和始值条件: 



(7) 


3 u _ _ 1 3 2 u 

d y g 


当 j = 0, 


( 8 ) 


u = < p ( x),jj = 0, 当 ： y = 0 和 i = 0， 

( ⑼的第二个条件由我们的假设确定，这假设就是在 F 0 时自由表面占据 y =0 的位置). 

按照傅里叶变换引入速度势能的像_ 


(9) 


* 为了可用傅里叶变换，除了函数的绝对可积条件外，还懦要这函数是逐段连续和在£轴的每一个有 
限区间上有有限的改变就足够了.证明见，譬如，斯米尔诺夫第二卷. 

** 注意，在傅里叶变换理论中通常不假设，对于负的 “ gG )=0, 因此在公式 (6) 中积分的下限取 -oo 而不 
是0.在拉普拉斯变换理论中有时也拒绝这种假设，而此时得出所谓双边拉普拉斯变换.参阅譬如说 Baiwep 

Ilojib h BpeMep “ OnepaflHOHHoe HCMHCJieHHe Ha ochob 6 aByxcropotfHeTO npeodpaaoBaHntn JIaAJiaca”(M. ;HJI. 1953). 

来絲 譬如，可见 H . E . Kowh , H . A . KhCbjib , H . B . po 3 e “TeopenniecKaH THapoMexaHHKa ” 第 一 卷 （ M •: 
4>H3MaTTH3,1963) • 

来来来来 见本页前面的脚注 * 与_ . 
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U(a 9 y ^ t )~ 


V 2 


TV 




u ( j , y , t)e 


tar 


doc 


此时，当 l.r 


oo 


时， g 和“ —0 的假设下，我们得出 ，& 的像是 -M*， 醜，代替⑻我们得到 


方程 


ctU 

dy 2 


a 2 U = 0. 


这方程的解在 3r- - 00 时趋向于0,有形状 


U = C {( J , t)e 


o \ 


( 10 ) 


其中 C { a . t)=U 


. 从另一方面，用 


n 


v2tt 


，+乘方程 (8) 并且对从 - 〜到+ cx> 积分，我们得到 


\( t\C = 


1 d 2 C 

g ( it 2 


由此， 


C ( a 9 t ) = c { ( a)e 


; v^| 


+ c 2 { a)e 




(ID 


可是在 y = 0 和 £ = 0 时我们有 


dU dC 


(it 


clt 


=i V g \ a \ \ ciia ) - c 2 ( a )\ f 


因此，根据 (9) 的第二个条件，我们有 c, U) = c 2 U) = cU). 可是，此时根据 (9) 的第一个条件，在 


: y = 0和 f = 0 B 寸 


U=C(a^) = 2c(a) = ^(a), 


其中少 U ) 是函数 ) 按傅里叶变换的像. 


因此，由 （11) 我们得出0=0(幻€06，_》和按照 (10) 最终我们找到解的像 


U = ^((j)cos V g\a \ te 


I 戊 I : 


为了求解本身，只要利用傅里叶反演公式 (5) 


u ( jr , y , t ) = 


v 2 k 


步 ((T)cos V g\cr \ te ^ a ^ y ^ , ar da . 


( 12 ) 


在一般情况下这种积分的计算是困难的，为了简化起见，我们假设， ^U) = ASU)， 其中 S 脉 
冲函数(物理上这意味着，波是在加于坐标原点的脉冲作用下发生的）.于是按照脉冲函数的积分 


的性质，我们求得步 (CT) = 


/2 


A, 并且由公式 (12) 在3^ = 0时我们得到 


7V 


u ( x , 0 3 t ) = 


^4 

2tc 




g 


a 


te iar da = 


A 

TC 


0 


cos V agtcos axda 


(我们把实部分开，并且利用 COS (XT 的偶性），在经过某些变换以后(我们不谈这些变换），这个积分 


通过菲涅耳积分表出(见第73目例 6) 


* 事实上，用分部积分我们求得，在我们采纳的情况下第一阶导数的像有形状 



类似地第二阶导数的像有形状 (b) 2 17. 




等等.特别我们要注意有关导数像的 定理: 如果在 f —0 和 oo 时的极限 
等于0，则_ 

g {t )^； - {p - \ )G{p - \ ), (16) 

重复应用这个定理，我们得到高阶导数的像的公式.乘积 # g u ) U ) 有简单的像，用分 

部积分法我们得出 :如果 gU ) 〆 ~ =0,那么 

t=Q 

tg{t)^~ pG{p). (17) 


* 双侧拉普拉斯变换与通常的拉普拉斯变换不同之处在于，在公式 ( i ) 中积分是从- ~ 到〜进行的,而不是 
从0到00,见第455页脚注. 

** 为了这些公式可应用，只要 G (/>) 在带形 Sl < s 2 中解析.对这带形中的一切积分 
G(s + ia ) da 绝对收敛，且在任何更狭窄的带形 s : - ^^ 5^52 +沒(谷 >0) 内当| cr 1^0时+七)一致收 

J 一 oo 

敛于 0. 在第二个公式中积分的直线应该属于这个带形就足够了(譬如，可见柯朗和希尔伯特 [17], 第95页 )）. 
也可以用函数#(0的术语来叙述可应用性 条件: 只要要求这函数是逐段连续函数和在半轴〖>0的每一个 

线段上有有限改变，并且存在这样两个常数&和，使得积分 g ⑴^厂 1 出和(&2 _ 1 沿绝对 

Jo J 

收敛.在第二个公式中的积分的直线也应当属于带形 si < s < s 2 (臂如可见 E . TfrnfMapm [9]， 第65页）.有时 
把这些类型条件合并起来，并且替如说，从上面所写积分中第一个的收敛性条件选^ ,而5 2 选作函数 G (/>) 的 
从右边最接近直线 s = 51 的奇点的横坐标. 

*** 证明通过分部积分法立刻 得出： 

oo 

g(t)= g{t)t p ^ A dt = g(t)t p ' x —(/> —1) g(t)t p _ 2 dt= —(/> —l)G(p-l). 

Jo Q Jo 
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除此之外，如果 〆（〖）〆 


0 


0,那么 


〆 （，）#(户 + DpG(p) 


( 18 ) 


等等.能够使用最后性质去解含有形如 


k d k 



clt k 


的项的微分方程. 


例 作为应用梅林变换的例子，我们考虑有关扇形 larg z |<« 内的平稳热场问题，在扇形的 


边上在点 Ul < a 处维持常温⑹，在 U | 的点处温度等于 0. 问题归于解方程 


Au 


d 1 



dr 



djl . r ? 2 

dr 





? 


= 0, 


(19) 


其中△表示极坐标 r ， p 中的拉普拉斯算子，满足边界条件 


uo 


当 r < fl 时， 


0，当 r > a 时. 

按变量 r 完成梅林变换，根据公式 (18) 和 (17) 我们得到，方程 (19) 转变为常微分方程 

p 2 U+ ^U = 0j 


( 20 ) 


d < p 2 


其通解有形状 


U = A ( p)cos pep + B ( p ) s\n p(p 


在过渡到像以后，边界条件 (20) 给出 


U 


Uo r ^ 1 dr 





P ， 


因此,应当是 


A ( p ) 



/w 土 B( / >)sin pa — 




P 


由此，我们求出 A ( p ) = u 0 



poos pa 


， B (/>)=0, 并且得到解的像 U = u () 



P 



pcos pa 


根据梅林反演公 


式，我们求岀解本身 




2 m 


— (f) 

s-ioo v / / 


P 



t^pdp 



P 


积分号下的函数在带形 0 <Re p <\ 内是解析的，因为积分号下函数的接近于/> = 0的极点位 


于点产如果我们就假设 



< 



T 


的话，就有 



2 a 


>1.因此，在最后的公式中可以取0< .s <1 


中任何数作为在 5-0 时取极限，可以沿着带有按逆时针方向绕行点/> = 0的小的半圆周的平 
面/>的虚轴取积分.在这种绕行时积分的增量将等于被积函数在点^ = 0上的留数乘上亦即 
等于 W ， 我们就得出 




2 




2 m 


a 


r 


ch a<pda 
ch aa a ^ 



这里在主值意义下理解积分.代入 ( 


被积函数的偶性和奇性，最终我们求得 









) ，并且利用相应的 


* 有关 s 的选取可见457页上的脚注 ** 



Uq 

T 



Uo 




\ r f oh aa a 


( 21 ) 


(3) 汉克尔变换类似于 (1) 可以写出二维傅里叶变换 


G ( cx ， r ) 


2 tt 




g ( x , y ) e ~ t{<JX ^ Ty) dxdy , 


g(oc y y) 


2 k 




G ( a , z ) e i ( ax + ry ) d ( jdT . 


这里过渡到极坐标，令 


X 


rcos cp 


rsin cp^ia — pcos d , r 


psin 0，我们有 


G ( P ,6) 


2k 


rdr 



2tt 


g ( r ,< p)e 


irpoosi <p-d) 


dcp . 


g ( r ,( p ) 


2 tc 



pdp\ 2K G( P ,6)e irp ^- d) dd 
J 0 


( 22 ) 


特别，令 g ( r 9 cp ) 


，、(「），其中^为整数，并且在 (22) 的第一个公式中作代 


换 f 0 f r ，利用已知的周期函数的积分性质，此时，我们得到 


G(p,d) = ^e 


(4) 



g { r)rdr 



2 tt 


e 


i(rpsin t - tit) 


dt 


按照第 70 目的公式 (15) 内积分等于 2; rJ ,,( v )， 其中人表示 n 次第一类圆柱函 


数.因此，令 G ( p ,6) e in ( e+ ^ 


G n { p ) ，我们能够把最后公式改写成形状 


G n ip ) 



g ( r ) J fl ( rp)rdr 


(23) 


在新的记号下 (22) 的第二个公式采用形状 


g(r) 


2 tt 



o G n (p)pdp^ 


2 n 


e 




d— 





(< p - 6) 


0 


dd ， 


在作置换 


9 


7 T 

2 


以后，内积分重新导岀第 70 目的公式(15)，我们就得到 


g ( r )^ 



G n ( p ) J n irp ) pdp . 


(24) 


公式 (23) 和 (24) 称为 n 次汉克尔反演公式 (或者换一种方式称为 傅里叶-贝塞 


尔公式 r . 


我们要弄清在所讨论的变换下导数的像的公式形状.按照 n 次汉克尔变换的 


定义 


g ( r )= 



^ J n ( rp)rd 



rg ( r ) J n ( rp ) 


g ( r )^[ rj n ( rp)]dr 


(我们使用了分部积分公式).假设积分外一项等于0,并且利用第95目的公式(22)， 


* 为了汉克尔反演公式可用，只要，譬如，函数 〆 r ) 逐段连续，并且在半轴 r > a 的一切有限区间上有有限 
改变和积分 g { r \ Trdr 绝对收敛.（见譬如 I \ BaTC0H [ 16 ]). 

Jo 
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按照该公式 


Jn \(^P) 


私 ㈣ ，我们求得 


dr 


- 厂人 （厂 P)] 


Jn (^) 



pr ]\ X r p ) = -( n - l ) J N ( rp ) + prj f 


( rp ), 


g{r)^(n - 1 ) 


0 


g ( r ) J ft ( rp)dr ~ p 



g ( r ) J N 


0 


( rp ) rdr . 


第二项中积分等于函数 g ( r ) 的 《-1 次汉克尔像，我们用 0^(^) 表示它.在第一 
项中的积分等于函数_的 w 次像，但是对我们来说更方便的是通过本身函数的像 

r 

来表示它.为此我们利用第95目中的递推公式 (23) ，按照那个公式 


Jn ( rp ) 


r 




也就找到最终公式 


g \ r )^ 


P 


n + 1^ / \ n — 1 


2 n 


G rl - { ( p )~ 


2 n 


G 


■ 

；/ +1 (/^) 

«a 


(25) 


所得到的公式是足够复杂的 . g "( r ) 和更高阶导数的像的公式有更加复杂得多的形 
状.我们在不写出这些公式下，求函数 g ， 〆 ，，的某个组合的像.假设 


rg / ( r ) J n ( rp ) 


0，按分部积分法积分，我们得到 


0 



0 



( rp ) rcl 




0 




从而， 



°° (cfg 

o I dr 2 


+ 




P 



o 宗 O ) 办 


P 


0 


gi^^lrJ^Xrp^clr 


(我们再一次按分部积分法积分，并且利用 rg ( r ) J ' tl ( rf )) Q 


0 . 但是根据函数 


人 （9) 所满足的第95目中的方程(1)，我们有 


d 


/° 石 [ O )] 


9 


2 


n 



rj u ( rp) y 


因此，可以把最后公式写成形状 






\_ dg _ 

r dr 


n 




Jg n ( rp ) rdr 


P 



g ( r ) J u ( rp)rdr 


由此可见，如果 rgV ) 人 （ rp ) 


rg ( r ) J '„( rp ) 


0,则 


/( r ) 




r 



， ㈠ 一 


n 


g ( r )^ 



P 2 G n ( p ) 


(26) 


特别，对于零次汉克尔变换我们有 


g "( r ) + - p 2 G ( p ) 


(27) 



其中 


G(p) 


G 0 (p) • 


(28) 


参加到公式 (27) 左边部分的导数组合在圆柱坐标或者极坐标中拉普拉斯算子的 


表达式里见到.因此汉克尔变换主要也应用于包含这种表达式的问题中. 

例我们讨论有关充电平板所建立的场势能的经典问题(韦伯）.问题化为拉普拉斯方程 


d 2 




3 u u n 

石十矿 0 


(29) 


的求积，其中 z 是沿着垂直于充电平板的轴的坐标，在边值条件 


U 


= Uq ,对于 0< r < 1， 


3 u 

dz 


(30) 


= 0，对于 r >\ 


z—O 


下 Uo 为常数，第二个条件表示场关于平面 z ^ O 的对称性）. 

利用零次汉克尔变换.根据公式 (27) 算子方程可写成形状 

2 T T I d TJ 


其中 L 7 为函数 M 的像，而它的通解有形状 


U ^ A ( p)e 


根据对称性只要考虑 z >0 时的场.因为在 
演公式 (24) 



+〜时势能应当趋于0,所以 B = 0, 根据汉克尔反 



( r 9 z ) 



0 


A ( p ) e ~ fX ： J {) ( rp ) pdp . 


边值条件写成形状 



0 


A ( p ) J 0 ( rp ) fxip = uq ，对于 0< r < l ， 



却= 0,对于 r > l . 


o 


把它们与已知关系式* 



0 


九(〒)今々0 =号，对于 0< r < l ， 



0 


Jo ( rp)sin _ = ()，对于 r > l , 


作比较，我们看到函数 


Mp ) 


2 uq sin 



Sl'/O 


满足这两个条件.考虑到问题解的唯一性 ( 它从物理缘由中明白的），我们最终得到 



(r ， Z) = ^?JT ^^hirpf^dp. 


(31) 


⑷ 




个周线积分的反演 


在结束时我们举一个有点不同类型的转换公式的例 


子.这种类型的公式应用于通过周线积分解微分方程. 


* 见第99目中公式 (9) 和 （10). 
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假设 gU ) 在含有坐标原点的单连通区域 D 内解析，并且 


(32) 


其中 C 为_的边界 ， N 为疏并且占 表示刪连接点0 和通径 


7有割痕的区域 D 内的单值的解析函数分支.此时 gU ) 完全由公式 

g ( z )= [ l (1-?) N — i / UC ) 成 (33) 

J 0 

确定. 


为了证明它，首先假设点 z 属于泰勒展开式 gU ) 


2 

是= 0 


c k z 


k 


的收敛圆，并且把 


周线 C 形变为周线 


C 


也属于这个圆而且把割痕7包围住，把这展开式代入公式 


(32) 和对它逐项积分，我们求得 


/(z)== §^Ic 

^ +k d^ 

(a. 

(34) 

被积函数在点的留数由函数？ ^1- g) 

的展开式求出，并且等于 


N(N + l)-(N + k) 出 — 

r(N + k + i) k+l 


U + l)! z — 

T{k^2)T(N) z • 



因为公式 （34) 的第々 项中的积分等于这个留数乘上- 2; a ， 所以在展开式 


f ( z )= 2 中我们有 


^k + i 


r(iv + 々 + i) 

ru +2) r ( iv)q 


= 0 , 1 , 2 , 


m m m 


(35) 


从另一方面，公式 (33) 的右边部分中的积分等于 


2 (走+ 1) 〜+ 1之 


k 


灸= 0 




N-1 


dK 


y^j ( k + Db k + l z k ^^ 



l)r(jv) 


^ =0 


r(N 



k + i) 


v a ru+2)r(jv) k 

k+l r(N+k + i) z 


2 c k zk = 尽(之) 

是 =0 


(为了计算积分——所谓欧拉的 B 函数——我们使用第90目中的公式 (2), 并且按 
照公式 (35) 把 & + 1 换成 cd ， 由此可见，在上面采取的补充假设条件下公式 (33) 得 

证.为了证明它对区域 D 中一切;^都成立，只要使用解析延拓. 

转换公式 (32) — (33) 被 麦基+ 得到，并且把它们用于解欧拉-泊松方程，这方程 
在气体动力学中有重要的应用. 


来 A. G. Mackey “ 一类微分方程的周线积分解 ” (Contour integral solution of a class of differential equations). J. 
Rational Mech. and Analysis ， 1 955 • Vol 4 ， N5 •第 733 — 750 页 . 


第七章特殊函数 



在这一章中，我们将讨论在实际问题中最经常遇到的几种主要的特殊函数，与它 
们的最主要的应用.在这些函数中，有许多种 ( r 函数与圆柱函数，切比雪夫的与勒让 
德的特殊多项式等等)已在前几章里作为例子来讨论过，在这里，它们的性质将更有 
系统地加以阐明. 

在给岀的叙述中，研究特殊函数性质的主要方法，就是在前几章中所讲述的那些 
方法.可是，特殊函数有许多重要性质与复变函数论无关，因此有时我们也不得不涉 
及一些同复变函数论相隔很远的问题. 

本章的目的，只是将特殊函数的最重要的性质向读者作一般性的介绍.当应用到 
各别实保问题时，有时不得不用到更详细得多的性质.由于没有可能来讨论到它们， 
我们介绍读者自己去看文献. 

§ 1欧拉的 r 函数 

在分析的许多公式中，含有由欧拉 (1729 年)所首先引入的 r 函数——在前面的 
叙述中，我们已不止一次遇到过它了.即使仅就下面的事实来看，也可见到这种函数 
的价 值:它 是当变元的值为分数甚至为复数时，阶乘的自然推广'这种考虑我们将 
取作 r 函数的定义的基础. 

89. 定义及基本性质 考虑函数方程 


* 参看，例如，第 83 目公式 (4). 
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f(z + l )- zf ( z ), 

(1) 

对于所有的非负的整数值 Z 二 

: n ， 函数 


满足这方程. 

/( n + 1 ) — 71! 

(2) 


我们将求出一个解析函数 / U )， 使对于所有的复数 Z 它都满足方程（1)，并且， 
为确定起见，当 z = l 时它等于 1( 条件 I ). 

首先注意，所求的函数对于任何正整数〃都应当满足方程 

V ' 

f ( z+n + 1) 二(之 + n)(z + n — 1).“(之 + 1 )/(z + 1) , (3) 

这方程是由重复应用公式 (1) 而得到的.在关系式 (3) 中令 z = 0 便得岀 ：对于 所有的 
正整数72来说， /(” + 1) 的值与 W ! —致•在 (3) 中作代换 f{z + \) — zf ( z ) ，且将它 
写成下面的 形式： 

f{z)= {z^n)lUn-\)-z' ⑷ 

我们得出 :所求 的函数 / U ) 应当在所有的非正的整数点 z = - n U =0，1，2…)处具 
有极点.实际上，当 - n 时，表达式 (4) 的分子趋于1，而分母趋于 0. 

从同一公式 (4) 看出： 


lim (z + n ) f ( z ) 




iy 


一 1)( - 2) ### ( r - 


n 


n \ 


⑸ 


就是说， /( 2：) 的所有极点都是 一 阶的，并且在极点 


Z 


71 


处的留数等于 


-D 


n ! 


我们还 假定: / U ) 除了 z = 0, -1, -2,…之外，没有其他奇点，且在无论何处它 


均不为 o ( 条件 n ). 

于是 ， /u + i ) 的对数导数 


( p(z + 1) 




d ! r/ 丄1、 / "(z + 1) 

d- z lnf(z+1) = fu^j) 


是一个亚纯函数，在点 z = - 1 , - 2 , 
目）.从公式 (3) 取对数再求导数后，得 


处具有单极点，其留数等于 


1( 参看第23 


( p(z + n + 1) = 

以 z 二0代入且记 〆 1)= - C ， 有 



Z 



k 


+ 0(2 + 1 ). 


ip(n + 1) 

由前一个等式减去所得到的这个等式，得 




々=1 


( p(z + l ) 


- c-Z 


是 =1 



Z^r k 


k 


+ ( p(z ^ n + 1) — ( p ( n + 1). 


⑹ 


其一^般项为 


u k ( z ) = 



z + k 
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的级数，显然，对于任一个 z 关 -AU = 1 ，2,…)都收敛，因为它的一般项与收敛级数 
2 +的一般项的比值趋于有限极限-1此外，在任一有界区域内，从 某一々 开始 

有 U “ z ) | ，其中 M 是某一个常数，因此这级数一致收敛.按照第16目的魏尔 

oo 

斯特拉斯定理，级数的和;^(幻代表这样的一个函 数:除 了在点^二- 々 U 二1， 
2，…)处它有一个具有留数等于 - 1的一阶极点外，在所有的有限点处它都解析. 

在公式 (6) 中，取 W — oo 时的极限.按照刚才所证明的 ， g ^ (幻的极限存在， 

k ~ 1 

因此 tp(z + n + I ) ~ ( p(n + 1) 的极限也存在，我们把这极限记作 ( po ( z ). 在极限时 
将有 

0 (z + l )=- C - 2 —\ r ~ r -\ +0 o ( z ). (7) 

k - I 

由于按照上面所证明的 ， /U + 1) 在点 z=-k u 二 1，2,3,…）处具有一阶极点，故 
它的对数导数+ 1) 在这些极点处的主要部分等于 - ^(参看第23目）.由此 

推出 ：函数 & U ) 应该是整函数.显然，反过来说也对，不论 AU ) 是什么样的整函 

数，由自己的对数导数 〆 幻所确定的函数 / u ) ，都满足条件 n . 

条件工给予函数咖 G ) 以附加的限制•实际上，从函数方程 （1) 取对数且求导数 

后，得关于函数的下述方程 

ip(z + l ) - (8) 

而从等式 (7) 推岀 

( p(z + l )~ ( p ( z )=—+ fp 0 ( z )~ ( p 0 ( z ~ l ) 

5 / 

(常数 c ， 以及除了第一项以外的所有各项，在相减时都被消去了）.所以要满足关系 
式(8)，函数 AU ) 应当是周期为1的周期函数，就是说，三 AU -1). 反过来 

说，对于任何一个这样的函数 0 Q U )， 函数 0 U ) 都满足方程(8)，再把 (8) 求积分和导 

数，便得出 

In /( 2 ： + 1 ) — ln/( z) = In 2: + A , 

其中 A 是某一个常数.如果函数 / U ) 还满足条件/( I ) =/(2) = 1，则将 z = 1代人 
最后那个方程，便得 A = 0，即是说，在取指数后，便得函数方程 ( 1 ). 

这样一来，对于任何一个周期为1的周期整函数心 U ) ，其所对应的函数 / U ) 

(如若对于它有 f ( i )= f ( 2 ) = 1 ) 都同时满足条件 I 与 n . 换句话说，条件 I 与 n 为整 
整一类的亚纯函数所满足.如果在 (7) 中令 0 Q U ) eO , 我们得到这类函数中的最简单 

的一个——它就称做欧拉 r 函数，且用记号 ru ) 来表示. 


• 466 • 


第七章特殊函数 


[ 89 ] 


因此， r 函数的对数导数具有展开式， 

• + 1)=— C - 孟 Ij ^ -引， ⑼ 

其中 C 是一个常数，我们立刻就来确定它.将展开式 (9) 沿着某一条连接点 z = 0 与 
任意点 z 参々 U 二 - 1 ， - 2 ， - 3 ， …)而不包含点々的路径来求积分，得 r 函数的对数 


的展开式 


In r( 2 ： + 1) = - c 2 - 2 


1 


In 


+ 


z 


z 


k 


k 


( 10 ) 


常数 c 可用前面加在 r 函数上的条件 r (2) = l 来确定 '以 z = l 代入 (10) 中， 


得 



最后的乘积显然等于 f 吾…兮 1 =打+ 1 •在极限记号下的和式中加人一个趋于0 


_^1，藝替代” +1 ，最后得 



这个常数称为欧 拉常数 ，它的近似值等于 0.577 215 r * ** . 


( 11 ) 


从公式 (10) 取指数，得 函数^^的表 为无穷乘积形式的表示式 



所得到的无穷乘积对于所有有限的 z 都收敛.当 z 关 -A U = l ，2,3, …）时，这可从 
已被证明的级数 (9) 的收敛性以及第72目的定理1而得岀；当^ A 时可以直接 
看出它收敛到 0. 

我们来列举在 r 函数的定义下所已得到的它的一些基本 性质： 

1) r(z) 除了在负整数的点与点 z=o 处之外，处处都是解析的. 

2) ru ) 满足函数方程 


r(z + 1) = 2： r ( z ) , (13) 

或者说，满足更一般的函数方程 

r(z + n + 1 ) = (2: + n)(z + n — l) #,, (2 ： + l)r(2 ： + l). (14) 

3) 对于一切正整数2=〜1\打+1)的值与71! 相同： 

r ( n ^- l ) = n \. (15) 

4) r 函数的所有的极点都是一阶的，且 r ( z ) 在极点 z = - n 处的留数等于 


* 由于我们的积分路径的起点的选定，第二个条件 r(i) = i 对于任何 c 均成立 ( 参看展开式 do)). 

** 欧拉常数 c 也在其他问题中遇到 . 
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¥ U =0，1，2, …）. 

n ! 

从乘积 ( 12 ) 的收敛性得出结论: 


5) 雜 rfe 是整 函数靡 ， ru ) 不取0值. 

性质 3) — 5) 说明实变数: T 的函数 r (: T ) 的图像的一般性征.这图像表示在图 


192中 '在 这同一个图中的虚线、表示 

的图像.在图193中还表出 r 函数的地形面， 
即是，具有方程 lru ) 丨的曲面.在点 z 二 
0，-1，-2,…上突出地表出的山峰对应于极 
点.曲面上的两族曲线代表等模的与等辐角的 
曲线族，在它们上面标出的数字表示模与辐角 
的数值(后者用度数). 

我们还要举出 r 函数的一些性质.除了关 
系式 (13) 之外，对于 r 函数还有第二个函数方 
程，这方程在许多问题上有用. 

6) 对于所有的复数2， 

= (16) 
sin 7cz 



(当 z - ?7 9 n = 0 , ± 1 9 ±2,…时， 这等式的两边 

都变为无穷大）. 图 192 

为了要推得这个关系式，首先以 ru + 1) = WU ) 代入公式 (12) ，得 


丄 — z _ Cz 

TU )~ r(z + i)~ ze 
然后，在这同一公式 (12) 中用 - Z 替代 Z ， 得 


00 

n 

k = 1 




r ( i - z ) 


e 




z 


走 =1 


l-f w 


把所得到的这两个乘积相乘(由于它们的绝对收敛性，这样互乘是合法的，参看第72 
目），求得 


ru)r(i —z) 


Z 



1- 


Z 


k = l 


k 


2 


只需再利用 sin ; rz 的无穷乘积的展开式(参看第72目），即得岀所求的公式 (16). 


* 对于负的: T 值， r (: T) 的极小值和极大值当 x—-oo 时趋近于 0. 这同下述事实 有关: 按性质4)，在点: r = 
- n 处的留数，亦即 ru) 在点： r = _ W 的邻域内的展开式的主要部分的系数，当《增大时剧烈地 减小： 

T ( x )=( ~ n? n xin + Co + C]U+n) + '''' 
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我们将指出所得到的那些公式的某些推论.在公式 （16) 中令 z 


2 


，得 



2 


由此有 


r 


1 


2 



7C 


现在应用公式(14)，在其中令 


Z 


2 


，求得 


r 


71 




2 


n 


2 


n 


籲# 參 


2 


2 


r 


2 


•3*5 ,,, (2 n — 1)心 




7C 


2 n 


4 fl n ! 


(18) 


在 (16) 中令 z — n ^ ，就有 


r 7? + 


1 


2 


Y\ — n + 


7V 


2 


(- l ) V , 



sin \ n ^2 \tc 


由此按 (18) 便得出我们已在第 83 目中利用过的公式 



n 



2 


-i) n 


2 n 


l # 3 # 5-- # (2 w — 1) 


V 7C 


(4 n n ! / 

( ~ l) (2^) T V7r 



我们还将讲到 r 函数的积分表示式，这种表示式也在前几章里利用过 

7) 对于所有在右半平面上的 z ， 


(19) 


ru ) 


e 


Z-l 


dt ， 


( 20 ) 


0 













其中积分沿着正半 


轴进行(欧拉）. 


e 


为了证明，首先注意 :积分 (20) 对于所有满足 
I ，我们也看 到：当 t 


X 



Re z >0 的 2 都收敛.实际上， 
时，积分的收敛性(对于任意的 


r ) 由因子 e /来保证.而当 r -0 时，被积函数与 f 

其次，我们还考虑函数 


同阶，由此当 


X 


>0时积分收敛 


fAz ) 



1 - 


n 


d ， 


在这里引入新的积分变量 r 二⑽用 分部积分法的公式，得 


/" U ) 


71 


1 {\-rYT z ~ { dr = —n f 

[) z Jo 


(1- 


一 1 Z I 

r civ 


(积出的部分等于 o ). 重复这方法直至因子 (1 - o 消失为止，得 


fn(z) 


n z n ! 


z(z + l) 999 (z + n - l)Jo 


r 


z 十 w — I 


dr 


n z n ! 


e 


zln a 


Z 


(z + l) m99 (z + n — 1 )( 2 ： + 


n 


z 


n 


+ 


2： 



把所得到的表达式的分子与分母同乘以 


e 


si 

i - 1 


W 響 

n 

k ~ 1 


e 


J 


于是求得 


fn(z) 


e 




z 



+f> 


z 


取 


n 



时的极限，根据公式 (11)，（12) 与 (13) 得到 


lim f N ( z ) 


r( 


2： 



1) 


n 


ze 


Cz 


n 




z 

k 


Z 


ru). 


n 


在另一方面，由于当 oo 时 ， i — i 4 厂、故自然地可期望有 


lim f u ( z ) 


lim 


n 



1- 


dt 


n 



e 


dt , 


( 21 ) 


而那时公式 (20) 便证明了.为了证明最后的关系式，我们利用不等式+ 


公式 


一 〆 


^ / \ w _ T (, r V 1 "' r 

n ) Jo^V n ) n 



可瞧对 ，求导数来验证 • 其中，右边的积分包含在 0 与 £ 中 ^㈣ ，由此瓣 
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当 0< a<rz 时，0<厂， —(22) 

我们来估计所假定的极限与 AU ) 之间的差数 


m n 

A = 

Jo 






dt • 


由于积分 (20) 是收敛的，对于任一固定的 e >0, 可找到这样的正整数&，使得当 w > 


w 0 时 



固定这个正整数，而对于任一 w ，把 △ 表示为形式 


(23) 




为了估计第一项的值，利用不等式 (22) 得 



由此 可见: 对于充分大的〃（以及固定的 &) 这第一项的模不超过备.对于第二项有 



n 


n 0 


< 


n 


w 0 


e 


- f 1 - 


n _ 


n 


X 


-1 


dt < 


e t 


:c 一 1 


dt < 


e 


n 0 



(我们略去减去的项，和增大积分的区间，然后利用不等式 (23)) .第三项的模对于任 
何都不超过备，因此 I △ I < e . 关系式 (21) 得证，也就是公式 (20) 得证. 



从上面的欧拉的积分表示式 # 可得到下面的两个性质 

8) 在整个平面上 r 函数的积分表示式为 （汉克 尔）： 


r ( z ) 



e 


2mz 


-1 


e 




(24) 


ru) 


2 m 


c 


簧 


n 


(25) 


这里的 C 与 CT 是在图 165 与图 166 中所画岀的周线.公式 (24) 将亚纯函数 ru ) 表 


为两个整函数的比(参看第72目），公式 (25) 表示整函数 

最后，我们将举出在第77目中所得到的关于 r 函数的渐近公式(斯特林）: 

9) 对于大的正值 x , 有 


来 


参看第74目公式 (12) 与 (15). 



r(x + 1 ) 




2nx 


x 

e 


+ o 


x 


( 26 ) 


90. 例.补充 


作为 r 函数的应用的第一个例子，我们引用所谓 欧拉第一类积 


分+，或 B 函数的计算，这个函数对于 Re z >0 ,Re ^>0由下述关系式来定义 


B ( z ， w ) 




T 


z— I 


( 1 - 


r 


XV — 1 


dr. 


⑴ 


(积分 (1) 在我们的假定下显然是收敛的）.为了计算积分(1)，我们将利用算子法 


考虑更为一般的积分 


T 


-1 


{t-rT^dr 


(t 


* 


it ， 一 1 


)， 


这是函数 


z 


- 1 


与， 


XV— 1 


的卷积(参看第81目），且当^ 




1时给岀 BU ， W ). 按乘积定理 


(第81目），这卷积的像是 与 t 


XV 


1 的像的乘积，即按第83目的公式(6)， 


Z _ 1 


* w-i ^r(z)_r(^)r(w) 

【 / , Z « W M w • 


p 


p 


p 


从另一方面，由于 ru ) r ( w )是常数，故右边的像原函数可按第83目的同一公式 (6) 
求得 


T ( z ) T ( zv ) 


P 


W 


^ T ( z ) T(w 


u ， 一 1 


r(z + 


w 


因此按像的唯一性定理，我们得到 


(t 


Z - 1 U ， 


r ( z ) r(w 


T(z + zv ) 


xv — I 


在其中令 ^ 


1 ，就得岀所求的用 r 函数来表示的 bu ， w ) 的表达式 


3 (z , w ) 


r ( z ) r (- w ) 


r(2 ： + w) 


⑵ 


顺便指岀，我们要注意，前面的 B 函数原先仅是对于满足 Re z >0 ,Re W >0 的 z 与 
w 的值由积分 (1) 来定 义的; 公式 (2) 给出把它延拓到 z 与 w 的值的整个复平面上的 
解析延拓. 

有很多在分析中时常遇到的各种积分，可以化为欧拉积分.我们来举一些例子. 


例 


积分 



(1 — x) p {\ + x) q dx (/> > — 1， g > — 1 ) ， 


经代换它化为2” 9+1 B (户+ 1 ， g + 1 ) 的形式，因而按公式 (2) 它等于 



— x) p (1 + x) q dx — 2 P 


r(p + i ) r( q + \) 


r(p+ q + 2). 


⑶ 




2 积分 




X 


m \ q— \ 


dx (/> ， g,m>0). 


来 


由欧拉于 1772 年发表在 “KoMMeHTapwix IIeTep6yprcKOH aKaAeMHH HayK” 上的文章中引入的 . 
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经代换，^后化为去 B (去 ， q ). 因此按 公式⑵ 它等于 


r 


0 


，】（1- 


X 


m 、 g 一 1 


dx — 


± 

m 


) r ( q ) 


m 


r 


p 


m 



q 


例 3 积分 


n 

了 sin ^ ~ 1 < pcos q ~ 1 (pdcp 
o 


经代换 sin cp-x 后化为在例 2 中算出过的积分 


K 

T 


0 


• p — } Q ~ 1 

sin <pcos 


< pd<p = 


X 


p ^( l ~ x 2 )^^dx = 


r 


p 


2 


r 


Q 


2 


0 


2 


v(^ q 


2 


例 4 特别，在前一例子中令 p ~ l = r , q ~ l = - r (- l < r < l )， 得 


it 

T 


0 


tan < pd(p 


2 


r 


+ 



2 


r 


1 — r 


2 


但按关于 r 函数的第二个函数方程(第 89 目的公式 (16)) .有 


r 


+ r 1 — r 


2 


r 


2 


=r( 


+ 


2 


r 


(卜 


+ r 


7 T 


2 


7 tr 



2 


即， 


TC 

o T = 


2 cos 


T 


例 5 葡积、分经代换 In 士 便变为 r 函数: 


/^OO 


ln^ — dx 


0 


X 


0 


e 一 Ydt = r(p + i ) 


例 6 議值为 ㈣ '=为时的完全椭圆积分 (参 看第 39 目) 


F 


( A ) 


n 

T 


0 


d(p 



E 


1- 


2 


㈤ 


7t 

2 


0 



1- 


2 ~ sin 2 (pdcp 


2 


sin <p 


可化为欧拉积分. 


实际上，令 cos 然后令 t 


4 _ 


r 


，这些积分中第一个变成如下形式 


F 


㈤ 


=41 


dt 




0 




4 


272 


0 


r 7 (1 — t ) ^ dr 




272 


B 


4 f 2 


类似地， 


E 


( 為 ) 


4 i 


dt 


0 1 — £ 4 



t dt 


o \/1 — 


4 


B 


4MI ， 


4 ， 2 


2 


472 


例 7 对于 0< Rez < l ， 


0 


z ^ e~ it dt = T ( z ) e~f 



(5) 



(7) 


( 8 ) 


(9) 


( 10 ) 
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实际上，考虑沿着图194中所示的闭周线的 积分: 





e 


沐二 









R 




n 


0 


K 


Ri 


(按柯西定理它等于 0). 由于当 Re z = x < l 时，量 IT 


1 


R J 


，当及 



时它趋于0,故按若尔当引理(第73目公式 


(2)) 沿的积分当 J ?— oo 时也趋于 o . 另一方面，当 I > 0 时， 
沿的积分当 r — 0时趋于0,因为按照关于积分估计定理， 


它的模不超过， 


-I nr 

T 


7T 

2 


JC 




因此，当取 



0 ， J? 


oo 


的极限时，我们得岀 


ru ) 


2： 一 1 一 


e 


dt 


%； 


o 


it ) 


z — \ 一 

e 


idt 


e 


^7CZ 

f T 


0 


z ^ I — ii 

e 


dt ， 




0 


由此便可推得所求的公式.特别，在其中令; 2： 


n 


， w > 1，然后作代换6 


x 


，求得 




(It 


n 


o 


. n 

— \x i 

e ax 


r 


e 


7ti 

2n 




0 


n 


由此，把实数部分与虚数部分分开，便得积分 


广 oo 


cos x n dx 


0 


n 


r 


cos 


7 C 


产 OO 


n 


2 n J 


sin x n dx 


r 


sin 


7 t 


J 


n 


n 


2 n 


(id 


(当 


n 


2 时，得到我们所熟知的结果，参看第 73 目例 6) 


最后我们还要举出几个包含有 r 函数的关系式 
(1) 拉勃积分 我们来计算积分 


只 0 = 


in r(^ 


0 


以 1- 〖替代£，可写为 


= 


In r(l — t)dt , 


0 


于是，将这表达式与前一个相加，再利用关于 r 函数的第二个函数方程，得 


2Ro = 


0 


in r(0r(i-0^ = 


In ~dt = In ?r 

o sin tn 


K 


K 


In sin ocdx 


0 


最后的积分可用简单的变量代换 


X 




算出(欧拉) 


K 


In sin xdx — 2 


0 


K 

T 


0 


In sin 2 udu 


= 7 t In 2 + 2 


7t 

T 


o 


In sin udu +2 


n 

T 


o 


In cos udu • 


右端积分中的第二个经代换 U=v — f 后变至 


rn 




n 

T 


In sin 再将它与第一个积分结合，求得 J = 


7 t ln 2 + 2 i \ 由此 J = — ;rln 2 • 这样一来， 


R 


o 


In Y{t)dt = -4- In k + -4- In 2 = In V2n . 

o Z Z 
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拉勃讨论了更为一般化的积分 U > o ) 


R ( a ) 


a + 1 


In T ( t)dt = 


a 


a + 1 


0 



由于 iTU ) = ln r(a + l)-ln rU ) = In a ，故通过积分求得只 U ) = a(ln a - 1) + C . 在此令 a = 0 


且注意到 R (0) = R o = ln V 27 t , 最后求得 


R ( a ) = 


a + 1 


In T ( t)dt = a(\n a — 1) + In v 2 tc 


( 12 ) 


a 


(2) 勒让德公式 考虑积分 


B(z 9 z) 


♦ 

r 


z 一 l /1 1 


o 


(1 - r) 


dr 


0 


4 


(i- 


2 \ z-\ 


T 


dr 


由于拋物线 


a 




HI - 


2 


r I 对于直线 r = ■对称，故可写成 


B(z 9 z) = 2 


M 

1 


0 


4 


-( 士 - 


T 


z-\ 


dr ， 


由此经代换 + ~ t — 后，得 


B ( z , z ) = 


2 


4 


z 




0 


2 


z 


tB (音， 


Z 


在此， b 函数代以它的表达式 (2) ，并且记住 r 


2 


=6?，便求得所谓关于 r 函数的 第三个函数方 


程(勒让德) 


ru ) r ( 


Z 



2 



Vjt 


2 


2z-\ 


r (2 z ). 


(3) 欧拉公式 我们来计算乘积 


E = r 


mi ) 




r 


n — 1 


n 


的数值，其中 n 是任何一个正整数.为此，我们把这乘积写成相反的顺序 


£=r (^) r (^) - r ( i )^ 


且将这两个表达式相乘.利用第二个函数方程来结合每对因子，得 


E 2 


7V 


K 


7T 


K 


n-\ 


, K . ^ 7T 

sin — sin 2 


n 


n 


sin(n — 1) 


7 T 

n 


« 一 1 


IT si “ f 

k = \ U 


为了计算这些正弦的乘积，考虑恒等式 


Z 


^ / i(n-l)— 


n —l = (z — 1 )( 2 ： 一 e ~ ) . • • ( z _ 


e 


(与 i 的 n 次根比较），于是有 


zn — 1 
z — 1 


n — 1 


2tt 


I Cz — ) ， 


k = l 


再取 


z 


1 时的极限，求得 


n — \ 


2n 


n 


= XT (1-/: 


k=\ 


(与/在点处的导数比较).在右端取绝对值，且注意到 


(13) 


(14) 




X 2i sin 



= 2sin 





便有 


n=2 


n - I 


r 罾 m 

n - 





将这代入关系式 (14) 中，得岀公式(欧拉) 



n 



1 



V n 


(2 丌) 



(15) 
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91. 正交函数系 


在许多数学物理问题中，会遇到将函数展开成所谓广义的傅 


里叶级数. 我们将提醒一下与这种展幵式相联系的一些基本概念. 


考虑给定在一个固定的区间 U ，6) 上的实变量 



的一族实函数，这里的区间 


U ，6 ) 可以是无界的.我们假定，这些函数是逐段光滑的，并且只具有第 
按照向量代数类推，我们引入族中函数的标量积的概念. 


类间断点. 


在向量代数中，两个向量 a = 
之和，称做这两个向量的标 量积: 


a x ，…， 



i 与& 


i 心，…，丨的相同坐标的乘积 


(a，&) 


r » 

a k^k - 


1 


与此相应，将函数 /( i ) 与 g ( z ) 看作具有无穷多的“坐标”(这些函数在区间 U ，6) 上 
各个个别的点处的值)的向量，它们的“相同坐标的乘积的连续和”，即， 


(f^g) = 



b 


f{x)g(x)dx y 


( 1 ) 


a 


称做它们的标 置积. 同样，按照向量代数类推，也引进其他的概念.函数/( X )的自乘 
的标量积的平方根称做它的范数(“长度 ”）： 


1/1 


IfJ) 


f 2 (x)dx • 


⑵ 


a 


所弓 I 入的这些概念也具有类似于普通的向量代数中的某些性质.例如，显然，在我们 


的假设下 ，II /I 


0当且仅当 /( 



0时方成立（我们不考虑在间断点处的函数 


值，这种值在11/11上不发生影响）.在分析上周知的 布涅可夫斯基 


施瓦茨不等式 



b 


f{x)g{x)dx 




b 


f 2 (x)dx 


a 



b 


g 


2 



)dx 


a 


可解释为标量积的性质 


l(/，gX II /I 




g 


9 


⑶ 


等等. 


函数系中的函数 /( d 与 g ( x )， 若它们的标量积等于0: 




b 


f(x) g(x)dx = 0 9 


⑷ 


a 
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就称做 正交的 .与此相应，若函数系 \cp n (x)\ 中的任何两个函数都是互相正 交的： 

{( pm ，仍 ,） 二 0,若 mh 

这函数系就称做 正交的 .再者，若系中所有的函数的范数都等于1，这函数系就称为 

规范的 . 

我们所引进的定义也可推广到实变量: T 的取复数值的函数上去，只需把这些函 
数的标量积理解为用积分 

(fyg) = f(x)g(x)dx (5) 

J a 

来替代积分⑴，其中^ T 表示取 gU ) 的共轭复数值的函数.的确，这时已失去了标 
量积的对称 性质: 显然有 

函数自乘的标量积仍然是非负的 

(/，/)= \f(x)\ 2 dx^0, 

J a 

因此可以毫无改变地引进范数的概念.同样，可以毫无改变地引进正交函数系及规范 
函数系的概念. 

正交系的最简单的例子是由函数 

cp n {x) = e b ^ (77=0 ， ±1,±2 ,…） 

所构成的系，这函数系在长度为了 = &的任意区间上是正交的.实际上，当 m ^ n 时 

CO 

有 ( a 是任一实数） 

i{m — n)axi 

( ㈣ ,)=[ / 一办 1)=0. 

这函数系不是规范的，因为 



但它是容易规范的，只要除所有的函数以便是了. 

应用正交函数系来展开其他的函数是特别方便的.实际上，设函数 / U ) 可表为 
一个正交函数系(:0丨（72=0，1，2，"*)的一致收敛的级数 ： 

/( 工）二 c 0 p 0 (x) + qpiO) + …+ C n (p n (x) + …. (6) 

利用这函数系的正交性，容易确定这级数的所有的系数.为了要确定系数，我们以 

乘表示式 (6) 的两端 ( 因此级数仍是一致收敛的），然后沿基本区间 U ，6 ) 来 

求 积分： 


* 如若系由实函数组成，贝！= < p n ( x ). 
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b 



j 


cp n ( x ) dx 


a 


k = 0 


k 


h 


cpk ( jc ) ( p N (： r ) d:r • 


a 


由于这函数系的正交性，所有在右端的积分，除了当 A = n 时的那一个之外都等于0, 
因而得 


由此得岀 


h 


f(x)^ n (x)dx 


c 


n 


9n 


2 


a 





f { x ) cp „{ x)dx 


(7) 


(我们 假定： 函数组 1^(^)! 中不含有恒等于0的函数）. 

形如 (6) 的级数称做函数/( I )依正交系丨％ ( x ) i 展开的广 义傅里叶级数 ，而确 
定它的系数的公式(7)，称做广 义傅里叶公式 .对于前面所讨论过的函数系 cp » 


p _ U =0，± l ， ±2,…）的例子而言，级数 (6) 同写成复数形式的普通的傅里叶级数 
相同 


/(x) 二 2 W ， 

(参看第70目 ） ，而公式 (7) 则与通常的彳^里叶公式相同. 

1 r T 

—丄 r/ \ — mwa: 1 

c n — Tp j\x )e ax 

i J 0 

函数系 kU ) 丨中的函数可用它们的线性组合么（ X )来代换，使新得到的函数 

系 I 么（ X ) 1构成正交系，这种代换称做函数系 \ cp n ( x )\ 的 正交化 .对于往后的叙述， 

函数系的正交化起很重要的作用.在证 明正交 化的可能性时，我们将假定 :/系 

是线性无关的.如同在向量代数中一样，这意味着，这函数系中没有 一+函 

数可以表为系中其他函数的线性组合. 

正交化定理 从任何一个线性无关的函数系丨 ％ u ) 丨 （7 Z 二 0，1，2,…）， 恒可构 
成一些函数此 （ x ) ， 它们是 < p k (« r ) 的线性组合，且构成一个正交规范函数系. 

作为函数以“），我们取 

00 ( *^ ) ~ || ^ || ^0 ( x ) » 

由于系 i % (:是线性无关的，故它不可能含有恒等于0的函数，因此 II 外 II ^0*. 
现在选取常数 a 1() 使函数 

( piix )- < pi ( x ) ~ a l 0 ( p ° 0 ( x ) 

与 W 正交，我们有 （A ,( pl ) = ~ a ro , 因此只需取 a w = (( p { ,( p ° 0 ) . 函数 ( p x ( x ) 

不可能恒等于0,因为否则 ％( x ) 将可由 M ( x ) 线性地表出，而这与定理的条件相 


来 


函数恒可表为其他函数的线性组合: 〆 ： r ) 三 o ^ u ). 
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背.因此，作为 MU) 可取 



然后，取函数 

(p 2 {x)~ cp 2 {x) - a 2 Qi})l{x) - a 2 \^\{x) , 

且选择常数 a 2 。与 a 21 使 ( p 2 、 x ) 与 ⑻及与都正交.由于 (02 ，0〖）= ( ^2» 00 ) ~ a 20 及 

(02 > 01 ) = ( 9^2 » 01 ) ~ «21 ，故为此只需选取 «20 - ( 9^2 » 00 ) ? «21 二 （ 屮2，中 • 函数 
A ( X ) 不可能恒等于0,因为否则 ％( x ) 将是外与外的线性组合了，因此可取 


^ (x)= irin 02(x) * . 

我们的构造法可以无限地继续下去.如若函数 W 1 W ( X ) ，…，此_ i U ) 已经构造 
好，我们取 

W - 1 

( pn ( x ) = Cp n { x ) - 2 (8) 

k -0 

其中 〜 = (%，M)， 然后取 



函数组I此 （ 1 )1 就是所要找的. 

注1从我们的构造法看岀 :不仅 所有的此 U) 都是灼，仍，•••，％的线性组合，反 
之，也都是•，此的线性组合.由此推 得:任 一函数 ％( x) 都正交于所有 

的函数 W + 1 ，0〗 + 2 ，…，或即，任一函数 (// Kx ) 都正交于 ( Pq { x ),( Px { x ),--, cp n - x { x ). 

注2在某种意义下，正交系的唯一性成 立:如 果函数 4(1) 是外，％，…，％的 

线性组合，且正交于9?。，％，…，史„-1，则它与 0?,(x) 只可能相差一常数因子. 

事实上，设 


中 ' 人 X 、=言 a k cp k (x) 9 (p(x)= 2 P k 9k ( 工、 (9) 

(在此，按照前面所叙述的《„关0).考虑函数 

^(x) = (p(x) - —ip° n (x ) , 

它显然可用函数 外，91，…， 线性地表出（因为它的依％的展开式已经不含有 

% ) ，且正交于所有这些函数.由此推 得：少 U) =0，即是说，〆 x) = “ ）. 

最后，我们将指出正交性概念的拓广，这个我们将于后面用到(我们限制于实函 
数的情形)..函数系称为在区间 ( a, 6) 上带权〆 *r) 的正交系，如若对于系中 

任何两个函数都有 
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cp m {x) cp n { x ) P^ x ) dx — Oim^ri). ( 10 ) 

J a 

这里， 〆 X ) ——“权”——是一个在区间 U ，/，) 上连续的固定的非负函数.当 〆I )三 
1时，便得出通常的正交性. 

关于正交化的定理容易推广到带权的正交性的情形上来.为了要函数系 
k ( X ) l 带权 〆 ： T ) 正交化，只要在普通的意义下把函数组正交化 
好了.这时，由正交化的结果所得到的那些函数，将是函数％ ( X )的线性组合与 

AU ) 的乘积.这些线性组合 



( 11 ) 


所成的函数系是带权 Ml ) 正交的. 

设某一函数 /( I ) 可以按照一个带权的正交系丨％ ( X )丨中的函数来展开成 
一 致收敛的级数 



要确定这展开式的系数，替代 (7) 我们有公式 

其中尤是函数的“带权范 数”： 




( 12 ) 

(13) 


(14) 


要推得公式(⑶，只需以 ％ UV ( x ) 乘展幵式(⑵，然后逐项地求积分，再利 p 
系 | % r )} 的带权的正交性. 

92. 正交多项式 选取某一区间 ( a , 6)，且应用在前一目中所讲的带权 〆 x ) 的 
正交化步骤于由 x 的乘幂所成的函数 系：％ (0：) = /(^=0，1，2，〜），众所周知，这 

函数系是线性无关的.对于每一个固定的区间 ( a , 6)，与一个固定的权函数 〆 : r )， 结 
果我们得到一个完全确定的多项式系 \ ql ( x )\, 它是在 ( a ,6) 上带权 p ( x ) 正交规范 

化了的.从公式 (11) 推知，每一个多项式 d (« r ) 具有幂次 

最通常使用的是下列的那些正交多项式系％ 


* 多项式九（ X )由勒让德于1785年 引入. 多项式 L ( x 、， h n (X) 与 l " U ) = l 0 n U ) 由切比雪夫于1859年引 

人(在发表于彼得堡科学院备忘录中的论文 “Bonpocw O HaHMeHT>UIHX BeJTHMHHaX , CBH3aHHbIX C JjpHSjIfDKeHHbTM 

npeAcraBjieHHeM 中 ymcnHtt ” 里）;此外,多项式 (： r ) 由埃尔米特在 1864 年的工作中研究过 .而心 (： c ) 由拉盖尔在 
1879年的工作中研究过•勒让德多项式与切比雪夫多项式都是雅可比多项式 （1859 年)的特殊情形一当 A = 


^ = 0时得前一种，当 A = " = 


T 


时得后一^种 
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(- 1 , 1 ) 


(- 1 , 1 ) 


1- 


X 


(- 1 , 1 ) 


(1 — x) x (1 + x)^ ，人， — 


(-GO, 


oo 


(0,oo) 


A — .r 


x e 


，又 > 一 i 



勒让德 


切比雪夫 


雅可比 


切比雪夫-埃尔米特 


切比雪夫-拉盖尔 


注意多项式的正交系的某些性质.我们将用 d x ) 来表示属于任意一个固定的 
规范化了的正交系中的多项式，用 a ( x ) 来表示与相差一个任意常数因子的 
多项式 

Q n ( x ) = d n q ° n ( x ), 

其中尤是 Q „ U ) 的带权的范.所谓“任意的多项式”是指具有任意系数的多项式 ，一 

般地说不属于所讨论的正交系. 

从前一目中的注1直接可推得下面的两个 定理： 

定理1任意的 rz 次多项式可以表为多项式 QoUhChU )， …， Q „ U ) 的线性 
组合. 

定理2多项式 Q „( x ) 带权 〆 x ) 地正交于任意的次数低于72的多项式. 

还有下述的普遍事实 成立： 

定理3多项式 Q „( x ) 在区间 （ a ,6) 上恰有 7 Z 个不同的根. 

为了证明，我们考虑积分 

Q n ( x ) p ( x ) dx = : 0, (1) 

J a 

它等于0,因为按定理 2， Q „( I ) 带权 ^( x ) 地正交于零次多项式 x ° = l . 由于按照上 
面所采用的条件，权 〆 x ) 是非负的函数，故从等式 (1) 推知 ： Q „( i ) 在整个区间 U ， 
6) 内不能保持同一符号. 

假设 Q „ (*r ) 在区间 （ a ， 6) 内改变符号 m ^ l 次，是在点处改变 
的.考虑 m 次多项式 

R m ( sc ) = (x ~ Xi)(x - x 2 )-'(x - x m ) ; 

显然，乘积 Q „ “) iUi ) 在 ( a ， 6) 上应保持同一符号，因此 

作 b 

Q n (x)R m (x) p(x)dxy^0. ( 2 ) 
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在另一方面，如果 m < 〃，则按定理2,多项式 Q „( x ) 应当带权 p 地正交于多项式 

因而积分 (2) 应当等于 0. 由此推知 m =〜于是定理得证. 

对于任何正交的多项式系，可以得到联系三个相继的多项式 Q ,, d ， Q „ 及 Q ,, + l 的 
递推公式.首先 假定: 这多项式系是规范化了的.按定理1，乘积 r ) 是一个次数 
为 n + 1 的多项式，可以表为 dd ，…， d + ,的线性组合 


0 / 


w+l 


X 


2 qql (工 


k~0 


按前 




目的公式 (13) ，关于这个展幵式的系数有 


Cnk 


h 


❶ ( 


X 



0 

k 


x) p{x)dx 


a 


(3) 


(4) 


而如果 w - 1，则：^〗（：0是次数低于^的多项式，因而按定理2,便有 q =0.因 


此，在关系式 (3) 中只可能有三个相继的系数 q ,，,, 与^，„ + 1 异于 0. 

用 a ?,，,, 二4来表示在表达式 KU ) 中 x 的最高次幂的系数.在恒等式 (3) 中比 
较 x M + 1 的系数，给出 a ?, = c /; , w + 1 a ^ ; + 1 ，由此 



但从公式 (4) 看出 :对于 任何的 n 


与是，都有，因此 C , N；Z _! 



a 


n 


1 


，因 


a 


n 


而我们得到所求的递推公式 


0 / 
^ n \ 


a 


x 




W 0 / 


X 



0 / \ I a n~\ 0 




a 


o Q n — \ \ 


⑸ 


n 


系数 ‘ 容易用表达式 Z (: c ) 中 x w _1 的系数 6) 来表岀.在⑸中比较 f 的系数，得6= 


a 


0 


a 


n j0 

— ^ n+i 



c "" a ?, ，由此 


n 


b 


c 


0 

n 


h 


w + 


a 


0 

n 


0 


⑹ 


要过渡到任意的、不一定是规范化了的正交的多项式系的情形，只需注意 

a n — d n a\ y b n = d n b\ , 

其中尤是多项式 Q „(* r ) 的带权范数. 

利用这些表达式，在将公式⑸与⑹作简单变换后，我们得出下列定理： 


定理4正交的多项式系中，任何三个相继的多项式由下面的递推关系式联系 

/ 

的： 



这样一来，知道了 a , ( I )的两个最高次幂的系数〜与6„之后，我们就可逐步地 
来确定这些多项式.对于具体的多项式系的系数的计算，我们将在第93目里引入，在 
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那里我们将得出最后的关系式. 

为了得到正交多项式的更进一层的性质，我们将假定 :权 〆 x ) 满足微分方程 

P - ao + qx _ a(x) ⑻ 

P + 口2工 2 的 x )’ 

其中 0 U ) 有两个根是区、间端点 a 与&，所讨论的多项式系在这区间上（带权地）正 
交，且在这区间的端点处满足下述 条件： 


p(x)^{x) 

x = a , b 



(9) 


我们注意，所有前面所列举的那些特殊的正交多项式系，都满足这些条件. 


1) 勒让德多项 式 :〆 二 0,因此当 a ( x )=0 时方程 (8) 被 满足； 要满足 (9) 只需取 
— 1- x 2 . 因此，对于勒让德多项式有 

a =0,^— l ~ x 2 . (10) 

2) 切比雪夫多项 式： 〆 ▽二:，因此 

a = x ,(3= l - x 2 . (11) 

条件 (9) 满足. 

3) 雅可比多 项式: — ^二 "一 (" 2 +A)>r ，因此 

P 1 + X 1 - X 1 - X 

a — (/ut — X ) — (ju + k ) x , j 3 =l — x 2 9 (12) 

当 A > - 1 ，" > - 1时，条件 (9) 满足. 

4) 切比雪夫-埃尔米特多项式 -2* r ， 因此 

P 

a = —2 x ，/ i = l . (13) 

因为当± 00 时 p — e~ x —0,所以条件 (9) 满足. 

5) 切比雪夫-拉盖尔多项式 〆 因此 

p x 

a — X — x 9 (3= x . (14) 

当 A >-1 时，条件 (9) 满足 • 

原来，正交多项式满足具有变系数的二阶线性微分方程，各种各样的物理学上的 
问题常常可化到这种方程'我们来得岀关于满足条件 (8) 与 (9) 的任意的正交多项 


式系的微分方程. 

设0„(：0是在区间 U ，6) 上带权 〆 : r ) 的正交多项式系中的任意一个多项式， 
且设这多项式系不一定是规范化了的.对下面的这个积分使用分部积分法，得到 

1= [^{x)p{x)Q / n {x) ] 'x k dx = x k [^fQ'n ]: - 6 x k _ l ^pQ' n dx ， 

J CL J Cl 


* 这种情况使正交多项式系在应用上的意义十分明显. 
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按照条件 (9) ，右端的第一项等于0,再次使用分部积分法(设 ，、二 u ， Q\,dT 

办） ，得 


-k[x k ~ [ ^fQ u V) 



k 


b 


Q n [(k - l)x 


k-2 




X 


k-l 




jr 


k -\ 


(ip' \dx 


a 


再利用条件 (9) ，且根据 (8) 作代换飧 / = %，便有 


k 


h 


Q n p[{k - l)x 


k-2 




X 


k- 


1 (/? / + a ) ] dx 


a 


因为 /? 是二次多项式，而， +« 是一次的，故在积分号下的方括弧内是某一个次数 
为々的多项式.按定理2，我们由此可推 得:当 A = 0，1，…，〃 - 1时，这积分都等于0 . 
回忆到起初的表达式 J ，我们得到 ：当 6 = 0，1，…，〃 - 1时， 




ppQ" H )x k dx 


h 


a 


[(a + 〆 ） Q: + (^Q〃 u ]x k pcljc = 0 


(我们重新利用了方程 (8)) .最后的等式 表明: 位于方括弧内的那个 7 Z 次多项式带权 
P 地正交于所有的乘幂/ 4=0，1，〜，〃-1，而这个多项式莰定理1是 Qo ， Q , ，…， 

的线性组合.由于多项式系是由幂经带权 p 的正交化而得到的，故按上 

一目的注2，我们可 推得: 这个多项式与 Q ,, ( ^ ) 至多相差一个常数因子 

(a + /? / ) Q / „(^) + ^ Q 〃 tl ( x ) = 7„ Q m (^). (15) 

要确定因子 7, ,，只要在 (15) 中比较/项的系数.用表示 Q „(: r ) 的最高次幂的 

系数，并记住在条件 ( 8 ) 中引入的记号，就有 

(«1 +2 尽 2 )na„ + p 2 n(n - l)a n = y„a u , 

由此便得岀 

7 n = n [ a l + {n + 1)/? 2 ] • (16) 


这样一来，就证明了 

定理5 对于任何一个满足条件 （8) 与 （9) 的带权 P ( x ) 的正交多项式系 
I Q „ (: r ) 丨，多项式 Q „ ( 1 ) 是具有变系数的二阶线性微分方程 

^ y+(a + ^) y / - r n y = 0 (17) 

的解，其中八由公式 （16) 确定. 

作为例子，我们举出为特殊的多项式所满足的那些微分方程.由公式 (10) — (14) 
及方程 (17) 有： 

a . 勒让德多项式 

(1 — ~2 xy / + n(n + 1)^ — 0. (18) 

b . 切比雪夫多项式 

( 1 — x 2 ) y - xy + n 2 y = 0. (19) 

c . 雅可比多项式 

(1 — sc 2 ) y ' + I " — A — (" + A + 2 )x I y + w (" + 又 + w + 1)3； = 0. (20) 

d . 切比雪夫-埃尔米特多项式 
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y f — 2 xy ' + 2 ny = 0 


( 21 ) 


e . 切比雪夫-拉盖尔多项式 


xy 


// 


+ (A x ) y ' + ny — O . 


( 22 ) 


93. 用权的表达式.母函数 我们将仍旧讨论如下的任意的多项式系 iQ w U )|: 


它在区间 ( a ，&)上是带权正交的，权 〆 :*:)满足条件 


L 二 
P 


a { x 

A) hz +& 工 2 


a ( x ) • 


p ( x )^{ x ) 




而这多项式系不一定是规范化了的.对于这样的多项式系，可以给岀用权 〆 ) 与函 
数 /? U ) 来直接表达多项式 Q „ U ) 的公式.我们有 


定理 1对于任何一个满足条件 (1) 的带权正交的多项式系丨 Q „( x )|, 多 
项式 Q „( x ) 可表示成 


Q n ( x ) = A n \ p { x )^ 1 { x )\ (2) 

的形式，其中焱„是一个与多项式的标准形式有关的常系数. 

关于勒让德多项式的这公式，已由罗德里格证出 （1814 年）.对于其他的特殊多 
项式也可得到类似的公式.我们引入的这个公式的推导是由 H . r . 阿拉曼诺维奇告 
知的. 

首先 证明: 表达式 

Q n { x ) = \ p ( x ) p i ( x )\ (3) 

是一个 rz 次多项式.我们有 

(p^p'ppnn 

其中 &,， i =«+〃，是个一次多项式(我们利用了微分方程 (1)) .类似地， 

W=( P rU=pn 

其中 = [a + { n ~ 1)/?' ] Q n ,i + 是个二次多项式. 

考虑到应用数学归纳法，假定公式 ~ 

=( P r k + 1 Qn, k -lY = Pr k Qn, k (4) 

成立，其中 

Qn,k = [a + (n -是 + 1)/? / ] Q„，h +/3 QVH (5) 

是个6次多项式.于是再应 P 方程 ( 1 ) ，得 

(〆)“+”= ( P r k Qn, k y= P r k ~ x \u+(n-k)mQ ntk +u. 

我们看岀 :这公 式包含了对于々+ 1而写的公式 (4) 与 (5) .这样一来，按数学归纳法 
原则就可推断: （4) 与 (5) 对于所有的 A = 1，2,…， n 都成立.我们注意，只需设 Q n , o ^ 

1，公式 (4) 对于々 = 1也仍有效. 

公式 (4) 与 (5) 在 々二 rz 时给出 



其中 Q„ = Q fl ,n 二 （aUhi 

是个 W 次多项式.由此 g 推得了关于表达式 (3) 的论断. 

现在 证明： 多项式0,,带权 P 正交于任一个乘幂 /u=0，l，2, …， W - 1). 为此， 

我们将逐次应用分部积分法于积分 

〜 rh 〜 

Ik = x k Q n pdx = x k d{ppQ 

J a J a 

每次都利用公式 (4) 以及关于冰的条件 (1) .在第々 - 1步得到 

L = ( — 1) h 々！ [ 為队“)， (6) 

J u 

而在第 A 步有 

K-m! f 丨）二 o. 

J a 

最后这个式子对于 k =0, l ,2 9 -, n - l 时均成立 (^k = n ~ lBt , 我们设 Q„, 0 = l), 
因而正交性得证. 

按第91目的注2，现在我们可以 断言: 多项式与正交多项式 Q,, 只相差一个常 
数因子: Q,, = AA ，这也就给岀了所求的公式⑵ . 

如已经指岀过的，系数 A„ 的数值与多项式的标准形式有关.特别，例如，多项式 
0„是取为标准形式，使得 A„ =1的.我们来求岀这多项式中最高次的 or 幂的系数 
心.为此，在公式 (5) 中比较最高次的 x 幂的系数 

a tl , k = [«i + (2 n~k + \) p 2 ]< 卜卜 

由此得 

d n =a w , M = \_a { + (w + l)/? 2 ] [a! + (w +2 ) 卢 2 ]••• [q +2n^ 2 ]t， 0 ， 

其中 A，o = l， 或简写为 


a n = XX ( a '+ k (3 2 ). (7) 

k — 71+\ 

用完全类似的方法，还可求得多项式的表达式中的 系数： 

b Tl = n(a 0 + JJ (a】+ 峨 )= 二 j nd u * ⑻ 

k = n+i 〜卞 znp 2 

作为例子，我们来指出特殊多项式的 A 与 l 的数值，并设这些多项式已经这样 
地标准化，使在公式 (2) 中的系数 A „ 二 1. 


* 为了要得到公式(8)，必须比较在公式 (5) 中/- 1 的系数，这给出 

b„ tk = [ aj + (2n ~ k )^2 ] b n ^-\ + (ao + n(3\ )a ntk -\ 

(记号与以前类似），然后逐次应用这公式，自开始，直到得出^，„=匕为止.同时应当利用前面 
得到的关于心 > 的表达式. 
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关于雅可比多项式 ， a = (ju - X ) - (ju + X)x j / 3 = 1 ~ x 2 y&it 


2n 


d n = ( - l) w JJ (A + // + 是) 




(-ir 设 



+ 2n +1) 




w +1 


r ( a + " + 


n 


+17 ^ 


⑼ 


因为，由于关于 r 函数的函数方程(参看第 89 目公式(14))， 


r(z + 2w + 1) = (z + 2n)(z + 2n — l) 9 ^(z + n + l)r(z + 


n 


+ 1)， 


又 


b 


A 


n 


A 





+ 


= ( - 1” （又 -") 


n 


r(A 

r ( A - 




- jjl H- 2n ) 

// + 72 + 1) 


特别，从公式 (9) 与 （10) 对于勒让德多项式 (A 




0) 得出: 


d n = (- ir ^^, b ri 


0 


( 10 ) 


( 11 ) 


对于切比雪夫多项式 A 




T 


为 


_ / _ A \n{2n - 1 ) ! 7 

n —、D ( n - l )! ybn 


0 


关于切比雪夫-埃尔米特多项式 （a = -2 x ，/?= l )， 我们有 


a 


n ^{-lY2\b n 


0. 


而对于切比雪夫-拉盖尔多项式 （《 


X — x ， x ) 有 


a 


"二（一1广 




(- l) n + 1 (A + 


n )n 


现在我们来求多项式的范数么.我们有 


d 


Q 2 npdx 





( a n x + 


参## 


)Q n pdx 


d n x tl Q n fdx , 


( 12 ) 


(13) 


(14) 


因为，按前一目的定理2, 带权 p 正交于任一个次数低于 n 的多项式.现在再应用 


当々 


71 


时的公式 (6) ，并且按分部积分法求积分，便求得 


d 


(-l) n n\ d n p^dx ， 


或最后 


d 


- l) n n ! a n 8 n , 


(15) 


其中 


8 


tt 



P ^ 1 dx 


(16) 


是由权 p 与函数 p 所确定的量. 


知道了么与 A 后，不难确定规范化了的多项式 q ° n ( x ) 


^Qn (2 ) 的最高次的 


d 


n 


系数 


a 


a 


d 


~ l)^n 

n \ S n 


(17) 


对于雅可比多项式，公式 (16) 给出 
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8 


( 1 - 


x 


+ 


(1 + 


X 



+ 


dx 


2 


A + " + 2，/ + I 


r(x + n + i ) r(u 



n 




r(A + " + 2 rz + 2) 


(我们利用了第 90 目公式⑶）.根据⑼与 （17) 得到. 


(a:) 


2 


r ( A + + 2n + 2) 


r(A 



a + 2n + 1 ) 


2 又 +/ , 十 2 ,出 w ! r (A + ” + i)r(；/ + w +1) r(A 



"+ w +1) • 


( 18 ) 


特别，对于勒让德多项式与切比雪夫多项式分别有 

_ (2n)\ 



2 W + 】 U!) 


2 


v 2 rT+l , a° n 


1 


r ^ nirin ^- 1 




( 19 ) 


7T 


2 


对于切比雪夫 


埃尔米特多项式与切比雪夫-拉盖尔多项式分别有 



e 


2 !— 

dx 7 u , 8 fl 


e x 


X 


l dx 


r(A + 


n 


+ 1) ， 


o 


因而根据 (13) 与 （14) 得 



1 

r(A +W + 1). 


( 20 ) 


在文献中，一般地是讨论没有规范化的正交多项式 Q „( i ). 要唯一地确定这些 
多项式，显然，只要除了给岀权与区间之外，还给出它们的最高次项的系数 a , ,的数 
值.仍旧采用前面的记号，有 

Q n { x )^ A n Q u {^) = d n q \{ x ) , 

由此比较最高次的系数，求出 

a n ~ A w a „ = d n a n , b n — A tl b „ = d n b n . (21) 

由于系数‘与我们已经在前面求岀，故只需知道了〜，我们就可以由此确定 A ,, 
与尤.对于特殊多项式，我们将这些数量列表 如下： 


多项式 

记号 


d\ 


勒让德 

P,Xx) 

(2n)\ 

T{n\) 2 

2 

2n + 1 

(-\y 1 

V J 2 n n\ 

切比雪夫 

T„(x) 

1 

7 t 

/ i V (”- 1)! 

雅可比 

P” （ x ) 

1 r(A + /i + 2w + l) 

2^ +1 f(a+77+i)ix"+”+i) 

( -1)” i 

2 n n\ lXA+^ + w + 1) 

n\ IXA +/n + n+ 1)F(A + +2n + 1) 

C ； 2 n n\ 

切比雪夫- 
埃尔米特 

H„U) 

T 

2 n n ! \/ 7r 

(-1)" 

切比雪夫 - 
拉盖尔 

L(„ A) (x) 

(-l) n 

n ! r(A + w + l) 

1 


知道了 A „， 我们可对所有这些多项式写岀公式 (2) .作为例子，对于勒让德多项 
式它可写成 
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e) 切比雪夫 - 拉盖尔多项式 

xh\^ (x) = — L^h(x) + ( A + 2n + 1)L^ A) (x) 

— n{X + n)L^iix) , n >1. (28) 

最后我们将证明 :正交 系中的多项式可视为某个解析函数的泰勒展开式中的系 
数，这个解析函数称做这正交系中的多项式的母函数 . 

H . r . 阿拉曼诺维奇和 H . 科瑞夫尼可夫曾经告诉我们，对于带权 P 正交的且 
满足条件 ( 1 ) 的任一多项式系，都可以得到母函数.在此，我们将遵循他们的叙述. 

为简单起见，我们视多项式 Q n ( x ) 已被这样地规范化了的，使得在公式 ( 2 ) 中的 

所有的系数八„ = 1.由关系式_ 


* 当 n <2 时，公式有稍为不同的 形式： 

工了 1 = 了2 +_ ^~了0 + -^-, xTq = T ]. 

** 在第70目中，我们已举出过利用母函数来定义多项式的例子. 

依 W 的幂来排列的级数 (29) 的收敛半径，当然依赖于 z 的值.在以前的叙述中，是对于变元的实数值 

来定义的，但由于是多项式，我们可以认为它是定义在全部复平面上. 


^F(z jzv) 




Q 



n ! 



(29) 


来定义的含两个复变数 


z 


与 



的函数，称做函数族的 母函数 


利用公式⑵及关于高阶导数的柯西公式，将表达式 (29) 加以变换，我们有 





d ”（ pm 

dz 


1 …… p(z) n ! clz p{z) ^ n ! 2ni J c z) ,,n 

其中 C 是一条包围点？二 z 且位于函数 〆 ?)^( ?) 的解析区域内的闭周 
的公式中，交换求和与求积分的顺序，并且把所得到的几何级数求和，得岀 







/ ^ \ " + 1 ， 


! 2ni J c (f~ 2 :) , 


Z 且位于函数 〆 c ) f ( c ) 的解析区域内的闭周线•在最后 


^ F(z y w ) 




p(z)2rci 



p(0 


c 


i 




0 







(M 


p(z)2m )cK~ z ~ 议#⑴ 


我们的变换是合法的，只需对于在曲线 c 上的所有的？，几何级数的公比的模 


小于1，而这对于适当小的 I 



^>4 ^ ^-1— HWI ig MV y ^ M V M V IW 

z 

I 总是满足的.被积函数的分母是（的二次多项式，且 


对于很小的 I 



I ，这多项式的一个根 


我们用 L 来表示 


接近于而另一 


个根的绝对值则较大.在必要时缩小闭周线 C ， 我们可认为第二个根位于这闭周线之 


外.于是被积函数在闭周线 C 内只有 


一 I 


-个一阶极点 S 

pD 

1 — w(i ’（ y 


^ u , ，其留数是 


应用柯西留数定理，最后 得到: 


定理2 


对于任一个带权 〆 X) 正交的且满足条件 （1) 的多项式系丨&,(工）|，有 


母函数少 （ z ， W ) 存在，使 


2 ： , zv) 


S 


Q 




(29) 


n 



这函数由公式 




(30) 


来确定，其中 L 是二次方程 


Z - w ^( 


0 


(31) 


的那个在 W 很小时接近于的根. 


我们来举出一些例子. 


例 



勒让德多项式 


方程 (31) 具有形式 + 由此 




2zv 


(-1 + 


(在根号前面的符号应选得使对于很小的 I 


1 + 4wz + 4w 


I 有。〜幻，因而按公式 (30) 得 



z ,w) 


1 + 4wz + Aw 


E 


n 


P n ( z ) 


n ! 
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作代换 P n 


1 


A 


P 


n 


Tn 


(-1) W P W ，并且以 


n 


U ) 

T 


代 w ，最后得到 


1 


V 1~ 2 wz + zv 2 


2 P n ( z ) zv n , 


(32) 


n 


这与第 70 目中的公式 (8) 


致. 


例 2 切比雪夫-埃尔米特多项式 方程 (31) 具有形式 S - z- w = 因而按 


公式 (30) 有 




W 





e 


— ( 


2 


06 


XV 


2xvz) 


Z 




n ( z ) n 


n 


n l 


w 


作代换 H n = ( - 1) n H n ，并且以 - w 代 w ， 得 



2 


w 



H n { z ) 


ZV 


ft 


n 


n \ 


(33) 


例 3 切比雪夫-拉盖尔多项式 方程 (31) 具有形式二0,因而按公 


式 (30) 得到 


^F(z 9 w) 


z 


-A 


( i - 


ZV 


)A +1 


e 


i 一 w 



L n ( z ) 


n 


0 


n ! 


XV 


n 


(34) 


94. 例.应用 （1) 勒让德多项式在势能的理论中起着重要的作用 .考虑在空间 
中一个质量为1的吸引点 P ， 它与坐标原点的距离为 a . 设点 M 与坐标原点的距离 
r ， 则在点 M 处所算出的这个质点的势能具有形式 



V ( M ) 



V a 2 + r 2 —2 ar 


cos (p 


其中 p 为 OP 与 OM 间的角度.令 ^ 


a 

r 




cos 于是 


V ( M ) 


1 


1 


r 



-2 


a 


r 


cos (p 



a 


2 


r 


V 1 — 2 xt 



2 


r 


2 


因而，如果将右端按照变量 f 的乘幂展为级数，则按前一目的公式(32)，这级数的系 
数将是勒让德多项式 


2 Pn(x)f. 

r w = 0 


( 1 ) 


对于实数的 X ， - 1< X <1 ，这展开式当 U | < 1时，即当 r > a 时，是收敛的.事实上， 


如果把 V 视为艺的函数，则对于这样的: r ：， 二次方程^ -2对+ 1 = 0的两个根 q ， 


2 


e 


± 



x 


cos ( p ) 是 V 的两个奇点，并且位于单位圆周上. 


(2) 关于勒让德多项式的递推公式 除了基本的递推公式 


xP n ( 


71 


X 


2 n + 


iVi ( 工 ）+ 


n + 


2 n + 1 


Pn + l( 


X 


⑵ 


外，对于勒让德多项式可得出另外一些与不同次数的 n (* r ) 有关系的公式.首先，将 
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P n (x) 


1 

^ e i{n + l)6 dd — 

1 


-9 \/ 1 — 2xe 6 + e 2td 

x42 - 


r<p 


e l ( fl 


+ 


1 


)°dd 


一 9 V 



d ~ 


( 8 ) 


x 


在此作代换 : T = COS p ， 再分岀右端的实数部分，得到勒 让德多项式的第三个积分表 
示式 (狄利克雷） 


P M (cos cp) 


7t 


42 


9 


cos n 



2 


Odd 


9 



COS d — 


⑼ 



9 


(4) 关于勒让德多项式的渐近公式 在积分 (8) 中，我们考虑用复 变量？ 


S 



ia 替代0，且按柯西定理，用由三条线段所组成的折线工 



ia 


n 



m (图 195) 来替代积分线段 （- <?，?)），我们得到 


7t42P n (cos (p) 








ID 


do) 


在线段 n 上，卜 s +沿，被积函数的模 




e -(n+^)H 

V COS e - cos cp 

^1 

cos f | - 

cos <p 



当时趋于0,因此，当 H 




0;在线歷瓜上, 




有 Tp + k ， 必 . 取 ff — oo 时的极限，由 (10) 得出 


图 195 


7c^/2P n (cos cp) 


ie 







e 


—( w 


1 


^°da 




cos (cp — ia) — cos (p 



ie 




1 1< p 


e 


~^ n+ ^) a da 


( 9 + ia) — cos cp 



(ID 



为了要得到在 n 的数值很大时积分的近似估计，我们利用第 77 目的越过法.对于大 



n 


，函数八在点^=0处有十分陡峭的尖峰，且最陡峭的是当^取实数值时 


的下坡，因此积分路线不需要形变.在八前面的因子^ 1 

V cos( 9 土 U) 一 cos cp 

存在，只加剧在点 (7=0 处的尖峰.实际上， 



( 土 ia) — cos cp— +2 sin( 9 ? 土 


ia 

2 


sin 


ia 

1， 


因而这因子的模 

1 二_ 1 _ 

ycosC^^-cos^ 

当 CT -0 时趋于无穷大，且当 ( T - oo 时，以指数函数的速度来减小. 

这样一来，对于很大的〜只需限制在一个很小的积分区间0<(7</1上，积分 
(11) 的主要部分就可算岀，在这区间上有 
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1 



cos 





ia) — cos cp 



+ 2vSin (p 


ia 

2 



我们也可以保留积分区间的其余的部分 U ， oo )， 而仍具有同一精确度，因为，当 „ 很 

攀 

大时，函数，（〃 + 0 <7 在0，°°)上总是取极小的数值.于是对于公式 （11) 中的第一个 
积分，我们得到 




v 2 sin 


类似地估计第二个积分 






于是 


p n (cos cp)^ 


TZ 


2 tt V sin cp \ n 


\(l- i)e~( u + ^ i<p ~(1+ i)e( ,, + ^ 



t( P 



2 


或者，在经过简单的变换后， 


P n (cos (p)^ 


2 


cos 


7C\ n 



1 


2 




不改变其精确度，我们可在分母中用 w 来替代于是，最后得到 关于勒让德多 
项式的渐近公式 (拉普拉 斯）： 



我们将不去讲在所得到的公式中的误差的估计. 

从渐近公式看出 •.当 rz 无限制增大时，同 I 一样地趋于0.从这一公式可以 

V n 

得到关于函数 (COS 的零点的近似公式 


9k^ 4k 2 l 2n \ 1 U = l ， 2, … ， rz )， (13) 

当 n 愈大时愈精确. 
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(5) 勒让德函数 设关于勒让德多项式的微分方程(第92目公式 (18)) 

L[w~\ = (1 — z 2 ) vo f — 2zzv' + / z(w + l ) z £；= : 0 (14) 

中的 W 不是整数，我们试图仍用积分 (6) 来满足它.当 n 为正整数时，积分 (6) 代表多 
项式 P n U ) 


W 


(z) 


2 n 


m 


a 2 -ir 

C z) u 


dK 


将它代入方程 (14) 中得 


L[ 


w 


n 



2 


n + 


m 


n 



T 


m J 


(c 2 -ir 

c u + 3 

d i(? 2 -D n+i 

cd^\(^-zr +2 


[2(n + l)^(^-z)-(n+2)(^ 2 -l)]<i^ 




因此，如果当沿着闭周线 C 绕行一周后函数 


/(?) 


q 2 - i )” 


n + 2 


仍回到出发时的数值，则 L [ w ]=0. 将平面 （ 沿负轴上从点- 1到- oo 的射线割开, 
且取包围点 ？ = 1 与而不触及割开线的任一条闭周线作为 C (图 196) .当点 f 
绕行这闭周线完整一周时， 


f(0 = (n + l)\aig (?-1) + arg (^ + 1)} 一 （n 



2) arg ( f - 


z 


得到增量 ( w + 1)2 tc - (n +2)2 n - -27 r ， 因为这时 arg ( f - 1) 与 arg ( ^ - 2 ：) 都得到增 
量 2 ;r ，而 arg ( ( + 1) 回归到出发时的数值.由此推出，当沿闭周线 C 绕行一周后，函 
数 /( ? ) 回归到岀发时的数值，也就是，对于任何 一个〜 积分 


P n (z) 


T 


TZl J 


a 2 - i ” 

c (c _ z) n 




(15) 


都是方程 (14) 的解，这里 C 是前面所描述的那种周 


线.这个积分 称做第 


类勒让德函数 .对于正整数 rz ， 


点 C 


±1不再是奇点了，因而 C 可形变为任何一条 


包围点的周线.因此，对于这样的 n ， 勒让德函 
数变为通常的勒让德多项式. 

由于勒让德的微分方程 （14) 是二阶的，故除了 
之外，它应当还具有一个与线性无关的 

解.这个解可由 P „ U ) 借助于一次求积分而得到 




图 196 


W 


Pniz) 


Z 


dt 


(i-f)p 2 n (0 


(16) 


实际上，勒让德方程可写成 


d 


dz 


(1- z 2 ) 


dw 

dz 


+ w(n + l)w = 0 


的形式.由于 P w ( z ) 满足这方程，故 
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生 

ciz 




dP n ' 

dz ■ 


+ w(w + l)P ;/ —0. 


把这两个方程中第一个方程乘以 p ,,， 第二个乘以说，再进行相减，我们得到 


由此在积分后便得岀 


d 

dz 


( 1 - 


z 


P 


dvu 

dz 





w 


P tl ( z)C 


dz 




(1-Z 2 )P 


z 



除了常数因子 C 之外，它与积分 (16) 重合.将积分 (16) 规范化，使在无穷远处它等于 
0,即 





(l-C 2 )P'(?) 


(17) 


这通常称做 第二类勒让德积分. 

函数 P ,, (%)同 Q „( z ) 线性无关，因为，当％— 00 时 ( z )— °°，而 Q „ (之 )一0( 在 
关系式 aP n ( 2 ： ) + /3 Q „(2)=0 中，命％— 00 ，先得岀 a = 0,然后代入任何一个 z ，便得 
出戸= 0). :: 

从公式 (17) 看 岀:点 ±1是勒让德函数 Q „( z ) 的对数性的奇点，所以对于整 
数的72,函数 Q ,,( z ) 不是多项式. 

(6) 球面函数 考虑齐次的调和多项式 U n ( oc , y , z )： 



X 


，: y ， 之） 



k I m 

a k i m x y z 


(18) 


k +m 


其中的求和式是对于所有的其和数等于 n 的非负指标々， /， m 来取的.多项式 L 4 满 


足 


维的拉普拉斯方程 


AU 


d 2 U 


dx 


2 



d 2 U 


d 


2 



d y 2 





二 0 


(19) 


当使用球面坐标 


x 


6 cos cp 


Osin (p 


roos 6 时，调和多项式可表示成 


U n ( x , y , z ) 


r n Y n ( d ，< p ) 


( 20 ) 


的形式，其中是关于 cos 6 , cos 9?,sin 0 ,sin cp 的多项式.函数 Y „(0，< p ) 称做 n 阶 

球面函数. 


利用在积分号下直接对 x , y , z 求导数，我们可以确认，下列的 2 w + 1个 w 次多 

项式 
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(z + ixcos t + iysin t) n cos - mtdt 
(z + ixcos t + iysin t) n sin mtdt 


(m 二0，1，2,…， w )， 

(m = 1 ， 2,…， w ) 



( 21 ) 


(当时，由于三角函数的正交性，积分等于 0) 都是调和多项式.可以证明 :它们 
构成 n 次多项式的最大的+线性无关系. 

弓 I 入球面坐标，且利用表示式 (20) ，我们从 (21) 得到 (2〃 + 1) 个球面函数的系 

^ 7 T 

[cos 8 + isin dcos( t — cp)Y cos mtdt , 



cos d + f sin dcos( t — <p)] n sin mtdt • 


在这些积分中作代换 £ - r ， 我们可将它们表为 



cos 6 + 2 sin dcos v] n 


cos 

sin 


772(99 + r)dr. 


现在利用周期函数的已知的性质 :沿着 长度等于周期的线段的积分，与线段的位置无 
关.我们以线段 [- ITT ] 替代积分线段 [ 一 k — < p ]. 最后，按照熟知的公式展开 

cos m{cp+ r ) ，且利用函数 sin mr 是奇函数这个性质，我们得到这 (2 w + 1) 个 w 阶球 

面函数的最后的表 达式： 


cos imp 



(cos 6 + zsin 0 cos r) w cos mrdr 


( m =0， l ，2, …， w )， 


( 22 ) 


sin mcp 


cos Q + zsin 0 cos r) n cos mxdx 


m 


1 ， 2,…，” 


在表达式 (22) 中 ， cas 与 sin 的系数相等.与它们只相差一个常数因子的函数 




P ;/fW (cos 6) 


2k 


cos 6 + zsin 6cos r) n cos mrdr ^ 


(23) 


称做 勒让德的联合函数. 特别， 


P,“ 0 (cos d )= 



(cos 6 + fsin 0 cos r) w Jr = P w (cos 6) 


与勒让德多项式相一致(我们利用了拉普拉的积分表示式 (7)). 

这样 一来， （2 w + l ) 个 72 阶球面函数系便可表为 

P n (cos 6);P fltm (cos d)cos mcp y P 1um (cos 6)sin mcp 

的形式 ，其中 w = l ，2, …， 7 Z 且 P „， w 是勒让德联合函数. 


(24) 


(7) 切比雪夫多项式的极值性质 切比雪夫多项式是在区间（-1，1)上与零相 
差最少的多项式.这意 味着： 在所有的最高系数为1的〃次多项式中，在区间 


( - 1，1)上 T „( x ) 的模的最大值达到最小值.实际上 ，令 x = cos <p 及 x k = cos 一 


来 这表示，任一个 n 次调和多项式 LT w ( ： r, ： y,z) 都可以表成多项式 (21) 的线性组合 . 
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( k 二0，1，一，^)，于是从公式 


T ( x ) 


T 


cos( n arc cos x 


(参看第 70 目公式 (11)) 得岀 


T n ( x k ) 


cos kn 
2 " — 1 


(-1” 
2 ;/ — 1 


cos ncp 
2"- 1 



即，在这些点处 T ,,( x ) 的模达到它的最大值. 

设 i ?„( x ) 是一个最高系数为1的 w 次多项式.假定在区间（_1，〖)上，与 
零的偏差不高于 T ,,( x )， 则显然 

T tl ( x 0 )^ R „( x 0 ) , T „ ( x , )^ R „( x l ) , T "(: r 2 )> J ?"( x 2 ) ，…. 

由此推知 :差数 見― ,（ x ) 二 iUW - 了„(工)在区间（-1，1)上改变符号不少于《次， 
即在这区间上它至少有7/个根.但的次数不高于〃 -1，故这是不可能的. 
这个矛盾就证明了 ：了,,（：0是与零相差最小的多项式. 

(8) 雅可比多项式与超几何级数 微分方程 


z(z — 1) w " + [ _ y+(l + a + /?)z ] zv / + a^w — 0 

称 做超几何方程 (高斯）.幂级数 

w ^ F(a ,(3,y ； z) 





1! 7 


Z 



a(a + !)/?(/? + 

2! 7(7 + 1) 


心 + 



(25) 


o:(a + l).*.(a + y? — l)0(/?+l).*.(/?+yz—1) w + … / 

n ! y ( y +1)“.( y + w - 1) z 

是它的解，这级数称 做超几何级数 '当 《 = /?= 7 二 1 时，它变为通常的几何级数(具 
有公比 z 的几何级数）. 


要使级数 (26) 变为 72 次多项式，显然，必须使 a 或^等于 -I 例如，设/?= -77, 

且记 


y-l = A,a + /?- 7 = fjL , 

所得到的多项式乘以系数（：„后，我们用 

= C U F (A + " + w + l ，— ”，义 + l ; z ) 

来表示它.可以证明:如果按照等式 

_ 1 — X 

Z ~~T~ 

来引入变数: T 以替代 Z ， 且令 

P _ r(A + n + 1) 

~ n ! r(A + l )， 


* 级数 (26) 的系数可用通常的待定系数法来求得. 
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则 Qi ^ U ) 变为雅可比多项式 Pl A </<) ( x ). 

(9) 波动方程与切比雪夫-埃尔米特函数 在一个力场中的质点的波动方程 
(薛定谔)具有如下形式 

《△#+(£- V )疒砮， (27) 

其中 A 为拉普拉斯算子以是质点的几何坐标及时间的函数， A 是普莱克常数， m 是 
质点的质量， V 是势能，£：是参数.我们假定，0只依赖坐标 x 及 V = x 2 ，这对应于 


线性振动子的情形.引入两个新的常数 a 1 二等、\二 ^，其中第一个是给定了的， 
第二个代替£起参数的作用.我们把方程 (27) 写成为 

~-2 +(A — a 2 x 2 )ij) — Q (28) 


的形式.方程 (28) 可化为切比雪夫-埃尔米特多项式的微分方程.要证明这个，我们 
考虑在区间 （- ° 0 , 00 )上带权1的正交函数系 

中，,(0二 e - iH ，,( t ) (29) 


) 称 做切比雪夫-埃尔米特函数） = >代人切比雪夫-埃尔米 


特多项式的微分方程，在约去 i 后求得 

〆 "⑴ + (1 + 2 w — r 2 )#"(0 = 0. (30) 

使用简单的自变量代换，便可把这方程化成方程 (28) .实际上，令 z = 其中 a 是 
某一个常数，且令 A ( ox ) 二 0 U )， 由此 = (导数是按位于括弧内的 

变元来取的）.将这代入方程 (30) ，我们便把它化成如 

(p'ix) + \_{\ + 2n)a 2 — a 4 x 2 ](p(x) =0 

的形式.将所得到的方程与 (28) 比较，便可 看岀: 假若取 a = A ，则当 

A = A w = (1 + 2 w)a (31) 

时，它就同方程 (28) —致.这样一来，如果方程 (28) 的参数 A 满足条件(31)，则函数 



是它的解，其中是切比雪夫-埃尔米特多项式 ，么是 切比雪夫-埃尔米特函数. 


(10) 切比雪夫-埃尔米特函数与抛物坐标 考虑如下形式的二维波动方程 


d 1 



dx 


2 



d 2 



d y 2 





0 , 


其中 〆 是某一个常数•在这方程中令 d + irj ， 及 

z = x + iy = f( 0 , 


(33) 


其中 /(() 是个解析函数，我们变到新的自变量$，直接应用复合函数的微分法则 



及柯西-黎曼方程，得到 


U 

W 



3 2 


3 




i/(r)i 


d 2 


dx 




d 


2 



因此，在新的变量中方程 (33) 取形式 


a 2 



W 



a 2 


d 






+ " 2 I / ⑴ l 2 “ 


0, 


( 34 ) 


特别，令 zu ) 二^ 2 ,于是 



|(6 2 -7 2 ), 


: y 




在平面 z 

物坐标. 


x + iy 上坐标曲线 $ = const , rj 


const 是拋物线，所以坐标 尽与 TJ 称做拋 


对于拋物坐标来说，方程 ( 34 ) 具有形式 


d 2 U 

W 



d 2 


dr / 



2 


+ " 2 (6 2 + rj 2 )u 




0. 


我们用分离变量法来求它的解.令 
变换后)形式 

tree) , 

UW 



U ($) V ( V ). 于是最后的方程具有(在简单的 


2 亡 


v \ 


vuj) 


户 v 


(35) 


由于等式的左端仅是一个变量6的函数，而右端是一个变量 



的函数，故两端应等 


于同一个常数，这个常数我们将用-#来代表.替代一个方程 (35) 我们有两个方程 



⑻ + (// 2 f + i8 2 )l/(6) 


0， V "( 7 ) 



(" 2 7 


2 


如果在这些方程内，变换到新的自变数 





^) V ( V )=0. 
i 且令 i 9 = A 


(2 n + l ) f " ，则这两个方程便可化为关于切比雪夫-埃尔米特函数的方程 (30)( 参 


看这 


■ ■ I 


目的方程 (31)) .这样一来，我们得出了波 动方程 (33) 的无穷多个解 



U 


n 


)^n ( i y / JfJLrj ) > 


其中么是切比雪夫-埃尔米特函数, A „ 是常数. 

所构造的解使我们能解决，例如，关于拋物柱面的衍射问题 


§3 


园 


柱函数 


圆柱函数，或普通称做贝塞尔函数,在应用上起着特殊重要的作用，主要的是在 
与圆形或圆柱形的物体有关的问题上.这是 由于： 当利用古典的分离变量法,来解含 
有用圆柱坐标的拉普拉斯算子的数学物理方程时(参看第99目，例6—例 8) ，便导向 
用来定义圆柱函数的方程 


2 



d 2 y 




dx 




- X 2 )y = 0 


( 1 ) 
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圆柱函数九(: r ) 首先由丹尼尔•伯努利在专门对重链摆动的研究工作中讨论过 
(彼得堡，1732年） . D . 伯努利得到了在 A 二 0时的特殊情形下的方程 ( 1 ) ，并且解出了 
它，求得了九(1)的用幂级数形式的表达式.此外，他指岀了下述事实而未加证 明:方 

程九 ( x )=0 具有无穷多个实根(参看第99目例 6). 

在后来的工作中，出现有圆柱函数的是 L . 欧拉的著作（彼得堡，1738年）.在那 
篇著作中，欧拉讨论了关于圆膜振动的问题，得到了具有整数值 A = 〃 的方程 （1)( 参 
看第99目例 7) .解这方程，他得到了当 W 为整数时的人 U ) 的展成 x 的幂级数的表 

达式，而在后来的工作中，他把这表达式推广到指标 A 为任意数值时的情形.此外， 
欧拉还证明 了：当 A 等于一个整数带一半时，函数(: r ) 可用初等函数表岀（参看第 

95目）.指出了下述事实而未加以 证明: 对于实数值的 A ，函数 / A (. r ) 具有无穷多个实 

的零点(参看第98目），并且给出了关于 J A (: r ) 的积分表示式. 

最后，对于 A = 0与 A = 1的情形，欧拉在1769年(彼得堡）的工作中给岀了关于 
方程 (1) 的与(: r ) 线性无关的第二个解的级数表达式[(参看第96目 （4))]. 

由此可见 ，欧拉已得到了关于圆柱函数与它在数学物理中的应用的基本结果. 

名字常与圆柱函数连在一起的德国天文学家 F . W . 贝塞尔在1824年的工作中， 
由于研究行星环绕太阳的运动，给出了关于函数人 （： r ) 的递推关系式，这些关系式， 

虽然是很重要的，却依然带有初等性质(第95目），他还得到了当 W 为整数时人 Cr ) 

的新的积分表示式(参看以前第70目），证明了九 （ x ) 具有无穷多个零点，且编岀了 

关于 Jo ( I ) ，人（ X )及 / 2 ( x ) 的第一批表. 

95 .第一类圆柱函数 （1) H . 51. 索宁的积分表示式 考虑圆柱函数的微分方 
程 

t 1 x + tx ' + (^ 2 — A 2 )x = 0, (1) 

其中 f 是独立变量 ，: T 是所求的函数， A 是个参数，称为方程 (1) 的 指标. 为简单起见， 
我们将设 A 是实数.我们将按照第84目中所指岀的算子法来解这方程. 

如若用 X (/0 表示所求的函数的像，则按照第80目中关于像与像原函数的微分 
定理 ID 及 IV ，有 

t 2 x =( p 2 X - px Q - x x y ^ p 2 X // + 4 pX / +2 pX , 

tx =-( px - x 0 y = - px '- x ， t 2 x = x \ 

其中 ^ = ^(0)，^ =/(0) 是给定的始值条件'这样一来，对应于方程 (1) 的算子方 
程具有形式 

(/) 2 + l ) X // + 3/) X / + ( l - A 2 )X = 0. (2) 

为了要解这方程，作自变量的以及所求的函数的代换，令 


* 初始条件没有参加到算子方程 (2) 中，因为 （= 0 是方程 （1 ) 的奇点 . 
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/> = sh q 9 X ( p ) ， 

于是就有 


X ， 


dX 

dq 

dp 

dq 


c\i q 




sh 


cn q 


又 Y ， 


X ” 


dX ' 

dq 

dp 

dq 


cn 


y//_2 sh ^ y / + 3 sh 2 q 


c\i q 


q 


ch 4 


Q 


ch 5 


y 


Q 


再把这代入 (2) 中，我们得到了一个简单的方程 


从这个方程的特解 y 



Y "- A 2 Y = 0. 

〜回转到原来的变量/>与 X ，便得出方程 (2) 的特解 


X 


— Aarsh 


1 


Vp 2 




a / p 2 + 1 { p + 


⑶ 



在已割去了射线 F 0, I C7 I >1 的平面 P = S + icJ ± 9 函数 1 可以分岀单值的分 

支.取 A >0且约定仅考虑 y /> 2 + 1在 S 轴上取正值的这一分支.于是当^趋于00, 
Re />>0时，函数 X ( p )— 0对于 argp 是一致的，因此，它是一个像(参看第79目的 
定理4,我们不讲其他条件的验证）.的像原函数——方程 （ 1 ) 的特解——我们 
将称它 为第一类圆柱函数或 A 阶贝塞尔函数 ，并且用记号人 （0 来表示(对于整数的 

A = n , 参看第82目的公式 (7)) .函数 J A ⑴按第79目的反演公式可求得为 


JAO 



_ e^dp _ 

+ p 2 ^ i) x 


其中 L 是任意一条直线 Re p = a >0, 

在 (4) 中，变换到新变量 



co = p + p 2 + 1 , (5) 

于是丄)，^-=—，且积分路线是平面 = 中的一条曲线 

2 \ ⑴ I vy + i ⑴ ’ 

C ——直线 L 在映射 (5) 下的像.由于在映射 (5) 下，轴 a 变到射线 f = 0,1 7 | >1与半 
圆周 U | = 1』>0的总和(参看在第7目中的茹科夫斯基映射的性质，映射 (5) 同它 
没有本质上的不同），而数值 a 可以任意小，故 C 具有在图197中用虚线所表出的形 
状.这时，积分 (4) 变为下面形状的积分 ( H . H . 索宁，1870年） 

显然，曲线 C 可用任何一条铅直线 Re ⑴ =a >0 来替代，而不改变积分的数值. 



由于在圆周 I wl 


R 上函数 ? 




当 i ? — oo 时趋于0,故当 t >0 时，按若尔当引 



理，积分 (6) 沿弧 G (见图 197) 趋于 0. 因此，在公式 

(6) 中的周线 C 可由表示在图197中的周线 （ T 替代， 
这周线从点- m 沿负半轴 （ f ) 的下岸前进，沿圆周绕 
坐标原点，再沿同一半轴的上岸回归到 - oo . 这样一 
来，我们再得到圆柱函数的一个积分表示式，它也是属 


v 


C R 



于 H . 索宁的(我们写 



Jx(z) 


1 r 

2 m % 


代，） 


c * 


i) 


备 


dco 


(7) 


C 、 R 、、 




索宁积分 (7) 是对于正值的 g 得到的，可是它的右端 
部分代表一个在 z 的右半平面内解析的函数，因为， 
当 Re z >0 时，积分⑺对于 z 来说是一致收敛的.因 

此，索宁积分给出了 J A ( 幻在右半平面上的解析延拓. 


C 


图197 


再者，当 Re 



>0时，索宁积分不仅对于正值的 A 收敛，而且对于任何复数值的 


A 也都收敛，因为，在周线 ( T 的水平部分，指数因子趋于0的速度.，较快于 | o / + 1 1 的 

可能增大的速度，所以 ，索宁积分在右半平面上定义了任意复数阶的圆柱（贝塞尔) 


函数. 


(2) 解析性质 


对于整数值的参数 A 



(n 




0，±1，±2, 


# _ » 


) ，索宁积分 (7) 的 


被积函数是单值的，因此沿周线 ( T 的水平线部分的积分等于0,因而积分 (7) 具有在 
前面遇到过的形式(见第70目） 



” （ z) 


1 * 

2 m . 


e ^( 


dco 


⑻ 


I Oil 



(我们取周线 （ T 中的圆周的半径为 1) .由于 (8) 的右端的积分对于任何的 t 都收敛， 


而且是一致收敛的，故我们可以推断出 ：对于 整数值的参数 A 

函数. 




n ， 函数 ( z ) 是整 


mkz 是正的，而 A 是任意复数.在索宁积分 (7) 中作变量代换 



g ， 我们得 



到 索宁-施拉夫利积分 


/a ( 之 ) 




Ui\2 




# 



卜 


A-1 


dK 


⑼ 


(在作这样的代换时，周线 cr 变为相似于它的周线，因此与 cr 有相同的形状). 

对于任一复数 A ，在 Z 值的任一有界区域内，索宁-施拉夫利积分都收敛且一致 

收敛，因此 ，它给出圆柱 函数人 U ) 到全部复数平面 Z 上与参数 A 的所有复数值上的 


解析延拓. 在积分前面那个因子/的存在表明 


般地说，这个函数是无穷多值的， 


有支点 z = 0, 但 对于任何复数 A ， 比值是个整函数. 

Z 

(3) 其他积分表示式 设 Re %>0,我们在索宁积分中作代换 《； =，， 于是周线 
CT 变为表示在图198中的周线 il (我们取周线 （ T 中的 
圆周的半径为 1). 索宁积分变为施拉夫利积分 

JxU ) = j - f 严，成， (10) 

Z7T J jj 

这积分在右半平面中表示圆柱函数. 

对于整数值的参数 A = n(n=0, ± 1, ±2,…），由于 
函数与 sin ( 都是周期函数，沿路线 il 的铅直线部分 
的积分彼此相抵消，因而有 

J n { z )=^ - f e iz ^~ inK d ^- f cos (^ sin n ^) d % (11) 

丄沉 J 7T Jo 

(我们按欧拉公式来展开函数，且利用 cos 是偶函数与 sin 是奇函数的性 
质）.这是我们已经在第70目中引入过的 贝塞尔积分. 



(4) 级数表示 


在索宁-施拉夫利积分 (9) 中，展开因子 dG ) 2 为 



的幂级 


数，且交换求和与求积分的顺序(由于所得级数的一致收敛性，这交换是合法 的）: 


JAz) 


z 


2m \ 2 


c 


* 




-A 一 




k=Q 


2 


2 


(一1)々 


k \ 


z 

T 


2 k + X 


2 m 



c 


* 




- A -1 - 


k d ^. 


利用关于 r 函数的汉克尔积分表示(参看第 89 目公式(24))，便得出所求的圆 柱函数 

的级数展开式 


Jx ( z ) 


S 


k ! 



(- i )々 

Tin 


z 


A +2 是 



T) 2 


( 12 ) 


从公式 (12) 看出： 对于实数值的 A 与 z 


x , 函数 A U ) 取实 数值. 


特别，对于非负的整数值 A 


n ， 得展开式 


Jn ( z ) 




(一1)走 


Z 


n + 2k 


k \ 


n 



k )\\2 


(13) 


这是我们已经遇到过的(例如参看第 70 目与第82 目） •对于负的整数值 A 


一対，和 


式 (12) 中的前面71项都等于0,因为当々=0，1 ，…， n -1时，因 
而公式 (12) 具有形式 

r (r) _ ^ (~D k ( z V n+2k _ ^ (-l) n+v (z 

J - AZ) ' 6ik\{-n^k)\\2) - ^ (…) !v!U 

(我们替代求和的指标々以指标 v = 或者 

j. n (z)=(-m n (z). 


( 14 ) 
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(5) 母函数 对于整数值的 A 


71 


0, ± 1，±2,…，索宁积分 （8) 同函数 


e 


T 


IV 


) 的依 U ) 幂排列的洛朗展幵式的系数公式相一致.因此， 


QO 





]Az) w H . 


(15) 


函数称做人 U ) 的 母函数 .在第70目中我们已会利用它来定义整数阶的圆 
柱函数. 


在( 15) 式中作代换 W = /，我们得下述函数的傅里叶级数的展开式 


e 


/zsin 



JAz)e lf r 


在 (16) 式中分开(对于实数值的 Z 及 0) 实数部分与虚数部分，得 


cos( 2 ：sin 6)— 2 J w (z)cos nd y s\n(zsin d) — 



J tt (z)sin n6, 


n 


n 


或，利用关系式 (14)， 得到实数形式的傅里叶级数 


(16) 


cos( 2 ：sin 6) 


Jo(z) +2 




2n 


(z)cos 2nd ， 


n 


sin(zsin 6)—2 Jin-x (^)sin (2n - 1)6. 


(17) 


特别是，当 0 = f 时，就有 


cos z=J 0 (z) - 2 J 2 (z) +2J 4 (z ) - 


• « 


sin 2 ： 


2J\ (z) ~2jAz) + 


• * # 


(6) 递推关系 从级数展开式 (12) 求得 


d Jx(z) 

di 


z 



(一 1) 


k 


z 


2k-\ 


k = 1 


(^-1)! r(A + ^ + l)l 2 




(一 1) 


k 


z 


+ 2^+1 


( 

z 


fdk \ r(A + 是 +2) 2 


(我们以 6 -1 替代求和的指标 6) ，或最后得 


d Jx{z) 
dz z x 



+ 


1( 之 ) 


Z 


公式 (18) 可写成 


d JAz) 


/a + 1 ( 之 ) 


zdz 


z 


z 


1 


(18) 


的形式，由此 看出: 应用运 算盖吟 ，可归结为改变符号賴 A + 1 替代指标 A . 


逐次应用这个运算，且引入简约的记号 


d 


cl 


d 


_ • _ • • • 

zdz zdz zdz 



d n 

( zdz) n 


我们得到 


d n JaU) = / 1 v , Ja + ,, ( 之 ) 

1 \n A V L) A + w 


( zdz) n z 


( 19 ) 


Z 


同样地，可得 


dz 


z 


A 


Jx(z)) 


z 


2 


(—1) 走 （A + 是） 


z 


2A + 2 走一 1 


Z 


A 


2 


k\ V{X + k + l] 

(-1)^ (z 

k\ r(x + k ){2 


DU 


A+2*-l 


(我们利用了关于 r 函数的递推关系式），或 


dz 


(z x J x (z)) 


z x J x - r ( z ). 


( 20 ) 


d 


以 z 除这方程的两端，我们看 出：应 用运算 ^ 于以 A U )， 可归结于以 A -1 替代指 
标 A . 逐次应用这个运算，得 


d H 


{zd 


z 


n U a JaU)! 


z 


X - n 


Jx-n(z). 


( 21 ) 


公式 (18) 与 (20) 可重写成 


A 


J\(z) = ^Jx(z)-J x + l (z)J\(z)=J x . l (z)-^JAz) 

的形式.从 (22) 中的一个方程减去另一个，便得到一个不含有导数的递推关系式 

J A - 1 (z)+J A + 1 (z) = fj A (z). 

同样，将 (22) 中的那两个方程相加，得第二 个递推关系式 


( 22 ) 


(23) 


还要注意，当 A 


Jx-i(z) 

0时，从 (22) 得到 


Jx + i(z) 






(24) 


J / 0 (z)= -Ji(z). 


(25) 


(7) 阶数等于整数加+的圆柱函数 欧拉已经证明了，这些函数可用初等函数 


表出.实际上，按公式 （11) 且注意到 r 々 



3 

2 


_(2k+2)l 


TC 


# +1 U + l )! 


参看第 89 目公式 


(18))，首先得到 



1 


U ) 


2 


-l) k 4 k 


k\ (2k 


(k + l) \ I z 


+ 2 是 



2)! \ Tk 


2 


2 


TCZ 


2 


(- 1 )^ 


(2k + l)\ 


z 


2k ^ l 


2 . 


TCZ 


sin z y 


(26) 
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1 


(z) 



(~l) k 4 k k\ 


z 


1 


+ 2k 


k 


o k ! (2k )! ^Tn v 2 



2 

是 = 0 


k 


—1) 2k 

(2k)\ z 



2 


7CZ 


COS z 


然后利用关系式 (19) 与 (21) ，求得 



W + T 


z 


(-1) N 



2 z „ + i ^si n^ 


7T 


(zdz ) n z 


J 


T 


u ) 



2 


3T 


Z 




d n 


(zdz) 


cos z 
z 


由此便可看岀 : jT 


± 


1 


u ) 可用初等函数表出. 


在作简单的变换后，这两个公式具有形式 



1 


(Z) 



2 


7VZ 


Sisinf z 


rm 


2 



S 


rm 


2 



Z 


2 



J 


i 


u ) 



2 


7CZ 


SxCOsf 2 ： 



T17C 


2 


— S 2 sin[ 2 ： 





2 


其中 


[f] 





(—1)々（ 72 + 2 是）! 


k = 0 


(2k) \ (n -2k) l (2z) 


2k 



(—1) 是 (n +2k + 1) ! 


S 2 



(2k + 1)! {n — 2k~ 1)! 



z 



([ a ] 表示正数 a 的整数部分，例如 



2 


3). 


(8) 正交性 按定义，圆柱函数 ^ = 满足微分方程 


X 2 y\{x) + xJx (x) + (x 2 ~X 2 )J x (x 




0 



X 




奴 ，其中 a 是常数，且考虑函数 J A (故 ）= 〆 £) .我们有 


J\U) = - 


\dy 


1 d 2 y 


a dt ， 



A 


X 


a 2 dt 


2 


代入 (31) 式，求得函数 y = 人（奴)所满足的微分方程 


y 



/ 


: y 



a 


2 


A 


2 

2 1 ^ 


0 


(27) 


(28) 


(29) 


f 


(30) 


(31) 


(32) 


现在考虑两个函数 h = A ( 奴）与 h 




人（戾），其中 


a 


与0都是常数.按刚才所 


证明的，它们分别满足方程 


y 



/ 


y 



a 


2 


A 


2 


2 ^1 二 0，J 2 + 


+y 冲 


A 


2 

2 )yi 


0 


以力乘第一个方程，以义乘第二个方程，再从第一个减去第二个.如果再引用记号 


u 


y\yi — 3 ^ 3 ^， 则显然： 


y \yi 


: yi ： y "2 ，于是我们得 


/ 


U 


+ 



u 




(^ 2 ~ ot 2 ) yiyi ^ 


在乘以 f 后，左端就等于 g ( w )， 所以对〖自0到 Z 求积分后，得 


Ut 


( P 2 ~a 


yiyitdt 


(为了对于非整数的 A 要积分收敛，我们应当假定 A > - 1. 于是，如果被积函数 


JMJ 入 （陕） t 当 


0时变为无穷大，则无穷大的阶数低于一次）.代替 A 与^以它 


们用1的表达式，便有 


(矿 - a 2 ) 



I 


Jx(at)J x (Pt)tdt 




(33) 


现在假设 a 与 P 是方程 


J x (xl)=0 


(34) 


或方程 






0 


(35) 


的不同的根.于是 (33) 式的右端就等于0,因而得 


I 




0 


(36) 


我们将在第98目中证明，对于实数的 A ，方程 (34) 与 (35) 中每一个都有无穷多 
个实数根.假设^，&，•••，&，…是这些方程之一的根，于是根据公式 (36) 可以 断定: 

函数人（《 1 £)，义（〜〖），."，/ ；1 ((^)，".构成一个在区间（0，/)上带权（的正交组' 


这个事实指岀了圆柱函数 J A UO (满足微分方程/ 




y 


/ 



a 


2 


A 




0 


的)与三角函数 sin 於， cos 故（满足微分方程/+^ 3 ； = 0的)之间的类似.事实上， 
三角函数 sin kat , cos kat 也构成在某一区间上的正交组.以后我们将不止一次指出 


这种类似. 


(9) 按圆柱函数来展开的级数 


设 q , a 2 ，•••，&，…是方程 (34) 或 (35) 的正根， 


且/(0是在区间 (0， Z ) 上逐段光滑的函数.假定在这区间上 / U ) 可表为一致收敛的 
级数 


fit ) 


2 


(37) 


k=l 


由于按照在 (8) 中所证明了的，函数构成一个在区间 （ o ,0 上带权£的正交 
组， 故级数 (37) 的系数可按第91目的一般公式 (7) 来 确定： 


* 对于非整数的 A , 我们假定 A >_1. 
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(38) 


其中 




J\(a k t)tdt. 


我们来计算最后这个积分.为此，将利用公式(33)，我们假定在 (33) 中，％ 是方程 

(34) 或 (35) 的一个根，而/?连续地趋近于这个根.在方程 (34) 的场合下，公式 (33) 具 
有形式 



J x (oc k t 、 J k i^t、tch 


a k U’Aa k l)J x (pi) 

f — a 2 k 


由此可看 岀：当 时，右端重新有不定形式 &. 按洛必达法则来揭开这不定式，求 


得 



j\{a k t)tclt 


lim 

^ a k 


a k U\{a k L)J x {^L) l 2 


p 2 ~ a 


2 


ri ( a k D 


根据公式 (22) 的第一个式子，在其中令：二《山得 JW ) 二 - 
这个式子可重写成 


(%/)，因而上面 


d 


2 



+1 


(〜 /) 


(39) 


的形状.类似地，在方程 ( 35 ) 的场合下，就有 

p ] x { a k l ) J \{ pL ) 


d 


lim 

^ a k 


L 






JAa k l)r\(a k l) 


但从微分方程 （31)， 在其中令 


X 


«“，并且利用公式（35)，可求得 /" A (qO 


一(卜 


A 

all 


2 


) j A ( a ,/), 因此最后这个式子可再写成 



2 


I 2 - 


A 




(a k l) 


(40) 


的形状.级数 (37) 的系数可按公式 (38) 来求得，这级数是一个广义的傅里叶级数.它 
也称为 傅里叶-贝塞尔级数 .可以证明 :对于 在区间 (( U ) 上逐段平滑的任一函数，它 

收敛于 | [/(/ -0) +/(， + 0)]. 

96. 其他圆柱函数 （1) 汉克尔函数 重新考虑具有指标 A 的圆柱函数的微分 

方程 

z 2 xv' + zw' + (z 2 — X 2 )w = 0 ( 1 ) 

U 是自变量， w 是所求的函数, A 是参数，所有的数值在这里都假定是复数）.我们试 
图利用积分变换的方法，来求方程 (1) 的解(见第88目），即是，我们将寻求如下列形 
式的解 


w 



c 


K(z^)W(Od^, 


⑵ 


其中 W 是新的想找的函数，函数 K(z, 0与积分路线 C 依照下面所说的取法来选 
取.将 (2) 式代入方程(1)，我们有(假定交换求导数与求积分的顺序是合法 的）： 


^ + z |k + u2 _ a2)k 

c 3z oz 


W (^) d ^ = 0. 


现在设 K 满足微分方程 


3 2 K 





dz 


OZ 


d 2 K 

W 



0, 


⑶ 


于是前述的关系式具有 形式: 


c 


|^ + a 2 k W(^)d^=0. 


d 2 K 


将第 一项# ⑴用分部积分法求积分两次，我们顏^ 


^ \ W // + X 2 W \ Kd ^+ KW f 

的形式，其中 a 与6表示曲线 C 的端点.由此看岀 : 如果令 

r~tTJ t-# JlTt / V ft 知 Alt /rdfcf -A-* A l l 辜 1-^ -rfc? 、 1 1 — « ty-t ^ 'T >1 - 


0 


且选取积分路径使在它的端点处表达式 w # - K 矿为0,则积分 (2) 就给出方程 


(1) 的解.容易 验证: 如果令 K 


e 


izsin 


，则方程 (3) 便被 


满足.取图199中的(^与0 2 来作为积分路径，由于在 


虚轴上 sin ( = 

sin - sin ir ] 


sin irj 


ir / = fsh 7,而在直线 ± 7 r + ~ 上， 
sh 故在(^与（： 2 的铅直部分上， 


71 


n 


0 


0 


K 


e 


xsh 7J 


e 


xsh 7) 


当 7>0, 
当 7< o . 


c , 


C 2 


由此可看出 ：如果 我们设 


X 


Re 


2： 


>0,则当 





⑻ 


( b ) 


时， | K | 以与相同的速度趋于0;当7 


| K | 以与 el 


V 


相同的速度趋于 0. 而这时 W 


时， 

SK 


图199 


e 


±iAC 


匕 cos ? • K 与 KW f 


± ae ± iX ^ K 9 ^ ? 接近于路线 Q 与 C 2 的端点时，都趋于0，因为,1<：趋于0，使在1<：前 
面的因子的可能增大都抵消了. 

这样一来，我们便得出了在右半平面 Re z >0 上的微分方程 (1) 的解： 


H " U ) = i\ c . e 


iz sin f — rA 




H { P(z) 


7 t 



e 


r z sin 卜！ A 


喊， 



2 


(4) 
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它们称做第 三类圆柱函数 ，或 汉克尔 函数' 

(2) 第一类与第三类圆柱函数间的关系 如果将 (4) 的两个积分相加，则沿虚半 
轴的积分彼此抵消，再回忆起施拉夫利积分(参看前一目的公式 (10)) ，便得 




K 


e 


iz sin ^ - iX 


n 


^ = 2 J X ( 


z 


( il 是图 198 中的周线）.这样一来，对于所有复数值的 A ，在右半平面 Re Z >0上，贝 
塞尔圆柱函数 


Jx(z) 





H [ 2) ( 


z 


2 


⑸ 


为了要求得汉克尔函数用贝塞尔函数来表达的公式，首先来求阶数只相差一个 
符号的汉克尔函数间的关系.我们有，例如， 


H U) x (z) 





c i 


e iz ^ K+iXK d^ y 


再引入新的积分变量 CO = - (+ 7 T ， 从而路线变为重合于 Q 而沿相反的方向行进 
的路线 C 「 ，我们得出 




e 


ihr 


K 


e 


iz sin co— iXd} 



e 


iht 


C 




类似地，引入 o ； = - ( - ; r ，便得岀关于 M 2) U ) 的公式.因此， 




e 


^H[ l) {z) 


e 


一 iXn 


H[ 2 ) (z) 


( 6 ) 


现在，如果除了关系式⑸之外，再考虑公式 





-x(z) 


( 2 ) 
A 


Z 


2 



(我们利用了公式 (6))， 则从这两个公式便可求得汉克尔函数用贝塞尔函数来表达的 
公式 


H^iz) 


e~ iht J x {z)~J. x {z) 

sin Xn 


， M 2 ) u) 


sin Att 


⑺ 


严格地说，只有对于异于整数的 A 值方能得到公式(7)，可是，在整数的 A 值的 


场合下，如果在其右端按洛必达法则来确定形如&的不定式，则公式 (7) 依然保持有 

效.于是我们可以断定说 :公式 (7) 给出了 HfU ) 与 H ! 2) U ) 的到复变量2的整个 
平面上的解析延拓.如同贝塞尔函数 J A U ) —样，一般地说，(幻是一个具有支 

点2： =0的多值函数. 

从公式(7)，可得到汉克尔函数间的一些关系式，它们类似于贝塞尔函数间的关 


^第二类圆柱函数将于后面引入.函数 H 


i U2) 


U ) 于1902年由尼尔森引入，他将它们取名为汉克尔函数来 
对汉克尔表示敬意，在汉克尔的工作中 （069 年)建立了导致这些函数的研究的基础.积分表示式 (4) 由佐梅尔 


费尔特 ( A . 3 oMMep $ ejn > zi ; OM , 1896) 得出 . 


系式.例如，利用前 




目的递推公式 (23) ，得出递推公式 


2 A 


2/ 


⑻ 


(这里 ，风 可以指 〕 也可以指 h ; 2) ) .利用前 




目的公式 (24) 及(25)，得出 


Hf(z) 

7 


2 


7TZ 


e 




2 




7TZ 


e 


⑼ 


以前我们曾指岀过贝塞尔圆柱函数与三角函数之间的类似，公式 (5) 及 (9) 指明 


了函数 H A U ) 同 e 

(3) 韦伯函数 


± f ； 


z 之间的类似。 

公式 (5) 表明： 函数人由函数构成，如同余弦函数由函数 


e 


±i ： 


构成一样.我们也来考虑由风照正弦函数一样来构成的函数 


IU ) 


⑴/_尺⑵ 




z 



( 10 ) 


这些函数称做第 二类圆柱函数 ，或韦 伯函数 ，它们也称做诺伊 曼函数 那时用 N 八 z ) 
表示' 

由于对于实值的％与 A ，函数 U ) 是实的，故从公式⑺推知 :对于 实值的 z 及 A ，有 


rr(l) / _ 入 一 rr(2) / _、 






于是从 (10) 可看岀 :对于 实值的 z 与 A ，韦伯函数取实数值. 

利用公式(7)，从公式 (10) 我们得出了韦伯函数通过贝塞尔函数来表达的公式 


Y x (z) 


COS XnJ x ( z ) - J ]( z ) 


sin Xn 


(id 


0 


公式 (11) 对于非整数的 A 成立.当 A 趋于整数 n 时，我们得到不定式^•.按洛必达法 


则定出这不定式的值，对于整数的 A 


n 我们得到 






dx 


COS /17 T 一 7 rsin Xtc] x (z) 


7TCOS Xk 


3J- X (z) 


dx 


—1 「从 U ) / 

7T L dx ( ^ dl ^ J a=n 

对于韦伯函数，下列的递推公式仍然 成立： 


( 12 ) 


(13) 


为了对它们进行验证，只需将 IU ) 的用 h a U ) 来表达的式子(公式 (10)) 代入，并 


函数 Y A ( z ) 由韦伯在1873年引入.在1867年诺伊曼引入了同 Y A ( z ) 略有不同的 函数; 即是，它们等于 


~Y^(z) + (In 2- C)Jx(z). 


其中 C 是欧拉常数. 
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利用关系式 (8) 便够了. 


如果韦伯函数的阶数等于整数加+，则它们也可用初等函数来表岀，因为从公式 


(11) 推 知：当 A 


±卜+音时， 


Ah / 


二 （-1)7"4(之）. 


(14) 


我们来求岀整数阶的韦伯函数的表示成幂级数的表达式.为此，可利用公式 (12) 


及级数展开式 


Jx ( z ) 


Z 

2 


2 


(-D 

k ! 


z 

2 


2k 


r(A + 左 + i ) 


(15) 


我们首先从 r 函数的理论中得岀一些辅助公式.在第89目中关于 r 函数的对数导 


数的公式 (9) 中，令％ 


n 


一 1 (w 


1，2,3, 


春 # 


) ，得 




n 





- c - 


71 


― 1 ) 


n 



2 


n + 2 


3 


_ C + 1 + T + …+ 7^1 


(16) 


(其余的项彼此消去了）.由此对于 ? 

d 1 I _ r(n) 


1，2,3,…我们有 


d 1 

diTU) 

(我们已代换了 ru ) 


1^( 


n 


n 




c - 1 - 音- 


• • 


n 




U - l )!). 在点 r 


n 


n 


o ， i ，2, …)处， r 函数具有一阶 


极点，其留数是 （-1)" 


n 


(参看第89目），因此在点 


n 的邻域内有下述展开式 


成立 


TW 




( _ l)”n! + w)|l + Ci(? + n) + 


m m 


► 


由此可以看 出：当 /l 




0，1，2, 


■❿ _ 


时， 


d ( 1 

cit \ r ( ? ) 

现在，将 (15) 式对 A 来求导数，得到 


{ — V) n n \. 




clX 


z 


In -jJxiz) 



z 

2 


2 


- 1 ) 


k\ 


z 

2 


2k 


d 1 

diTU) 


A + 々 + 1 


与 


Kz ) 


clX 


- In 


z 

2 



-A 


⑴ -( 


Z 

2 


2 


(-D 

k \ 


z 

2 


2k 


d 1 

diV{i) 


一 A + 灸十 


d 


由此，根据公式 (12) 及已经算出的的值，对于正整数的 A 


〜我们得到 




香人 u)( 


1 十 c )- 合 S 


^ {n-k-l)\l z\ 2k - n 


k = 1 


k\ 


2 


2 


l ) 


z 


2k + n 




(n + k )\\ 2 


1 + 音 + ••• + 


^ + 1+ 2 + - + T (17) 


而当 


n 




0 时， 


y 0 U ) 


ho ( z ) 

K 


2 


中十 詰譆 (a 


1 十 … + T . ⑽ 


我们看 出:那 时整数指标的贝塞尔函数是整函数，而在 叉 U ) 的展开式中，则除 


了 z 的乘幂之外还有 In 2 ： . 

(4) 圆柱函数的微分方程的通解 

H ! 2) U ) 都是方程 


按照汉克尔函数的构造法 ， H 


⑴ 

A 


( 之）与 


Z 1 W” 



/ + ( 2 : 2- A 2 



W 


0 


( 1 ) 


的解.在下 




目中我们将看出:这两个解是线性无关的，因此按线性微分方程的众所 


周知的性质，方程 ( 1 ) 的通解可表为形式 


W 






( 2 ) 


(19) 


其中(^与（： 2 是任意常数. 


由于函数/；^)与 y a U ) 可通过与 hPu ) 线性表出，且具有异于0的 


行列式 



2 


2 



T 


27 


2 


((参看公式 (5) 及(10))，故函数 J A U ) 与 y a U ) 也是方程 (1) 的线性无关的解.因此， 
对于任何 A ，这方程的通解也可表为形式 


W 


CJ x (z) + C 2 Y x (z), 


( 20 ) 


其中 Q 与 C 2 是任意常数.此外，由于 U ) 与 U ) 可通 过人与 J _ A 线性地表 
出，且具有异于0的行列式 


e 


iXit 


sin Xk 


sin Xn 



e 


ihv 


sin Xtc 9 


sin Xk 


sin Xn 


而且这行列式对于任何非整数的 A 都是有限的，故对于非整数的 A ， 方輕 (1) 的通解 
也可表为形式 

w = CJ x ( z ) + C 2 J . x ( z ). (21) 

当 A 二 n 为整数时，函数与变为线性相关，= ( - 1)7„ U ) ，因而通解应 


当 A 二 n 为整数时，函 数人与 J „变为线性 I 
该取 (19) 或 (20) 的形状，而不取 (21) 的形状. 


* 貯第一项(卜 0) ，在大括弧内的式子等于1十…4 
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(5) 虚变元的圆柱函数 在某些应用中 ，会 遇到纯虚变元^二 k 的圆柱函数.从 
前一目的公式 (28) 推知 ：函数 y = J A ( k ) 满足微分方程 



从 AU ) 的级数展开式求得 





k -A -2k 


k 


r(A 


k 


M 



X 


A + 2 灸 


1 ) 2 


_ \ / \ A + 2 灸 

=；^V _i_f 丄、 

u k \ r(A + 々 + i)U j • 

由此看岀 :如果 我们要得到当 A 与 X 为实数时取实数值的函数，应当乘人 （&) 以常 
数因子 = 这样的乘积用下面的记号来 表示： 

^ 00 a / xA + 2/fe 

= 6 2 Jx(ix)^ g IOXXTXTI)(f) . ( 23 ) 

函数 k A U ) 也是方程 (22) 的解，而且如果 A 不等于整数，则与 J _ A ( x ) 线性无 
关•如果 A = rz 是整数，则从 (23) 及关系式 J _„ U ) 二（- 1)7,, U ) 可 得岀: 

= (24) 

这时要得到方程 (23) 与 L 线性无关的第二个解，应当利用得自其他的圆柱函数的那 

些函数.它们之中，最通用的是从虚变元的第一汉克尔函数乘以某一常数因子而得到 
的函数(麦克唐纳，1899年） 


K X U ) = 



(25) 


这种函数在应用上的重要性决定于 •.它 是方程 (22) 的取正值的解，且当时按指 
数法则趋于 0( 参看下一目的公式（17)>.利用汉克尔函数用贝塞尔函数来表达的公 
式(7)，对于非整数的 A 得到 


K x (x) — 


e 


7T 


Xjci / \ hti 

iJ A ( h:)-e 了 J — 


A 


IX 


2 sin A^r 



或按公式 (23) 引入函数八心) 


K x {x) 


_ 7T /-a (x) - J A (x) 

2 sin Xn 


在此，取 A 趋于整数〃时的极限，且揭开不定式的值，得到 

K ^ hU )\ 

wV y 2 I d \ dx ( A 


(26) 

(27) 


由此可得出 K „ U ) 的级数展开式，如同我们对于韦伯函数所作的一样.例如，当 w = 


0时有 

K 0 ( x )=~ I 0 ( x)lnf + j - 2 广⑽十 1 )， (28) 


目的公式 (25) 及 (6)， 对于任何的 A ，我们得 


其中0是 r 函数的对数导数.根据这一目的公式 (25) 及 (6) ，对于任何序 
出 

K x (x) = K- X (x). 

容易验证 :函数 Z A ( z ) 与 K A U ) 满足形状稍加改变的递推关系式 

9 5 


K ^( z )~ K x 


U ) 


2 A 


z 


K x (z), 


K x . 1 (z) + K x+l (z)=~2K\(z). 


特别如， 





I l (z),K / 0 (z)=~K l (z) 


(29) 


(30) 


(31) 


当 A 等于整数加 f 时，这 些函数 可用初等函数来表岀.例如 


tU ) 


2 


I 


7TZ 


sh Z, 


ljU ) 二 


2 


7TZ 


ch z; 


Ki(z) = K^i(z) 


K 


2z 


e 


在某些问题上，还会遇到变元％二 
部分与虚数部分，常引进专门的记号 


3 • 


(32) 


I 


e ^ m x 的圆柱函数.对于这些函数的实数 


JA 


x 


s/ — i ) = ^ # h (x^li ) ~ ber A x + ibei x x , 


Airi 


e 





h a ( 


X 


K 久 (x^Ii ) = ker 

V r：r 7) = her A j ： 


a 工 




i kei A x ， 


i hei k x . 


(33) 


当 A 


0 时，通常略去指标，例如 


Jo (sc \/ — f ) = Iq (x4i ) ~ ber x + i bei x 


(34) 


97. 圆柱函数的渐近表达式 


渐近表达式将有不同的形式，它依赖于我们是否 


假设阶 A 是甚大的，或假设变元: r 是甚大的，或假设二者都是甚大的（我们已设定 
A 都是实数).与此相应，我们分三种情形来讨论： 




(1) 对于甚大的阶的渐近表达式 
目中的积分形式 (4) 


首先考虑第一汉克尔函数，我们把它写成前 




(1) 


(x) = — e 

7 T J C , 


ix sin f ~ iX 


味， 


(l) 


其中 Q 是图 199 中的路径.我们设 A > i ，且把小于 1 的数 f 表为^ 


X 


忐.公式⑴ 


具有形式 


吧⑴ =+ j c 


e x ⑷-幻以 


7 t J C 



e 


A /( r ) 




( 2 ) 
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其中 


/U) 


• vSin 



ch a 


^二 


sh a . 

cOvS .v -j ——+ a 

ch a 



sin .v 


ch a 
ch a 


⑶ 


(令 （=.v + &) .为了要得到渐近公式，我们利用第 77 目的越过法.鞍点可由方程 


/ Uo ) 


.I cos go 
ch a 


-1 


0 


求岀.由此 cos =ch 0 ：，因而 



士 



⑷ 


通过这些点的最倾斜的曲线由方程 


Irn /(r) 


ch 


a 


sin .v 


ch a 


s 


0 


(5) 


来确定(实际上，在鞍点处 


s 


0，CT 


土 a )， 由此有 


ch 


a 


ch a — 


s 


sin s 


ia 


这曲线的形状如图 200 中的虚线所表示出的，是由虚轴与渐近地趋近于直线 
的两条弧线所组成的.从这曲线的弧中，可组成积分路线 
使沿着它的积分 (1) 同沿着路径 Q 的有相同的值.我用 

G 来代表这路径，且在图200中用粗的虚线标岀.这路径 

由沿着虚轴的射线 （ M ，-心)与最快速倾斜曲线的下面那 
弧线的右半部分组成' _ 

由于按方程(5)，在曲线己上有 Im / U ) 二0,故在这^ 

曲线上有 




土 ； T 


/(?) 


COS s 


sh a 
ch a 



a 


在轴上，函数 f { ia ) 


a 


sh a 
ch a 


在点 a = a 处达到极大值 









71 S 


Ci 


a 


th a ，在点 a 


a 处达到极小值 th a - 〆 这可由考虑 



导数学 


da 


ch a 
ch a 



i 而直接推知）. 


图 200 


容易看岀，在点 ？ Q = d 的极大值——函数 /( ?) 在曲线 C , 上的唯一极大值，因 


为 /( Co ) = a - th a ,/( r 0 ) = tha 和最快速倾斜曲线在越过点的倾斜角 0 


7T 

2 


，所 


以按照第77目公式 (18) 我们得到 


* 要证明（^同匕给出积分 （1) 同一数值，只需 注意: 在有界区域内，以及在半带形 ； r - e < e <7 r ， a < 

内，其中 e 可以任意小而 M 可以任意大(这区域在图200中用虚线标出），通过变形，便可把 C〆 变换成 G ，而 
且，沿着(^与匕在这半带形内的部分的积分，可以任意怎样小. 
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H 


( 1 ) 

A 





X(a ^ th a) 




2 tc 

th ~ 



T 



VA 



2 


7 rAth a 



A (cr — th a ) 


在这里作代换 th 




1- 


ch 2 



A 


VA 



f ，其中 ^ 


VA 


2 



和 



arthf ，最终我们得到所要求 的阶数 A 甚大时的第一汉克尔函数的渐近表达式 

A • 





2 - 


+ 


7Zfl 



Aarth^ 


⑹ 


(这里应当认为 



<A). 


完全类似地，阶数甚大时的第二汉克尔函数的渐近表达式可求得为 





2 


7CJU 




⑺ 


借助于前一目的公式(5)，从估值 (6) 与 (7) 我们可求得甚大阶的贝塞尔函数的渐近表 
达式 


JA 



2 



〜0 


⑻ 


如若进行完全类似的计算，不考虑积分 (2) 而考虑施拉夫利积分 


JA 



2n 



ixm\ % — 


^ 二 





2 tc 



a / u ) 


dK 





(第 95 目的公式 (10) ，函数 /(?) 具有同前面一样的表达式），且替代图198中的周线 


II 以图201中的周线5——曲面 r = Re /(?) 的最大倾斜 
曲线的部分，则替代 (8) 我们得 到另一个对于甚大的 A 的 
渐近表达式 


io 





2 
KfJL 


/-Aarthf 


⑼ 


这些计算中的细节我们将不加叙述. 


按前一目的公式(10)，根据 (6) 与 (7) 我们还可求得关 


于阶数甚大时的韦伯函数的渐近表达式 


1( 





2 i 





2 - 


+ 


KfJL 



Aarth ^. ( 10 ) 




in 


—ai 


S 


(2) 对于变元甚大值的渐近表达式 我们将设 



>A, 


图201 


且把小于1 的数^ ■表为& = cos 


0< a < f 丨.第一汉克尔函数可写为 








X 



(i an C— 











双 （ C ) 


dK 


(ID 



的形式，其中 


g •⑴二 isin < cos 
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完全类似地，可 得第二汉克尔 函数的 渐近表达式 



(13) 

(14) 


如果再设于是 v 二7/-义 2 ^^4 =紅以11上义寻，则公式(13)与（14)可简化 

x L 

为： 


戌 1)( X ) 义 ， M 2) (尤) • (15) 

从公式 (15) 可推知在前一目中提到过而未加证明的论断 :对于 任何一个实值 A 来 
说，汉克尔函数 U ) 与 M 2) U ) 是线性无关的. 

从公式 (15) 根据前一目的公式 (5) 与(10)，我们得 岀对于数值:的第一类及 
第二类圆柱函数的渐近表达式 



很值得注意的 是:对 于参数值 A = ±|，这两个渐近表达式都是精确的等式.（对于整 


h ，第一个公式在前面第77目中曾得到过). 

用完全类似的方法，可得 到对于数值: r 》 A 的虚变元的圆柱函数的渐近表达式 


_ Atti 1 






我们将不讲它们的推演. 

(3) 对于甚大的 x 与 A 的渐近表达式 如果设*2：=^，并且令 

g(?) = isin ^ - ff, 

则 


(17) 


( 18 ) 


H 


( 1 ) 

A 





x( tsin 





e^ (0 d^ 


(19) 


和我们将仅有一个鞍点，在坐标原点匕=0处.最大坡度曲线 

Im g ( ^) = sin 5ch cr - 5 = 0 (20) 

由通过坐标原点的三支组成 :虚轴 s =0 及两条渐近地接近于直线 s = ±; r 的弧（图 
203) .从这条曲线的分支中我们构作路线(用粗的虚线表示在图203上），对于积 


分(19)，沿匕给出同沿(^一样的值，我们应用越过法于这路线.我们作同在前一情 
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况下完全相同的讨论，只有一点不同，此时在鞍点处不仅 〆 =/(cos 1) 为0, 
而且 /( ?)= - /sin ^也为0,并且只有 〆 〃(()）二 - /异于0,因此第77目的公式 
(18) 不可应用，初等分析证明，虽然如此，但是点 G 二 0是函数 gU ) 在匕上 的极大 

值点，并且是唯一的.依照越过法的思想，为了得到渐近表达式我们可以作代换 gU ) 

并用鞍点的小邻域代换曲线己，或者带有同一精度 



其中读 示正的虚半轴，而證一段的切线 (见图雖这 繊的鳩。二音 (这 


不难从 (20) 式左边部分的泰勒展开式得岀），并且在切 

线上 f = (.v + ia ) 3 = ia (3 s 2 ~ a 2 ) = 8 ia 3 , - e ~^ 

Vds 2 + dcy 2 = - 符号说明我们这里有如 <0). 

因此在 I 段上令？=七，我们得 


H 


(|) 

A 



r0 




3 


e — 铲 ch 


• TV 

2 e ~^ 




4 3 

e^ xa 


da 




0 





r^/ 

Cl 




JO 

于是最终得出 


炎 1 




图 203 


H 


(l) 

A 


X 


)〜 — 


3 k 


r 


3 



6 ( i-e — 气）. 

X 


B . A . 福克院士对于 


VA 2 

的情形，或者，完全一样，对于有限值 


2 


了， A》1 


x 




A 


2 


X 


2 


-1 


的情形，给出了另一渐近公式.这公式具有形式 


( 21 ) 


H 


( 1 ) 

A 


X 


)〜一 


X 


1 


V^r V 2 


w(0 ， 


其中 


/» 


w 


⑴ 



K 




( 22 ) 


(23) 


且 L 是沿射线 arg 卜自 C =°° 到卜0与沿正半轴 arg ? = 0自 t 二0到卜 
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oo 行进的路线.这函数被研究过并且为它造岀了表.我们将不讲福克公式的推导(参 
看 B . A . 福克[10]，页55— 60). 

98. 圆柱函数的图像.零点的分布 在此，我们将引入在实用上最通用的那些圆 
柱函数对于变元的正值的图像.在图204与图205中，实曲线用来表示 函数九 “）与 

LU ) 的图像.对于变元的很小的值，这些图像的性征可由人“）与 Y q ( i ) 的级数 
表示来说明.对于大的$值，可利用前一目的渐近表达式(16)，从 (16) 推出 



图205 


在这两个图中，虚曲线表示一阶的贝塞尔函数 Kx ) 与韦伯函数 Yjx ) 的图 
像.它们可根据关系式 Ji ( x ) = ~ J ' oix ) 9 Y { ( x ) = - Jo (: c ) 与 Y 0 ( x ) 的 

图像利用图解微分法而得到. 
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在图206与图207中，还举岀了常被应用于物理学的虚变元的圆柱函数 

I 0 (x)=J 0 (ix)^ yl — 〆 ， 

V 2 tvx 

的图像，在图206中还用虚线表示岀了 二1，2,3,4的图像. 



图206 


1 0.271 



图207 


函数人 U ) 与 IU ) 有波动的性征，它们具有近于常数的频率以及同+—样 

V X 

减小着的振幅.同时，函数八 （ I ) 当接近于坐标原点时趋于-〜. 

相反，函数以: T ) 与 KoU ) 没有波动的性征 :它们 之中的第一个自数值1到 00 
单调地增大，大致具有指数函数的速率，而第二个则自+ oo 减小到 0. 

在图208中作岀了函数九 U ) 的“地形面”，其上画出了模的(间隔为 0.2) 与辐角 

的(间隔为 30°) 等值线，沿实轴的截线给出了丨/。（^)|的图像.图209中表明了 

的一个分支的“地形面”，这分支沿着负实轴遭遇间断点且当+ oo 时趋于 

0.在图中画出了模的(间隔为 0.2) 与辐角的（间隔为 15°) 等值线.在图210中显示了 
1 U ) 对于两个实变量 x 及 A 的依赖性.在曲面上的曲线是九（: c )， J 2 ( x )，一， 

J 10 U ) 与人⑵，^⑷，…，人 (20) 的图像. 

在实用上，圆柱函数的零点具有很大的价值.我们来考虑贝塞尔函数的零点分布 
的问题.设 A 是实数 ， A > - 1.在第95目中我们在证明这些函数的正交性时曾引出 
了公式(33)，由这个公式，对于函数 J A U ) 的任何两个零点 z = « 与 z = 仏引出关系 

式 

( 〆 _?) \ l J x ( at ) J x ( l 3 t ) tdt =0. (3) 

Jo 
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中，所有的系数都是实的，故显然有 


Jx(z)=Jx(z). 


⑸ 


特别是，由此可以 推知: 如果^是方程人 U) 二0的复数根，则乏也将是这方程的根. 


在公式 （3) 中令 a 二 
I 人 U)| 2 , 因而我们有 


z , P 


乏，且利用公式（5)，依照这 


公式 Jx ( z )- JAz ) 


Z 


2 -z 2 ) 



\Jx(tz) V tdt 


0 


但由于这里的积分不可能为0,故# - ^ 




0,由此或者 


2： 


Z 或者^ 


1因此，对 


于实值的 A > - 1， 函数人 U) 只可能有实的或纯虚的零点. 

从前一目中所得到的关于 A>0 时的渐近公式 


JA 


X 



丄⑺心- A 吾 

7CX \ I 


7V 


4 r 


( 6 ) 


可以推知:人 U) 具有无穷多个正值的零点 (实际上 ，人 U) 是连续的，而且从 (6) 中可 
推知，它改变符号无穷多次).但从展开式 (4) 直接推得的公式 


Jx( ~ 


Z 




产人 U )， 


⑺ 


可以看岀 :/ A U) 的 零点对于坐标原点对称地分布着的.因此 ，人 U) 也有无穷多个负 

值的零点. 


从 (6) 可推得关于 (X) 的零点的近似公式 


a 




⑻ 


I々I愈大时愈精确.作为例子，我们举出函数 Jo ( I ) 的最小的正值的零点 



n 



■■ 



2.404 8 

5.520 1 

8.653 7 

11.741 5 

14.930 9 

18.071 1 

21.212 6 


注意，当々 




6时，近似公式 (8) 给岀值 



( 0 ) 


21.206 (具有精确度 0.01). 


为了要研究关于人（2)的纯虚根的问题，我们在公式 (4) 中令 z 


•rf， 得到 


Jx ( z ) 


I 

Z 


2 1 


2 

裊= 0 


x 

2 


2k 


k\ nx + k 



I ) 


⑼ 


设 A 是任意实数，由于 A +々 



1除了有限个数以外的所有的 A 都具有正值，故级数 


⑼的所有系数，除了有限多个之外，都是正的.此外，对于很大的 UI ， 公式⑼的右 


端的符号由高次幂的符号来确定，故我们可 推断: 对于充分大的 UI ， 


JAz) 


I 

Z 


>0,就是 


说,夂（2)关0.但在虚轴的有限线段上，整函数 


Jx ( z ) 


Z 


只可能有有限个零点，因此对于 


任何一个实值 A ，函数 Z) 只可能有有限个纯虚数的零点.特别，当 A > - 1时，级 
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数 (9) 的所有系数都是正的，因此，当 A > - 1时，函数 / A U ) 完全没有纯虚数的零点. 

我们来阐明贝塞尔函数的零点分布的某些特性.为此，首先我们记 

= ( 10 ) 

X 

并且注意到 : 这函数满足微分方程 

xy f/ + (2 A + l)y + w = 0， (11) 

这可由在圆柱函数的微分方程中作代换 / A = x A ： y 而得到. 

假设 a 是导数/的任意一个正的零点，于是方程 （11) 在 x = a 时采用 / U ) + 
〆 《)=()的形状.但 3/ U ) 不可能等于0,因为那时从条件 〆 幻二 o ， yu )= o , 按微 
分方程 ( ii ) 的始值问题的解的唯一性定理*也就有 3^)=0 .所以 yU ) 与 / U ) 具 
有不同的符号. 

现在假定 a 与是 y (* r ) 的两个邻接的正值零点，则在区间 UW ) 内 
y ( x ) 关0.按照周知的罗尔定理，/( I )在区间 u ，#) 上至少有一个零点 ，精确 地说， 
有奇数个这种零点.由此 推知: /( a ) 与/(/?)，因而 〆 a ) 与 y ( i 3)， 具有相异的符号， 
就是说，在区间 U #) 上至少有 〆 x ) 的一个零点.但是在区间（《，的上 〆 * r ) 不可能 
有多于一个的零点，因为如果如此，在这区间内将至少有 y { x ) 的一个零点，而这是 
同我们所采用的条件相矛盾的.因此，可以推断 7( x ) 与 y ( i ) 的正根是互相间隔着 
的.对于负值的零点也是这样. 

再注 意:第 95目的递推关系式 (18) 可写成 



的形式.因此， yu ) 的零点同 j A +1 u ) 的零点相一致.在另一方面，从 （10) 式看出， 
〆I ) 的零 点同人 u ) 的零点相一致.这样一来，前面所得到的论断便可叙述为 :阶数 

相差 1 的两个贝塞尔函数的零点彼此相间隔 .我们又发现了贝塞尔函数与三角函数 


间的相同之处 .. cos (: T + A f ) 与 cos [: T + ( A + ] 的零点显然也是互相间隔 着的. 

99.例.应用 （1) 贝 塞尔函数的加法定理对于任何整数72与复数 A 及^，都有 


]n( z \ + 2：2 ) ~ 




J 々（之1 A (之2 ) • 


证明可由关于指数函数的加法定 理与入 的利用母函数的定义而推得.我们有 


g ] n {z,+z 1 )w n =e ± ^ 1< < w -^) 

现在展开这些函数^级数 





* 点 :c = a 是方程 (11) 的正则点. 
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且将展开式相乘，按 m 的幂将乘积排列起来.就有 


2 + z 2 )w n 






2 Jk( Z \ )Jn~k(z 2 ) 

k = -oo 


w 


n 


因此，由于展开为洛朗级数的唯一性，对于任何的 W =0，±1，±2, …，我们得到公式 (1) 

(2) 可用圆柱函数来解的微分方程方程 


X 1 y 



axy + ( 6 + cx a )^ = 0 


⑵ 


给出可用圆柱函数来解的二阶线性微分方程的重要的一类例子，这里 a ， b，c 与《是某一些常数, 


并且(：与《都异于 0' 


实际上，在方程 (2) 中，我们令 


x = kf y y - t v u 


⑶ 


其中 




和务是某些常数，便变换到新的自变数£与新的所求函数^作代换 


y 


/ 


办_ 

dt dx 
dt 


y 


= ^L. 


dt dx ， 

dt 


且利用(关系式 (3)) 来计算在这些公式的右端的导数.将这些表达式代入方程 (2) 中.在简化后得 
到如下形式的方程 

t 1 u + [2 v + (a — l )/^ + l]iM + [ cjjl 2 k a + (a — 1) juu + bfx 2 + v 2 ] w = 0, 

其中/与，表示对于 t 的导数.如果选取常数^ v 及 々使得 


2 v + (a — 1) fx = 0, a " = 2 ， c〆 k a = 1 ， 

(如果 a 与 c 异于 o , 这总是可能的），则方程 (4) 便具有形式 


⑷ 


t 2 tu + (^ 2 — X 2 )u = 0 y 


⑸ 


其中 


A 


2 _ 


[(a — \ )fjiv + bjj 2 + v 2 ] = v 2 — bfjL 2 . 


⑹ 


就是说，将同具有指标 A 的圆柱函数的微分方程一致. 


(3) 含有贝塞尔函数的积分 应用第80目的相似定理于第82目中关于圆柱函数的像的公式 


(7)，求得 


JAbt ) 辛 


b n 


V p 2 + b 2 (V p 2 + b 2 + p) n 


⑺ 


按照关于拉普拉斯变换的公式(为对称起见，在其中以 a 代 p )， 就有 


0 


e^^JnibOdt = 


b n 


V a 2 + b 1 (V a 2 + b 2 + a) n 


⑻ 


特别，当 n = 0 时得积分(利普希茨) 


0 


e ~ at Jo ( bt)dt 


1 


V a 2 + b 2 


(Si 


它在 Rea >0 时收敛. 

在 (80 中以 af 替代 a ， 得 


* 如若 c 或<1 等于0,则方程 (2) 可用初等函数来解. 




e^ ak Jo(bt)dt 


b 2 — a 


，当 I a 1 <I 6 I ， 




a — b 


，当丨 a 丨>丨 6 I 


(可以 査出: 


在此表示当 a 与6都是实值时取正值的那一分支).当 a 与 b 为实数时，把实 


数部分与虚数部分分开，我们求得积分(韦伯) 


0, 



0 


J 0 ( at ) cosbtdt = 


2 9 


a - b L ， 

0， 


o 


J 0 ( at)sinbtdt = 


b 


2 - a 1 


(上面的那行属于情形而下面的那行则属于情形 a < b ). 
设 a >6;对公式 (9) 的第一式按6进行积分，我们求得 



°° r / \ sin bt , 

Q h(at) 丁 dt 




% 

ft/ 


db 


a 2 — b 


arc sin — ,0 ^ 6 < a 

a 


⑼ 


当办时，左边的积分也收敛，并且在 b — a 时取极限，对任何 a >0我们得出 



o / “一气 ^ 


arcsin 


7T 


T 


( 10 ) 


(极限过渡的合法性可以有根据的）.从另一方面，在区间（6。上对 (9) 的同一公式进 
行积分，我们得到 



Jo(at) 


sin bt 


sin bo 


dt 




0, 


由此，在 b 0 — a 时取极限(取极限的合法性也是可以有根据的），顾虑到 (10) 我们求得 





丌 

2 


， a 


由此可见,把求得的结果合并起来，我们得到 



X dt 


arcsin —, 0 ^ 6 < a , 

a 


(id 


TC 


T 


a . 


我们也还有过公式 



(2/ r)dr = 


P 


nT\ 


e p 


( 12 ) 


(参看第 82 目公式 (3) 与拉普拉斯变换的公式)，其中令 r = 字与产竽，便又得到4积分(韦伯) 



Jn(at)e 


b 2 t 2 


«+1 


dt 


a 


(2b 2 y^ e Ab 


(13) 


(4) 索宁积分 从九 （: r ) 的级数表示求得 


J m (xsin ^)an m+1 toos 2 


+ 1 ^ _ 


5 


2 


m + 


{-\) k x m ^ 
k \ Tim + k + 1) 



2w + 2i + l 



2n + l 


把这关系式逐项对 £ 自 0 到求积分(这当时是合法的），并利用第90目的 


公式⑸，就有 
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X " (xsinf ) vsin //H 1 tcos 2,l ^ ] t dt 


J 


= 


(- 1 ) 


a 


r( + ^ + i)r( w +1) 


fi r tA 2 k k\ r(；；/ + ^ + i) 2 


r( 


m 



w + ^ + 2) 




ru + i)4 


— l ) 


k 


X 


•r 


k\ r(m + «+^+2)V 2 


2k 




2 


r ( n + 1 … H (. T )， 


:r 


或者 


•/ /" +，i +1 () — 


x 


2 N F(n + \) 


K 

T 


J m (.rsin t ) sm , l ^ ] 尤 cos 2 ". 1 


t dt 


( m , n >-\). 这个积分是 H . 只.索宁得出的 
类似地，我们可得到第二个索宁积分 


K 

T 


九 Osin t)] n {y 



尤 ） sin 


//|4 I 


W+l 



t dt 


(14) 


m n t 

or yj 


n + m + 


I (v x 2 + y 2 ) 




y ) 了 


("I + w +1 ) 


{m y n >- 1) 


下面哪个公式也属于 H . H . 索宁: 


(15) 


im ( at) 


] n (b w t 2 + x 2 ) 


tn 


U 2 + 


X 


v n 


dt 


a 


V a 2 — b 2 


=< 


b n 


Jn 


m 


1 


(x V a 2 — b 2 ) 9 当 0< a <6, 


X 


(16) 


0; 


当 a > b >0. 


要推演出这个公式，我们注意，在第 95 目的索宁-施拉夫利积分中，当 A >-1 时按若尔当引 
理可以用直线 Im ?= C >0 替代积分路线 (T .我们得出了贝塞尔函数的新的积分表示(索 宁）： 


L(z) = 27i\f 


X 


e 


2 

f 一 以一 A — l 




ciK 


(17) 


在公式 (16) 的左端，将 J n ( hVt 2 + x 2 ) 按公式 (17) 代人，求得这左端等于 


2 m 


oo I 

0 九(故 )( 


b 

T 



/"+1 


C 


K 


lih . 


r 1 


dt 


2 m 


o 




WI+ 1 


c+/oo 


e : 


h 、•― /2 + . l £、 ( id ) 


co 


w + 1 


dt 


2?_ 


(我们作了代 换¥ = 0>， 且利用了下述事 实:当 6>0 时，这代换不改变积分路线）.在这式中交换求 


积分的顺序，且利用韦伯积分 (13) ，求得 


2ni 


co 


-«- 、夸 ( 


z 


dco 


bt 




0 


a 


m 


2 m b 


/"+i 


b 2 -a 2 bx 2 

— 『X 


e 26 


co 


91 dco . 


(18) 


当 a > b 时，这积分等于 0. 实际上，在这种情形下，在 e 的乘幂的指数中， W 的系数为负，因而 
按若尔当引理，这积分可作为沿线段及加上右半个圆周的积分的极限而得到，而在 


这路线的内部，被积函数是正则的.公式 (16) 的第二部分得到证明. 


当 a < b 时，按同一索宁公式 (17) 求得 


1 p C + / 

2 m ] c -i 


b 2 - 


a 2 hr 2 


0) 


m — w 


da ) 


b 


a 


n — w — 1 


oo 


2 b 


丄. 

2 m . 




OO 


b 2 - a 


n — m-] 


b 


n 一 m — \ 



n- m 


1 {x 


b 


a 2 ) 


x 


2 b 


(我们作了代换且应用了公式 (17)， 其中设 A 

b — a 

的积分值代入 (18) 中，便得出索宁公式 (16) 的第一部分. 

(5) 电磁波理论的积分 我们将导出公式 


= n~m — \ jZ 




X 


.将求得 


Jo(a 


t 2 - z 2 ) 9 rj(t - r)=F 


p 2 ^ a 2 


p 2 + a 


(19) 


这个公式我们在第 87 目中解决传输线上的电波传播问题时已曾利用过.我们从第 95 目的索宁积 


分 (8) 出发，在其中令 72=0 与 z = a Vt 2 - T 2 ，便有 


Jo(a 


~ r 2)= i . 


I ai I 


aV ^- r2 U- 丄 ) d(0 

^ Z cci - ■ 

CO 


在其中作代换 



a ) ― 




这时圆周 M = i 变换成圆周 |?| 





T - ，且由于被积函数只有一个奇点 f = o , 故这圆周可 


T 


用圆周 If I 


1来替代.我们得到 


Jo(a 


^ V 2 ) = 


丄， 

2 m . 


士) +¥(以士) 


1^1 =1 


( 20 ) 


利用这公式，我们来求 (19) 的左端的拉普拉斯的像.我们设 r >0, 并且总是设 Re />>0,我们 


有 



OO 


Jo(a 


- t 2 )dt 


丄. 

2 ni % 


ICI = 1 



心-号 (r - +)] 出 


at 




r 



( 21 ) 


(我们交换了积分的顺序).在内部的积分中，在幂函数的指数中的 £ 的系数的实数部分等于 


Re 


/> — = Re ( p ~ ai sin < p ) = Re />>0 


(我们令 f = 


t( P 


，且设 《 是实数)，所以积分收敛，且容易计算得为 



- t [ p ^ ( ^ l )] dt = 


P 


-心 -号(卜|>] 


号 (H 



将这个值代人积分 (21) 中，求得 


^Joia 


- T 2 )dv 




T 


_ e ^_ • 
am . 


㈣ 


l ? l-l 


__ dK _ 

-笋- 1 


被积函数在此具有两个 极点： f U2 = 


- Pt 


2 


p + a 


a 


，其中一个位于圆 I ? I < i 的内部，而另一个位于 
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其外部，因为 (2 = - 1 •在条件 Re p>djRe v p 2 + a 2 >0下，根二 


a 


( p - V /> 2 + a 2 ) 位于圆 


的内部，因而按留数定理，最后那个积分等于 


e V t 2 - t 2 )dt = - 


e 




am 


-rim 


e 


aT ^2 


e 



p 2 ^ 1 


2?2 


-2 上 


V p 2 + a 2 


a 


这同公式 (19) 的值相一致. 

用同一方法可得到更一般的 结果: 对于任一个非负的整数 W ，我们都有 


r }( t ~ z)(t - r) n 


JnW t 2 ~ T 2 ) 

( t 2 ~ T 2 )^ 


e 


—r 



A 


(v p 1 + \- p ) 





( 22 ) 


(6) 关于悬链振动的伯努利问题在1732年丹尼尔•伯努利提出了并且解决了关于垂直悬挂 


着的重链的振动问题.假设长度为 Z 的均匀的重链 AMB 垂直地悬挂在点 B 
处，且在重力的作用下作环绕¥衡位置的微小振动.若用£来表示时间，1表 
示自点 A 到变动点 M 的链的长度，且用 w = 来表示点 M 对于垂直 

位置的偏差(图 211), 则微小振动的方程将具有形 

3 2 U t d 2 U _^du\ 

w = g [ x ^ + ^)^ ( 23) 

其中 g 是重力加速度.依照伯努利，我们将用分离变量的方法来解这个方 
程.为此，首先来求它的呈两个函数的乘积的形式的特解，其中一个函数只 

依赖变量工，而另一个只依赖变量之 

u = X ( x ) T ( t ). 

将这代人 (23) 式中，经简单的变换后就有 

T ( t ) _ ^ xX // ( x ) + X / ( x ) 

~TU)~ g x^) - 



I A 
图 211 


由于左端只是一个变量 £ 的函数，而右端只是一个变量: r 的函数，故等式仅可能在两端都等于同 
一常数的情况下成立，我们将用 - J 表示这个常数' 于是最后那个方程分解为 两个： 

r\t) + co 2 T ( t ) = 0, xX // ( x ) + X \ x ) + — X ( x )=0. (24) 

g 

第一个方程的解具有形式 


T { t ) = A sin (cot + < p ) ， 

其中 A 与 p 是某两个常数.而第二个方程具有本目的方程 (2) 的形式，其中 a = l ， 6 = 0 ，c = 



0) 

g 


« = 1 .按⑷式求得= = 因此，在我们的情形下，代换⑶具有形式= 或 


，它将这方程变换为指标 A 等于0的圆柱函数的方程，这是从关系式 (6) 显然可见的. 
因此 ,(24) 的第二个方程的通解具有形式 


* 这常数应当是负的，因为，假如不然的话，从 (24) 的第一个方程便可看出，解将没有振动性,而这是同物理 
情况相背的. 

** 因为 v = 0, 未知函数的代换是多余的. 
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X ( x ) = BJ 0 ( [2( o ^-) + CY 0 ) ， 

其中 B 与 C 都是常数.从物理的考虑显然 有:当 i — O 时，解应当保持有界，因此 C = 0, 常数 B 可 
认为等于1，因 为在了 的表达式中已经有任意因子 A 进入.于是我们求得方程 (23) 的特解的形状 
为 


u = AJ 


0 


( 2 -Vf 


sin ( cot + < p ). 


(25) 


在此，数量 O ； 不可能有任意数值，因为从链悬挂在点 B 处这条件，当 
的 G 都有 M (/， O =0 .这只有在 





/时，我们求得:对于所有 



的情形下才有可能，由此得00 = 04 f ，其中％是零阶的贝塞尔函数的零点 • 


方程 (25) 表明 :链上 所有的点作谐波振动，具有同一的频率叫=^ f ，且具有从一点到一 


点依照规律* A/。 204 



8 


= AJ 





而改变着的振幅.系于所考虑的函数 （ o ：) 的零 


点 



的不同，这振动的频率以及振动的链的形态也可以不同.图212中表示当々=1，2,3时链上 


的点的振幅的改变规律.通常，链的振动是具有不同的振幅及原始位相的振动 (25) 的 叠加: 





(27) 




图212 


要确定系数八与&，应当给出链上的点的初始的偏差及速度，即是，给出 u ( x .0) = f ( x ) 9 


du 

dt 


= 于是将有条件 




sin 


9k ， 



来 


当: T = 0 时函数九 (X) = 1 ， 因此，常数 A 表示链的自由的一端的振动的振幅. 
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这两个条件在引用记号/^ = 1* ** ，/(斤 2 )=厂（0，以斤 2 ) = (；(0后，可重写成广义傅里叶展开式 
的形式 


F(t)= 2 ^sin <p k J {) (a k T) ,G(t)= D A k co k cos (p k ] () {a k r). (28) 

又二 (） 卜 o 

从这两个展开式，按第 95 目的公式(38)，可求得所有的系数八 与扒. 

在发表于1732年的彼得堡科学院论丛中的一篇著作里 D . 伯努利利用级数解出了 （24) 的第 
二个方程，得到了条件(26)，并且指 出了: 链可以有无穷多的形态的摆动线. 

(7) 关于圆的薄膜振动的欧拉问题 假设一薄膜+在张力的作用下起微小的振动，挠度^ = 
u(x,y, £) 是薄膜对于平衡状态的偏差.这函数满足方程 

(29) 

其中 a 2 = I ，了是张力， ct 是曲面密度.在1764年发表的一篇论文里， L . 欧拉讨论了关于圆的薄 

(7 

膜振动的问题.欧拉从对应于方程 (29) 的极坐标方程 

2 ( u ^ 1 3u ^ d 2 U \ _d 2 U 
a \ ^r 2 r dr dcp 2 / dt 1 

岀发.为了要构造方程 (30) 的特解，欧拉设 

u = R(r)sm(cot + y)sin(A^? + ^) , 

其中 W ， A ， 都是常数,在代入 (30) 中后得 

r 2 R // +rR / + (^r 2 ~X 2 )r=0. 


(30) 


(31) 



在把 r 过渡到新变量 f f 之后，方程 (31 )取圆柱函数的方程的普通形式 

p 2 R // + pR / + (p 2 -X 2 )R = 0. (32) 

从物理学上的考虑显然 有:函 数对于^而言的周期应当等于 2;r ， 因此 A 应当是整数.对于 A 
的这种数值，欧拉给出了方程 (31) 的级数形式的解由此可见，欧拉得到了方程 (31) 的下述形式 
的特解 



AJ n 




j sin ( cot + y ) sin ( ncp + 8). 


(33) 


如果薄膜被固定在端点上，则当 r = r 0 时，应当有人(3)=0,这里的是薄膜的半径.由此 


'其中是函数人 U ) 的第 A 个零点.欧拉也指出 了：薄 膜有无穷多种可能有 

厂0 

的振动存在. 

当时，函数 w 同9无关： 

u = A k J Q — )sin ( aj k t + y k ), (34) 

也就是说,薄膜上所有与中心有相等距离的点同样地振动着.薄膜上的点作谐波振动，具有相同的 


* 由可以自由弯曲与微小延伸的物质所构成的薄片，称做薄膜，例如，鼓膜. 

** 在较后的著作中，欧拉也讨论了非整数的 A 的情形. 
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频率叫其振幅 A Jo ( a , - ) 依赖于该点到中心的距离.在图213中表示了当6 =0，1，2时 

r 0 \ r 0 / 


薄膜上个别的点的振动振幅的变化规律. 

薄膜振动的最一般的形式，可由对于不同的〃与々，将所 
有的振动 (33) 相加而得到 





sin(a 4 ”)Z + 〜 )sin( n<p+ 


(35) 

当给定了薄膜的初始位置及偏离值时，利用三角函数系与圆 
柱函数系的正交性，可求得系数 A & ，心，、 . 

(8) 瞬息的圆柱面热源 平行于平面的热流，在垂直于 
某一固定方向的所有平面 ( il ) 上，温度 w 的分布都是同样的， 
这种热流可由微分方程 




du 

3 t 




(36) 


来描述，其中£是时间， a 是常系数,： rj 是 ( H ) 中一个平面 
n 上的笛卡儿坐标.用直接求导数可以验证，函数 

A — ( 了 - 芒 ) 2 + (y - ”) 2 

u = —e 


图213 



满足方程 (36) ，其中 A j 与7都是常数.这时，在平面上异于的任何点 z &处，当 

£-0 时函数0,而在点（处这函数 - oo .所以可以说，在物理上 (37) 表示由于在 z = 0 时安置在 
点 （处 的瞬时点热源的作用而在点 z 处所产生的温度. 


我们来计算由于当^=0时沿圆周1?!=^均匀地安置着的瞬时点热源的作用，所发生在点 z 
处的温度的总和.我们将认为，安置在这圆周的微小的弧^上的热源的效应，等于一个点热源的 
效应.于是这些热源的作用所产生的温度，由公式 (37) 可确定为* 


du 





+ 


Iproosd 



其中我们设 Z 二 (图 214) .将这表达式对于 <9自 - 7 T 到 7 T 求积分，便得出所求的总 


iy 



图214 


温度 



e 




9 dd . 


在此，函数 COS 0 可以用 siM 来代换，因为这个代换只归结 


于以沒 



T 


代换 I 代替积分限 


3 



2 



T 


，可以重新取 



I 这不改变积分的数值.回忆起第95目中关于函数 JoU ) 

的贝塞尔的积分表示式(11)，我们便得到 W 的表达式，其形 
状为 



来 


我们写与 A 历来替代〃与 A ，为的是强调指出我们的这些量仅与微小的弧 ㈣ 有关. 
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为了阐明常数 A 的物理意义，我们来计算，为了要在平面 



中得到我们的温度分布，所必需的总 


热量.如果用 f 表示比热， a 表示物质的面密度，则在面积单元 rdrdcp 上的热量将是 c/Q 
arwrc / nip ，因而在整个平面上， 


Q = ca 


0 


d(p 


urdr 


o 


2 txAco 

t 


4“ 


2 n 


0 


4a 


；/o 


pr 


2 a 


rdr 


考虑到本目中的韦伯积分 （13)( 在我们考虑的情形下，其中的 n ， aRb 2 分別等于0,4和 


2 a 


4 a 


) ，便求得 


0 


;/o 




2a 


rdr = 2 a 1 tet ^ 


于是 Qi ^ Aora 2 , 因而 m 的表达式的最后的形式为 


XI — 


Q (_£L 

4 na 2 c ( Jt e 4a 1 {) \2 a 2 


(39) 


从平面的热场转变到空间的平行于平面的热场，可以认为.•公式 (39) 给出了由时均匀地 
安置在某一个柱面上的瞬间热源(柱面 热源） 的作用所发生的温度的表达式.这时， Q 表示聚积在 
宽度为1且垂直于柱面的轴的带形上的总热量. 

(9) 在圆柱面上热的传导问题 假设在半径为 p 的圆柱面上,保持温度等于 mcosW . 在圆柱 

内部的初始温度等于零的条件下，求温度的分布. 

由于问题具有轴的对称性，自然地要变到圆柱坐标但由于在这里 M 同 z 无关，也同 p 
无关，故热的传导方程具有形式 


c)u 

c)t 


cl 2 




c)r 



r 


c)u 

d ? 


(40) 


再者，始值条件与边值条件是 w 


= 0, M L = - UoCOSCOt. 我们将用算子法来解这个问题.过渡到 


按照变量£的拉普拉斯变换得到算子方程 

d 2 U , 


dr 2 


r 


dU 

dr 


P 


LT = 0, 



并且应当在条件 


U 


M ) 


9 


P 2 + 


(O 


2 


下来解它.按照第 95 目的公式 (32) 与第 96 目的公式(20)，算子方程的通解是 


U = AJ 0 



ir 


+ BY 


a 



ir 


a 




(这里 A =0 ， a = Y O ，并且，由于 $ 卜 0 日寸_当是有界的，故^0，和 


U=AI 0 



代人边值条件，求得 


P 


+ 


，因而算子解具有形式 



(41) 
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函数 1/(/0 具有无穷多个极点，其中有两个是纯虚 的：/ >= ± 而其余的则都是 负的： 九= 


2 



P 


U 二0，1，2,…），& 是九 U ) 的零点.依照第82目的第一展开定理，像原函数可作为函 


数在它的所有的极点处的留数之和而求得，即， 



(厂，广） = ^01 


h 


Re 



h 


P 


\ fa ) 


+ 2a 



Jo 


r 


P 



a # 


-( 7 ) 


J o(otk) a 4 a 4 k + p 


4 





a 


其中极点 P=±ico 给出第一项，而和式是关于那些极点 A = 


2 



P 


的.如果依照第96目的公 


式 (34) 来替代函数 


I Q (e^ x) = Iq(x^II) = ber x + i bei x 9 


并且为简单起见，记 


v a > 



a 


P 


= ft ，则最后那个公式可重写成下述的最终的形式 



r 


， t) = 




cot 



ber Ar ber + bei Ar bei Xp 

ber 2 Xp + bei 2 Xp 

ber Ar bei Xp — bei Ar ber Xp . 

- i 2 、 , i • 之、 - 11 sm cot 

ber kp + bei Xp 



2a 

P 



a 2 ^tJo(r^ k ) 

K —7 - 7 —~ 



1 


J o ( pPk l a 4 j3l + co 


(42) 


§4 椭圆函数 

在这一节里，我们将讨论椭圆积分及椭圆函数的性质.在第 39 目中，当讨论把矩 
形映到半平面上的共形映射的向题时，我们已经遇到过一种椭圆积分以及它的反函 
数 sri 了.在刚体动力学，空气动力学，电工学，弹性理论等的许多问题中，都会遇到椭 
圆函数. 

在18世纪末期，椭圆积分早已由勒让德研究过，在19世纪，经最卓越的数学家 
们(阿贝尔，雅可比，刘维尔，魏尔斯特拉斯)的共同努力，椭圆函数的理论已基本上被 
建立了. 

我们将从叙述亚纯的周期函数的一般性质开始，在这种亚纯的周期函数之中，特 
别，也包含有椭圆函数这一类. 

100. 周期函数如果函数 /( 幻对于在它的定义域内的所有的值 z ， 都满足函 
数方程 

f(z+ T)=f(z), ( 1 ) 

则就称 / U ) 是周期函数，其中： T 关0是某一常数，称做函数的周期' 

周期函数必然地具有无穷多个周期.实际上，我们有 


* 因此,周期函数的定义域在含有任一个点 z 的同时也应当含有点7\ 
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定理1假若 U2 ，…， 7 ； u>l) 是函数 /U) 的周期，则它们的具有整系数 

(负的，零的或正的）的任一线性组合 

T = n x T x + n 2 T 2 + ••- + n k T k , 

也是这个函数的周期. 

事实上，对于非负的论断显然成立，因为重复地加周期于变元，并不改变函 
数的值.要证明它对于负值的\也正确，只需证 明：当 T v 是函数 /U) 的周期时， 
- 7 ； 也是它的周期便够了.但是，实际上，对于任一个 z ，由于方程 ( 1 ) 都有 

f ( z - T v )= f [( z - T v ) + T v ]= f ( z ), 

而这就意味 着， - 也是/(%)的周期. 

在所有的后面的叙述中，我们将认为函数/(幻是单值的并且是亚纯的.我们特 
别标出单值性这条件，为的是强调 t 所叙述的理论，对于多值的解析函数来说并不成 
立.为了叙述直观起见，我们将用平两 Z 上的点来表示 /U) 的周期.我们来说明周期 
点集的结构.首先证明一条引理. 

引理亚纯函数 /( 2 ：) 吴 const 的周期点集，本可能含有任何一个收敛到平面上 
有限点的序列. 

实际上，假设有一个收敛到有限点： T 的周期序列 T v 存在，并且设^是 /U) 的 

任意正则点.按定理1，收敛到零的序列 = T v+l - T v ， 也是 /U) 的周期的一个序 
列.这样一来，对于 任何〃 =1，2,…，便都有 

f ( z 0 + T v )= f ( z 0 ). 

但点列 z v = z 0 + T v 收敛到 a , 且在这点列上 /U) 取同一的值.于是按唯一性定理 

便将推得 /U)= cons t， 而这是同定理的条件相矛盾的. 

周期点集的全部性征可由下述定理 给岀： 

定理 2( 阿 贝尔） 亚纯函数 /( z ) 最多可有两个线性无关的周期.换言之，有两 

个周期『与 〆 存在，使得 / U ) 的任一周期： T 都具有形式 

T = nr + n ’ T ' (2) 

其中72与 rz 都是 整数. 

我们把证明分为两 部分： 

1) 设在某一条经过原点的直线 JL 上有 /U) 的一个周期疒.要证明 :这时 /U) 

的所有位于直线 L 上的周期集合，具有形式 

T = nz , (3) 

其中 n 二0，±1，±2,…，而 r 是某一个复数.实际上，在直线 L 的线段 OT g 上，按引 
理只可能有 /U) 的有限多个的周期(假如不然的话，在 L 上就将存在一个收敛到有 
限点的周期序列了）.所以在07^上有模最小的一个 /(z) 的周期存在，用 r 来表示 
这周期，我们将证明 :位于 L 上的 /U) 的任一周期都具有形式 (3) .假若不然，设 L 
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上有位于某两点 nr 与 U + l ) r 之间的一个周期子存在，则子可表为形式子= 


(n + d ) r ， 其中0<6<1，因而按定理1知道 ， z = dr 也是 /( 幻的周期.但这个周期 
应位于线段 Or 上，而按照我们的构造法，在这线段 Or 上不可能有 / U ) 的周期.这 
矛盾就证明了所作的论断. 


2) 假定除了周期 (3) 之外， / U ) 还具有别的周期，于是这些周期便都不在直线 
L 上.按照引理，有以点 z = 0 为中心而不包含 
有这种周期(位于 L 上的那些周期不在考虑之 
列)的一个最大圆存在.按同一引理，在这个圆 
的圆周上只可能有有限多个的周期，因此，有 
这样的一个周期存在，当从 L 的正方向依逆时 
针方向旋转时，它最近于 L , 这个周期我们就 
用 〆 来表示（图 215). 我们将证明 ： /( 幻的任 
周期都具有形式 (2) .为此，假定不然，设有 
形如 


T 


(W + i 9 )t + (〆 + I?,)〆 



的周期存在，其中 


n 


与 〆 是某两个整数，且 


0<^9<1，0<以<1，再者^与 Y 不是两个(等 


图215 


于0或 1) 整数.按定理1,这时 

t = 0t + OY 


也是 / U ) 的周期.但这个周期位于具有顶点0， r ， 〆， r + 〆 的平行四边形内，而不同 
它的任何顶点重合.按照我们的构造法，这周期不可能位于平行四边形内的在图 
215中加上斜线的那部分上，即是，它不可能位于三角形 Or / 内.因此，它位于另一 

部分内，但这时点 〆 = r + 〆 _ r 也是 /( z ) 的周期，却位于三角形 Orr ' F ^ ，并且不同 

这三角形的任何顶点重合.这同我们的构造法矛盾，因为在这三角形内没有 /( z ) 的 
周期.定理于是便证明了. 

在已证明的这定理中的所参加的那两个数 r 与 〆 （- r 与_ 〆 也是一样），称做 
函数 / U ) 的基本 周期. 从这定理 推得: 所有的亚纯函数可分为 三类： 

1) 非周期函数 对于它们来说，两个基本周期都等于0: 

t = r" = 0. 

2) 单周期函数 对于它们来说 ，一 个基本周期(例如 〆 )等于0,而另一个则异 
于 0. 按定理2,单周期函数的所有周期都是基本周期 r 的整倍数，初等函数 /( 基本 

周期 r = ±2m) ,sin z ,cos 之 (基本周期 t— ±2k) ,tan z 9 cot 之 ( 基本周期 r — ± n) 等 

都是这种函数的例子. 

3) 双周期函数 对于它们来说，两个基本周期 r 与 〆 都异于 0. 按定理2,这时 
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比值4不可能是个实数，且函数的所有的周期都具有形式 

r 

T = nr + n’T' (w ， 7?’ 二 0 ， ± 1 ， ± 2 ， …）. 

双周期的亚纯函数就 称做椭圆函数. 

椭圆函数的基本性质将于本节的后面几目中来专门讲.在此，我们将举岀一系列 
与任何(单的或双的)周期函数有关的命题. 

用 r 表示函数 /( z ) 的基本周期，且通过位于直线 L 上的每一个点 nr ( n =0, 
±1，±2,…），都作一条平行于异于 L 的方向的某一个方向的直线.这时，整个平面 
被区分为宽度相同的一些带形，这种带形 称做周期带. 显然， / U ) 在某一周期带中所 
取的全部函数值，在邻接的带形中都周期地重复.因此，只需在这些带形中的某一个 
上研究周期函数就足够了. 

用 G 表示由辅助平面〔中去掉两点卜0与？二 oo 而得到的那个二阶连通区域， 
在这区域内考虑多值函数 


Z — 


T 

2 m 



函数 (4) 在某一点？处所取的那些函数值，彼此仅相异一个差数，而且这差数是 r 的 
整倍数，所以复合函数 



/( 点 Ln 十仰 (5) 

在区域 G 内是单值的.在每一个点 〔处， 若这点的那些对应点 z 是/的正则点，则这 
函数显然是解析的，而在对应于/的极点的那些点处，这函数也具有极点'将 (4) 的 
反函数 


2m * 

U — - Z _ t(Jt)Z 

^ — e T — e 


( 6 ) 


代入 (5) 中，这里 


2tc 


CO 


T 


是函数 / U ) 的“频率”，我们得到 / U ) 的形如 


f { z ) = cp ( e iuK ) (7) 

的表示式.从这个表示式，我们就得到一些关于周期函数的定理. 

定理 3在每一个由平行于周期直线 L 的两条直线1/与 L 〃所 围成的带形内（图 
216), 若这带形不包含有 / U ) 的奇点，则这函数可表为傅里叶级数 


f ( z )= 2 c k e “. (8) 

实际上，在平面 z 上的直线1/与 L " i ， 分别有 

z — z ^ tr ^z — z ^ tr 

(^与^分别是1/与 L 〃上的固定点，£是实参数，自-〜变到+.根据(6)，它们在 


* 为了证明这个，只需讨论函数 (4) 在这点的邻域内的一个单值的分支，且利用关于复合函数的解析性的定 


理便够了. 



平面（上对应着中心在点 0 处且半径为 r 

— iz co 2mt c# — iz co 2mt 

^-e e ,^-e e • 

在位于这两个圆周之间的那个环形内，函数 
〆 （)是解析的，因此，可表为洛朗级数 

oo 

?( 0 = 2 c k 々 . 

将代入此处，且利用公式(7)，我们便 
得岀所求的展开式 (8). 

特别，由此得到 

定理 4周期整函数/(^)可表为对于 
所有的 z 值都收敛的傅里叶级数 (8). 

其次，我们指出下列简单的 定理： 

定理 5若一个周期整函数在一周期带 

内是有界的，则这函数是个常数. 

这可由刘维尔定理立刻推得.因为从函数在一个周期带内的有界性，可推知它在 
整个平面上都是有界的. 

定理 6若一个周期整函数 / U ) 当 z 趋于周期带的两端时，趋于有限极限或无 
穷大的极才艮 * ，则它是一个三角多项式 

/(^)= (9) 

实际上，在我们的条件下，点与 ^ oo 至多仅能是函数 〆 （) 的极点，因此 
展开式 (8) 只可能含有有限多个异于零的项. 

下面的更一般的定理也 成立： 

定理 7若亚纯的周期函数 /( z ) 当 z 趋于周期带的两端点时趋于有限极限或 
无穷大的极限，则它是两个三角多项式的比. 

101. 椭圆函数的一般性质 假设 / U ) 是任意一个椭圆函数，即一个双周期的 

亚纯函数，具有基本周期 r 与 /./ U ) 的所有周期所成的点集具有形式 

…）. ( 1 ) 

我们约定，任何两点^与若它们的差数为某一个 周期： ^ = 了，就称 做同余 

的并 将其写成形式 

z l = z 2 (mod r , r ') (2) 

(读为按模 r 及 〆 等同于 z 2 ”）. 点集 iV ^ (在已知 了下） ，与由所有与 iV ^ 的点同余 
的点所组成的点集 M 2 (在已知： T 下），我们也 称做同余的. 


= || 与 r 〃 = | 〆 叫的两个同心圆周 



图216 


来 


按定理5,若 / U ) 关 const ， 则这两个极限不可能都是有限的. 
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比值^不可能是个实数(参看前一目），因此点 O ， r ， r +〆 与，构成一个非退化 

r 

的平行四边形（图 217.) 这个平行四边形以及所 
有的与它同余的平行四边形，我们将称为 周期平 
行四边形 .为具体起见，我们将假定 :顶点 () ， r，T 
+ 〆 ，，依照平行四边形的周界的正向的绕行顺 

序来排列.为此，显然只需假定 

/ 

Im —>0. 

T 

此外，我们还约定，把边 Or ， O〆 除去顶点 r 
及 ，后 算入这平行四边形内，而周界上的其余部 图 217 

分则不算人，并且对于所有的同余的平行四边形 

都这样做.于是周期平行四边形将不含有任何一对同余点，且对于平面上的每一个点 
z ， 都可在任一平行四边形内求得同余于它的点. 

我们来列举椭圆函数的基本 性质： 

定理 1具有相同的周期 r 与 ，的 两个椭圆函数的和，差，积，商，或更一般地， 
这样一些椭圆函数的任一个有理组合 i ?(/\ ，…， / J , 仍都是具有周期 r 与/的橢圆 

函数. 对于椭圆函数的导数来说，这也成立. 

这个定理的证明，可从函数的亚纯性与周期性对于所说的运算都不被破坏而推 
得. 

定理 2( 刘维尔） 若一个双周期函数是整函数，则它是个常数. 

实际上，我们的函数在周期平行四边形内应当是有界的，因而它在整个平面上也 
是有界的，因此是个常数. 

由此可见，在周期平行四边形(照前面所说的加以补充后）内，应当至少有 f ( z ) 
的一个极点.由于 / U ) 是亚纯函数，属于周期平行四边形内的极点的总数应当是有 
限的，这个数目（其中每一个极点都按照它的重数重复计算)称做椭圆函数的阶. 

定理 3( 刘维尔） 椭圆函数 / U ) 在其属于周期平行四边形的所有极点处的留 
数之和，等 于零. 

要证明这定理，只需 说明: 沿着包含所有属于周期平行四边形的极点.而且只含 
有这些极点的任何闭周线 C 的积分等于 0. 若在平行四边形的周界上没有极点，则即 
可取这周界作为 C . 假如不然的话，我们就把平行四边形的周界作将顶点0变到 A 

的平行移动，如图218中所示，再取如此得到的周界作为 C (在这图中，极点用星号标 

岀，记住，用点线表示的边不属于平行四边形内）.我们有 

/% /%/•/»/% 

f ( z)dz = + + + ， (3) 

J C J 1 Jfl J 01 J IV 

而在第一个积分与第三个积分中，对应于同余点的积分元只相差一个符号， 



因为函数 / U ) 在同余点处的值相等，而相差一个符号，所以第一个积分与第三 
个积分之和为0 . 对于第二个积分与第四个积分之和来说，也 
有同样的情形.定理得证. 

zo+r+r 攀、、 

作为推论，我们可以 指出： 不存在一阶的椭圆函数.实际 I 
上，按照定义，这样的函数在周期平行四边形内应当有一个一 i 


Zo+t+T 9 、*、、 


上，按照定义，这样的函数在周期平行四边形内应当有一个一 
阶极点，而因此积分 (3) 就将异于0 了.从定理2也可以 推岀: 

不存在零阶的椭圆函数. 


II 


Zo+T 


in 


定理 4( 刘维尔) 


椭 



函数在周期平行四边形内取每一 


复数值 



的次数 * 都相同，等于这椭圆函数的阶数. 


Zo+t f 


对于 a = 00 ,这论断立即可从椭圆函数的阶数的定义推 
得.对于 a # 〜，我们回忆起按照第23目中的辐角原理，在周 


IV 



期平行四边形内， 
等于 



值点的个数与函数 /( 幻的极点个数之差 


图218 


2 m 




f(z)dz 
f{z) - a 


⑷ 


其中 C 是前一定理中所引用的周线（只是还应当 假定: 它不经过函数 /( z ) 的 a 值 


点）.按定理1，函数 



是与 / U ) 具有相同的周期 T 与 〆 的椭圆函数，所以按定 


理3积分 (4) 等于0,而这就证明了论断. 

定理 5在周期平行四边形内，所有使 / U ) 取任一个固定值 a 的那些点 z 的 
和，同余于周期平行四边形内所有极点的和. 


对于 


a 


00 ，这论断显然成立.对于 a 关 oo ，在周期平行四边形内，所有的 



值点 


之和与所有极点之和的差等于(第23目) 



其中 C 是定理4中所用的周线.我们设 


/U) 


/( 之） — 




⑸ 



2： 


C 


f{z)dz 
f(z) - a 








Dl 



(图 218) ， 如果证得第一个积分与第三个积分之和，以及第二个积分与第四个积分之 
和，都等于 / U ) 的某一个周期，则这就证明了定理.而实际上，假设 z 与（分别是线 

段工与 m 上的变动点，则可以设 （二 z + 〆 ， 因而由于/是函数 / V 0 的周期，且 

J\z) - a 

沿线段 1 的积分与沿线段 m 的积分方向相反，故 


2 m 








+ 



2rci 



ra 



/(?) - « 


来 


每一个使得 / U ) = a 的点都按照这个点的重数而重复计算若干次. 
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_ 1 f / f (z)dz _ t J ^ /( 之 0 + r) - a _ ,, 

~ 2^i\ , (z ~ ^ f(z) - a ~~27i Ln f(z 0 )~a — Tn ， 

其中^是个整数 ( r 是 / U ) 的周期，因此在记号 Ln 后的分数等于1，而它的对数值 
可认为等于 _ 2 nn ’ 0 . 完全类似地得到 



其中^也是个整数.这样一来，积分 (5) 便等于因而定理就证明了. 

定理 6在任何两个具有相同的周期 r 与，的椭圆函数 / U ) 同 gU ) 之间，都有 

形如 


P \. f ( z ) , g ( z )] = 0 (6) 

的代数关系式存在，其中 P ( Z , W ) 是 Z 与 W 的一个具有常数系数的多项式. 

实际上，用 A ， a 2 ，…，表示周期平行四边形内所有的这样的点，在这些点处 


函数 f ( z ) 与 gU ) 中有一个或两个同时具有极点.设久是这两个函数在点&处的极 
点的阶数中最大的那个阶数，并设/> =九+…+九 . 另一方面，设 Q ( Z , W ) 是变元 
Z 与 W 的某一个 n 次多项式.若将 Z 二 /( z ) 与 W = g (幻代入其中，则按定理1，我 
们得到某一个与给定的那个函数具有相同的周期 r 及/的椭圆函数 FU ). 我们来证 
明:可 以适当地选取多项式 Q ， 使这函数变为恒等于常数 C , 那时定理便就证明了， 
因为可取 Q - C 来作为 (6) 式中的多项式 P . 


函数 FU ) 只可能在点^(以及同余于它们的点)处具有极点，因而要使它为常 
数，由定理2，只要在所有这些点^处它的主要部分都等于0便够了.而对于 FU ) 来 
说，点&是阶数不高于_的极点，因此，在所有的点&处 FU ) 的主要部分都等于0 


的条件，可化为不多于 n (九+ 


m m m 


p m )^ np 个方程，且这些方程对于多项式 Q 的 


系数而言都是线性的与齐次的.多项式 Q 总共有 ( n -\ 3 ) n 个系数(我们不计入常数 


项），因此，选取 n + 3 >2/>，我们 就有: 系数的个数多于方程的个数.于是方程组至少 
有一组异于0的解，因而由这组解出的系数所确定的多项式 Q 将是所要求的.定理 
得证. 

由于导数 / U ) 是与 / U ) 具有相同的周期的椭圆函数，所以从定理6便可直接 
推得. 

定理 7任一椭圆函数 /( z ) 都满足如下形式的代数微分方程 

Plf ( z ),/( z )]=0 9 (7) 

其中 P ( Z ， W ) 是个关于自己自变量的多项式. 

作为例子，我们用在周期平行四边形内具有两个单极点的二阶椭圆函数，来说明 
所证明了的定理(具有一个二阶极点的椭圆函数，我们将在第103目中来讨论). 

二阶椭圆函数在椭圆函数的理论中起很重要的作用，因为可以证明 :任一 椭圆函 
数都可用二阶椭圆函数及它的导数有理形式地表示(证明从略).用&与来表示 




二阶椭圆函数 /U ) 的极点，我们可假定 a ^ a 2 =0 而不失其一般性，因为，通过移 

动平面 z ( 以 z + c 替代变元 z ) ，总可以使坐标原点落在线段 a , a 2 的中点.作为周期 

平行四边形，我们可取中心在点 z = 0 处的平行四边形.点~与&不可能位于这平 

行四边形的周界上，因为这时它们应当位于对边上，而这是不可能的(平行四边形只 
含有每对对边中的一边）.按定理4,函数 / U ) 在周期平行四边形内取任一个值两 
次，正是，在两个点 &与 ^处，按定理5,点&与 z 2 的和与极点之和同余，即 零： 

Zi + Z2=0(modr ， 〆 ） . 

但是由于位于周期平行四边形内的两个点之和，不可能与0同余而不等于0的，故 
Zi + 2： 2 =0 .换言之，对于任何一个 2 ：， 关系式 /( - Z) =/(Z) 都成立，亦即, /(Z) 是个 

偶函数. 

由此推得 :我们 的函数的导数是个奇 函数: /(-幻= - / U )， 并且由于 / U ) 
在周期平行四边形内，除了在点^与 a 2 处具有二阶极点外，处处都正则的，故它 

是个四阶的椭圆函数.由于 / U ) 是奇函数，并且 / U ) 在点 Z =0处^连续的，可以 
推知 :它在 Z = 0 处等于 0 . 再者，我们有 



由此显然 Z | 也是/ U ) 的零点.类似地，还可以找到 f ( z ) 的两个零点 W 二 i 与 

x -^-. 这样一来，我们便知道了它在周期平行四边形内的所有四个零点. 

按定理7,在 / U ) 与/ u ) 之间存在有代数关 系式： 

P [ f ( z ),/( z )]=0. (7) 

设 / U ) 二 Z ，/ U ) = W , 我们可以说岀下列的 论断: a ) 对应于每一个 Z 的值，方程 
(7) 有两个 W 的值; b ) 这两个值只有符号的 差别; c ) 对应于 W 的每一个值有四个 Z 
值; d ) 函数 Z 与 W 同时趋于无穷大. 

实际上，要验证 a ) 与 b )， 我们只需注意 :由于 Z = /( z ) 是二阶的偶函数,故对应 
于每一个 Z 的值有两个只有符号不同的 z 的值,而由于 W = /( z ) 是奇函数，故所对 
应的 W 的值也只有符号的不同.论断 c ) 可同 a ) —样地来 验证; 论断 d ) 是成立的，因 
为 / U ) 与 / U ) 的极点相重合. 

从 a ) 与 c ) 可推知 (7) 的左端多项式具有形式 

P [ Z , W ] = A 0 ( Z ) W 2 + A 1 ( Z)W + A 2 ( Z ), 

其中是次数不高于4的多项式，从 b ) 可推断 A ! (2)=0,最后，从 d ) 可推知 

A 0 ( Z ) = const (假如不然的话，则从⑺所化成的方程 W 2 二-^，可以推知 :在使 

A 0 ( Z ) 等于0的那些点 z 处，一定有 W 二 oo ). 

这样一来，方程 (7) 可归结为形式 W 2 = cA 2 ( Z )， 其中 c 是某一常数，而 A 2 是个 



544 


第七章特殊 



[102 


四次多项式.由于 A 2 (Z) 的零点与 W 的零点相重合，而这些零点是我们所已知的， 
故最后得到微分方程为如下 形式： 


[/⑴] 


C \ f ( z ) -/(0) ! \ f ( z )- 



T 

2 


f ( z ) - 



T 

2 




T 



T 


2 


⑻ 


换言之，所得到的结果可表述为 ：函数 Z = f ( z ) 是积分 


Z 



zv 


chv 




(w — 


w 


)(w — 



)(w 


w^)(w — w 4 ) 


⑼ 


的反函数 ，其中 c •与 w () 是常数，且 


W 




/⑻， w 2 




/ 


T 


2 r 


⑽3 



T 

2 


zv 4 



T 



T 


2 


( 10 ) 


积分 (9) 称做椭圆积分 .这种积分的特殊情形 


2： 



IV 


( T = 


W 


dw 




2 w 2 


(id 


我们在第 39 目中在讨论把上半平面映到矩形上的共形映射时已经遇到过了.这个积 
分的反函数，我们已表示为 


W = SI12 ： , (12) 

并且称它为椭圆正弦.它是雅可比椭圆函数的一种，我们现在就来研究雅可比椭圆函 
数. 


102. 椭圆积分和雅可比函数 


般地讲，形如 


_ 

RiWj 


_ 

P{w ) 」心 


⑴ 


的积分 称做椭圆积分 ，其中 J ? 是它的那两个变元的有理函数， p ( w ) 是三次或四次 
多项式.在个别的情况下，这个积分可用初等函数表出，例如积分 



zvdw 


W 



2 


ln ( 


w 



w 



+ C. 


这时它称做 伪椭圆积分. 


般地讲，积分 (1) 不能用初等函数来表出.可以证明％利用初等的代换和变 


换，椭圆积分可化为下列 


种形式之一: 



dw 


(1 — W 2 )(1 — k 2 zv 2 ) 



1 Z.2 2 

~Z 2 ~ dzv ， 

l — W 



dw 


⑵ 


(1 + Iw 


2 


( T 1 


w 


)(1 — k 2 w 


其中々 与 / 都是常数.积分 (2) 分别称做勒让德形式的第一种、第二种及第三种椭圆 


来 


譬如可看菲赫金哥尔茨，第二卷. 
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积分.数值纟称做 椭圆积分的模 

代换 


W 


sin cp 


⑶ 


将积分 (2) 变到三角形式 


dcp 


/I 


一 k 2 s \ 2 


sin cp 


V 1 — k 2 sin 2 cpdcp ， 




dcp 


⑷ 


J 


(1 + / sin 2 < p)V 1 — k 2 sin 2 cp 


变元 ^ 称做椭圆积分的振幅 .对于呈 (4) 的形式的积分，我们采用下列记号 


F(cp ， k) 


9 


dcp 


0 V 1 — 是 2 si 2 


E{(pyk) 


C9 


sin (p 


o 


V 1 - k 2 sin 2 (pdcpj 


n{kj,cp) 


<p 


d(p 


⑸ 




/ sin 2 cp ) y \ - k 2 sm cp 


具有振幅 ^ f 的积分特别经常遇到，它们 称做完全的椭圆积分 ，且对于它们之中的 
前两种，采用特别的 记号： 


常常还由关系式 



( 6 ) 


sina = k (7) 

引人一个变元《，它称 做模角 .第一种与第二种椭圆积分，视为振幅 p 与模角《的函 
数，都已编制有表可查.它们的对于间隔为1°而对于 a 间隔为5°的五位数值表，被 
引在 Hmce 、 3 mA e 、 Jlern 的函数表汇编 [14] 里.就在那里，有关于更详细的表的指示， 
以及完全椭圆积分的视为《的函数间隔1°的表(第177页），以及视为 P 的函数间隔 
0.01 自0到1的表(第180及182页）. 

在图219中，我们举出了在平面 = X = + &上，函数 K = K ( A ) 的当 A =0 


时等于 f 且在轴 Ai 的线段 ( l ， oo ) 上发生间断的那一分支的“地形面”.从图中可以看 
函数当 A = 1时变为无穷大，在点 A = 1它有一个支点.在“地形面”上标岀了模的 



# 


等值线(间隔为 0.2) 与辐角的等值线(间隔为一直角的0.01)，垂直的箭头表出坐标 
原点的位置. 


我们来更详细地谈一下在形式 (2) 时，即视为复变量 W = ship 的函数时，第一类 


椭圆积分 


Z 


dvu 


V (1 — 


W 


2 


)(i-k 


2 w 2 


( 8 ) 


的性质.在第39目中，我们已证实 过:这 积分的反函数，即雅可比函数 


w 


sn z 


sn ( z ， k ) ， 


椭圆正弦 

(9) 
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图 219 


是双周期的亚纯函数，就是说，是具有基本周期 


4 


dt 


%/ 


0 


V (1 - t 2 )(i — k 2 1 1 


4K ， 


2i 


dt 


( 10 ) 




V(t 2 -1)(1- k 2 t 2 ) 


UK ' 


的椭圆函数，这里 K 二 与 JT 二 分别是对应于模左与所 谓补模 


7 T 


k' —y 1~ 



cosa 


(id 


的完全椭圆积分 


要证实这点，只需在第一个积分中作代换 f = sinp ，于是它就变为 


F 


7C 

2 


，是； 第二个积分在作代换 


V \ ~ k 2 T 2 


后变为 


dr 




V(l-T 2 )(l-k / 2 T 2 


•我 


们还求得了在周期平行四边形内的 snz 的下列 数值: 


X 

y \ 

0 

K 

2K 

3K 

0 

0 

1 

0 

1 (12) 

K' 

oo 

1 

k 

OO 

1 

k 


且证实了它是个奇函数 
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sn ( - z ) — - sn 2 ：. (13) 

在图 220 中，我们作出了当 6 二 0.8 时函数 sn z 的“地形面”.从它可以看 岀：这 
个函数的极点位于点 z ^2 nK + (2 n +1)^1 处，其零点位于点 + 

处，其中 w 与，是任意整数(这完全同我们在第39目中所说的一致）. 



m 220 


从函数 (9) 的双周期性 推知: 反函数 Z 二 FU ，々) ——第一类椭圆积分，视为 W 

的函数——是无穷多值的.它的任一个值都可由其中的一个值附加某一个周期 ： T 二 
“K + ZzViT 而 得到： 


XV 


dw 


J 


V (I — w 2 )(l — k 2 w 2 


w 


dw 


o[o 


V (1 



w 


2 


)(1 一々 


2 w 2 


AnK + UnK' 


(14) 


在此， JL 表示连接点 0 与 W 的任意路径，而 L 是某一条固定的路径，譬如说，是直 
线段(与第8目中 Ln W 的类似的性质相比较）.在图221中表示了当 A =0.8 时椭圆 
积分 F ( W j ) 的一个分支的“地形面”. 



V 


图 221 
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在图中，位于平面 w 的点认，二 ± i 与 w = 士士上 面的那些支点，可以明显地 


看岀 • 


如果同前面一样，引入变量 p (振幅），使得 w = 则积分 (8) 变成积分 



「 dcp 

/ o o ， 

(15) 


0 V 1 - 是 'sirf p 

其反函数——椭圆积分 Z 的振幅一 

一有个专门的 记号： 


于是雅可比椭圆正弦可表为 

(p = am z. 

(16) 

w - 

r sn 2 : = sin am 2 ： 

(17) 


的形式，称做振幅 的正弦 ，这个名称与记号是由雅可比本人引入的，在现在采用较多 
的记号是 sn . 雅可比也讨论了振幅 的余弦 与振幅 的 △ 这两种 函数： 


COS 



z 


vT- 


XV 






sr\ z 9 


A am z —^J l — k 2 


w 


V1 — k 2 sn 2 z ， 


在现在对这两种函数通常使用记号 


(18) 


cn z=V 1 - sn 2 z , dn z=V I - k 2 sri z . (19) 

(按字母读 “c n z ” 和 “d n z ”）. 在图 222 中我们作岀了对于实数值变元 z = x 与 
不大的正数々的 sn ， cn 及 dn 的图像.注意:当 A =0时，从公式 (8) 推知 z = arcsin w , 
因此 sn ( z ，0) = sin z ，于是公式 (19) 便给岀 cn ( z ，0) = cos z ， dn ( z ，0)二 1 . 






图222 

可以证明 ：函数 cn ^与 dn z 同 sn z —样，是二阶的椭圆函数，且它们的基本周 
期分别等于 4 K ，2 K >2 K ? (对于 cnz ) 与 2 K ，4 K ? (对于 dn . 在这里我们只来 
举岀关于雅可比椭圆函数的微分法公式与加法定理，从这些可以明显地看出它们与 
普通三角函数之间的类似. 

要推得微分法的第一个公式，我们从关系式 (8) 岀发，从 (8) 得 


* 证明可参看 A. H.MapKymeBHM[ 1 ] ，第 II 章. 
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=V (1 — w 2 )(l — k 2 w 2 ) ， 

或，代入 w = sn z ，得到 


d sn 


z 


dz 


cn 2： # dn z 


要得到另外的公式，我们把下列两个可直接从等式 (19) 推知的关系式 


sn 2 z + cn 2 z — \ y ^ 2 sn 2 2 : + dn 2 z = 1 


求导数，于是得 


d cn 


z 


dz 


sn z dn Zj 


d dn 


2 : 


2 


dz 


—k sn 2 ： cn 2 ： 


( 20 ) 

( 21 ) 

( 22 ) 


注意:当 6 =0 时，公式 (20) 与公式 (22) 中的第一个，就变为众所周知的 sin 2 ：与 cos z 
的求导公式.我们还要指出 :如果 在公式 (22) 中，利用 (21) 式，将第一个式子中的 sn 
与 dn 用 cn 来表出，在第二个式子中，将 sn 与 cn 用 dn 来表出，贝！ J 从公式 (22) 可得到 
下列的关于 w = cnz 与 w = dnz 的微分方程 


- V (1 — zv 2 )(k 2 + k 2 u ) 2 ) ， 
dz 


— — ( 1 — XV 1 ) ( XV 2 — k 2 ) ， 

dz 


(23) 


其中 k ' 1-6 2 是补模.考虑到 cn 0 = dn 0 = l (这从 (19) 式与等式 sn 0 = 0得出）， 
而且 cn z 与 dn z 都是偶函数，我们从公式 (23) 可以看出 :这些 函数分别是下列积分 
的 反演： 


Z 


dxv 


rxv 


Z 


V (1 — w 2 ){ k ，2 + k 2 zv 2 ) 

dw 


(24) 


V (1 — 


w 


2 ^ / w 2 



-k 


n 


要导岀加法定理，我们利用下述方法，这方法的思想溯源于欧拉，是关于椭圆积 
分的研究的第一个推动力.遵循欧拉，考虑微分方程 


_ dw _+_ dco __ q 

V (1 — zv 2 )(l — k 2 W 2 ) "/ (1 ~ co 2 )(l — k 2 CO 2 ) 

用独立的方法求岀它的两个积分，再比较这两个积分，我们便得到所求的表达加法定 
理的关系式.其中的第一个积分可直接得出为 


dw 


V (1 - 


w 2 )(l — k 2 w 2 

要得到第二个积分，以方程组 




(1 — w 2 )(l — k 2 w 2 ) ， 

du 


^ (i ~ CO 2 ) (I — k 2 CO 2 ) ， 


(25) 


( 26 ) 
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替代我们的微分方程，其中 u 是辅助变量.把这两个方程求导数，得 


2 


d vu 
du 2 


w(2k 


2 w 2 


一 1 一是 2 ) ， 


d 


2 


CO 


du 


co 


(2k 


2 co 2 


-1 — k 1 ) ， 


由此有 


d 


2 


VU 


d 


CO 


d 


co 


du 


w 


du 


2 


du 


co 


chv 

du 


XV 


cico 

du 


2k 


9 



W 


CO 



从另一方面，由公式 (26) 得 


CO 


2 


dzv 

du 


2 


W 


2 


clco 

du 


2 


CO 


W 2 )(l — k 


2 U ) 2 CO 2 



因而以这一个方程除前一个方程，我们得到 


d 


du 


co 


dzv 

du 


m 


dco 

du 


2k 



CO 


dw 

du 



U ) 


dco 

du 


co 


dw 

du 


w 


dco 

du 


1 — k 


2 zv 2 co 2 



d , / dw 
Ini co 

du 


du 


VU 


dco 

du 


du 


ln(l — k 2 w 2 co 2 


由此得 


CO 


dw 

du 


w 


dco 

du 


C (1 —是 2 w 2 co 2 



于是，再利用 (26) 式，我们便求得了第二个积分 


W V (1 ~ co 2 )(l ~ k 2 CO 2 ) + 0) V (1~ W 2 )(1 — k 


2 


W 


\ — k 


2 w 2 co 2 


c 


(27) 


iv 


dw 




0 v^(l — w 2 )(1 — k 


2 w 2 


Z, 


(JO 


dco 


0 Y (1 — Ct> 2 ) ( 1 — k 2 OJ 2 ) 



由此有 w = = 将这代入公式 (25) 与 (27) 中，便得到我们的微分方程的积 

分，其形式为 


Z + C = C ， 


sn z cn ^dn 

\ — k 




sn ^cn z An z 


2 2 


sn z sn 



C 


(28) 


由于按照微分方程的解的唯一性定理，这两个积分应当可以从其中的一个推得另一 
个，故 C , 应当是 C 的函数，设 C l = cp(C) = <p(z+ ?) •将这关系式代入 (28) 的第二 

个方程中，并且为了要求得函数 p 的形式，还代入？ = 0.我们得 ^ U ) = sn 因此, 
最终形式的加法定理可写为 


sn ( z + () 


sn z cn fdnf + sn^cn z dn z 


l-k 


2 sri zsri 



(29) 


当是 


=0 时，这个公式就与众所周知的正弦的加法定理相一致. 
对于其他的雅可比函数，类似的公式也成立，如 


cn ( z + 


cn z cn ^ — snzsnfdn z dn ^ 


1 — k 


2 sn 2 zsn 2 



(30) 
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籲 


」/ . dn z dn C - 是 2 sn z snfcn z cn K 

dnU ”卜-- 


\ — k 



(31) 


从这些基本的加法公式，可得岀其他的类似于众所周知的三角公式的公式.它们可 
在，例如， A . M .) KypaBCKHft 的手册 [13] ，第76—77页中找到. 

最后我们注 意:由 于雅可比函数只依赖于一个(复数的)参数々，故它们的周期不 
可能任意选取.事实上是，只能任意给定比值， 




(32) 


或，完全一样，给定数值 



(33) 


于是数值 K 与々便可按下列公式来确定" 



我们画出 g 对于 P 的函数在区间(0，1)上的图像（图 223) .在这图中，实线是表示 g 
与 10 g 的图像，虚线则表示 g 在区间(0.999，1)上的图像，对于后一个图像^ 2 的值 
应当取上面的尺度. 



图223 

可是，在 HHKe 、 3MAe 和 Jlern 的函数汇编表中，有关于 g 的五位常用对数表，把 
它作为模角 a 的函数 ，其中 a 以矿为间隔，自0变到 90°. 从它们可对于给定的 g 求 

* 级数 (34) 都收敛，因为，按第 82 目的条件⑴有 Imf = Img = Ref >0, 因此 | g |<| l .公式 (34) 的 
推导可参看,例如, H . H . AxHe 3 ep [ ll ] ,第94—95页. 
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得々，于是再按完全椭圆积分的表求岀 K ——这样可以避免应用公式 (34). 

103 . 魏尔斯特拉斯函数函数 （ 1 ) 魏尔斯特拉斯函 数纪与 r 雅可比函数是二 
阶椭圆函数，在周期平行四边形内具有两个单极点.魏尔斯特拉斯构造了在周期平行 
四边形内具有一个二重极点的二阶椭圆函数.与雅可比函数不同，这些函数依赖于两 
个复参数，并且周期 r 与 〆 ，在只满足一个一般的条件 

Im — >0 (1) 

T 

下可以任意给定.魏尔斯特拉斯函数的性质类似于雅可比函数的性质.注 意: 在理论 
的讨论中，魏尔斯特拉斯函数几乎常常显得更方便，可是在实用问题中，雅可比函数 
比较更经常遇到. 

我们将证明一个辅助命题. 

引理 对于任何满足条件 (1) 的复数 r 与 〆 ，级数 



都绝对收敛，这里，求和式是对于除了 w =0以外的所有的整数值7?与，来取 
的. 

点、 T 二 〃 r + 位于平行四边形网的顶点上.首先讨论平行四边形 II ,，其上有 

8个点 ： T (图 224) .用/表示点 z = 0到 II ,上的点的最短距离，注意到对于这8个点 

参 

中的每一个点，都有 | 所以对于它们而取的和满足不等式 



类似地，在平行四边形11 2 上(图 224) 有 8 X 2 二16个点: T ， 它们之中每一个到原点的 
距离都不小于2/，因而对于它们所取的和满足 



图224 






一般地讲，在平行四边形 II ,,上有8〃 个点: T ， 它们与原点的距离都不小于 W ，因此对 
于 H 有 




这样一来，级数 (2) 的绝对值不能大于控制收敛级数 S f ，因此绝对收敛.引理 

得证. 

从引理推得 :级数 


绝对收敛，且在任一个圆 M < J ? 内，只要在这级数中去掉在这圆内具有极点的有限 
多个项，这级数都一致收敛(在这里数值〃= 〆 = 0也可以允许取）.实际上，只需考 

虑那些使得 | T |>2 i ? 的项，我们有 f <|，因而 




由此从引理就得到我们的论断. 

对于圆 M <1? 内的点把 /( z ) 表成 


f(z) 


S 

\T\<R 


(z-TY 



s 

\T\>R 


(z-T ) 3 


的形式，我们看出 ：第 一个和式是有理函数，在每一点： r 处有一个三阶极点，其主要 


部分等于而第二个和式，按刚才所证明的，是在圆 Id 内解析的函 

数.因此，可以 推断: / U ) 个是亚纯函数. 

再次，虽然 /( 幻具有基本周期 r 与/ .实际上，例如， 


/U + r)= 2 [ 2 -(T- r )]3 = / (z ^ 

因为： r - r 也是周期，且与： T 同时遍历所有的周期的总体.因此， r 是 /( 幻的周期， 
同样， 〆 也是 / U ) 的周期.而如果 f 是 / U ) 的任意一个周期，则从： r 是 / U ) 的极 
点，可以推断岀 T+T = r 也是个极点.从而 T = r - 了，即， f 是 r 与 〆 的整数组 
合，因此， r 与/是/( Z ) 的基本周期. 

这样， / U ) 是具有给定周期 r 与/的三阶椭圆函数.此外，它也是个奇函数.实 
际上， 

/(-之)二 S (了二 )3 :- s d — y y p :-/ ⑴， 
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因为 - 了与了 一 同遍历所有的周期的总体. 

从 / U ) 岀发，借助于积分法可以构造偶的二阶椭圆函数 :如果 A 与 Z 都是异于 

周期的点，则沿着连接 A 与 Z 且不含有周期点的曲线，将级数 (3) 逐项求积分，得到 



2： 


C + 


z 


f ( z)dz 


z o 


C 


2 



Az-T) 



在这和式中将具有 T = 0 的项分出，我们把上面这个等式重写成形式 


+ 忐二 c + 忐 - 士⑷ 

在这里，右端的函数在点^ = 0处是正则的，所以常数 C 可以选取得使右端当2 = 0 
时的值等于0: 




2 zq 







( z 0 - T )\ 



从⑷减去⑸，得 

/ x __1 J_ , 1 1 1 

pU ) — 2 ^ l(z - T ) 2 T 2 J • 

位于大括弧内的那个亚纯函数称 做魏尔斯特拉斯函数 ，用记号以幻来表示 


^(z) = ^2 + 2 [(之 一 T) 2 ~ T 1 .* 

级数 (6) 绝对收敛，因为对于充分大的 | 71，它的一般项的模由不等式 



来估计其中 A 是某一个常数.利用这个，我们证得€(幻是偶 函数: 


n ~ z) = z^ + ^1[^- (- T ) f ~(^ fy \ = nz)9 

因为以 - T 替代了，只归结于级数的项的重新排列. 

魏尔斯特拉斯函数的导数 



( 6 ) 


(7) 


ru) = — ? 一 — 

同按 (3) 决定的 / U ) 只相差一个常数因子，所以，它是具有周期 r 与 〆 的双周期函 
数.因此 

r(z + r)-r(z)=o 9 r(z + r / )-r(z)=o 9 

并且积分后，得到 

< §{z^t)~ < S{z) = C , f(z + T / )-f(z) = C l . 

在这两个式子中分别令_|与-4 ,且利用 eu ) 是偶函数这性质，得 c = 
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C 


0,由此推知 4 U ) 是具有周期 r 与 〆 的椭圆函数.显然，它是二阶函数，且在每 


个周期平行四边形内有一个二重极点在点 了处， 其主要部分是 


(z-T) 


导数 ru ) 是三阶奇椭圆函数.同在第101目中一样，我们可求得它的 


个零点 


/ 


是在点2： 


T T 


T 



/ 


T 


2，2， 


2 


处(这三个零点之和等于 


T 



/ 


T 


0 (mod 


T,T 


乃，这是按照第 


101目定理5应该如此的）.因此，这些点都是的二重点，所以值 




r 


2 






T 



/ 


/ 


r 


2 


e 2 




T 


2 


^3 


( 8 ) 


(同数值〜一样)是函数在汇合点所取的值.其他的值都是在两个相异的 
点所取的，因为在相反的情形下，我们还将在周期平行四边形内得到 ru ) 的另一个 
零点，而这是不可能的.在图225中我们画出了函数 fu ) 的“地形面”. 



图225 

要得到根据第101目的定理7为 € U ) 所满足的那个微分方程，我们求出这函数 
在 z = 0 的邻域内的洛朗展开式.对于任一个 了关 0,有 


(z-T) 


2 


T 2 


T 2 


1 - 


z 

T 


-2 


-1 





n 




+ 2 


Z 


n 


因此，利用表达式 (6)， 并由于是个偶函数，我们的展开式仅含有％的偶次幂， 
我们得到 


贫(之 ) 二士+ 3之 2 2 ++ 5 之 4 2 ’ + + 

引入采用的 记号： 

g 2 =60 XT+ ， g 3 = 140 2 ’+， 


(9) 


我们得岀所求的展开式的形式为 
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将级数 (10) 求导数，得 


貧 U ) 




g2 2 
20^ 



g3 4 , 
28 2 + 


( 10 ) 


r ⑴二一多+ |^ + 夸之 3 +…. (ID 

从展开式 (10) 和 (11) 岀发，组成货与，的有理组合，使其在周期平行四边形内没有极 
点，因而是个常数(第101目定理2)，我们就得到了所求的微分方程.我们有 

[ ru )] 2 =^| i — •」， 

KU)] 3 二 》 |i + 響 / + 餐 / +… |， 

因此，所求的组合就是 

[ 贫 D] 2 ~4[f(z)] 3 + g 2 ^(z) = - g 3 + c 2 z 2 + c 3 z 4 + (12) 

实际上， （12) 的左端是具有周期 r 与，的椭圆函数(第101目定理 1). 在周期平行四 
边形内它的唯一可能的极点是2 = 0.但是，如同 (12) 式的右端所表示的，函数在这个 
点处是正则的.因此，这函数是个常数，并且等于它在2 = 0时的值，即 - g3 . 这样一 

来，我们便得到了所求的微分方程 

[ r ( z )] 2 ^4 mz )] 3 - g 2 f ( z )~ g 3 . (13) 

前面我们已经求得了 ru ) 的零点，且表岀了以幻在这些点处的值——参看 (8) 
式.顾及到这一点，等式 (13) 可写为 

[ r ( z )] 2 =4 mz )- e i mz )~ e 2 mz )- e 3 ]. (14) 

比较公式 (13) 与(14)，按代数学中众所周知的方程的根的性质，得出关系式 


e { + e 2 + e 3 =0,e 1 e 2 -^ e 2 e 3 + e z e x = ~ ^ ye 1 e 2 e 3 = . 

记 = w ， 我们可把方程 (13) 写成 

dz _ _ 1 _ 

dw 4 w 3 _ g 2 w - g 3 

的形式，由此可推 断岀: 贫( z ) 是积分 


(15) 


2： 


之 0 


w 


dw 


W Q 


sj Axv 


3 


加 0 






g 2^ — g 3 


的反函数.在此令 & 趋于0,于是 U ； Q 趋于 oo , 便 得魏尔斯特拉斯形式下的椭圆积分 


Z 


VJ 


dw 


V 4 


XV 


g 2^- g 3 


它的反函数就是函数 PU ). 


最后，我们提出关于 P ( Z ) 的加法定理 




1 


4 




2 


(16) 


( 17 ) 
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而不加证明，它的推导可在，例如， H . H . Axiie 3 ep 的书 [11] ，第60 一 63页中找到. 

(2) 魏尔斯特拉斯函数 （与 a 在周期函数中，函数 I 是同相类似的，它 

sin z 


在它的周期点处也有二重 M ， 其主要部分是^ •由于 从函数 


cot Z 


Z 


Z 





sin 2 z 


z 


2 


dz ， 


(cot z )’ 


sin 2 2 : 


的类推，魏尔斯特拉斯利用下列关系式引入了函数以 z )(“ zeta - 函数”) 






Z 


f ( z )~ 


Z 


2 


dz ， 


^( z )=- f ( z ) 


(18) 


以贫 U ) 的展开成最简单分式的展开式 (6) 代替 ^ U ), 且求积分后，得到 



zeta - 函数是个奇函数.实际上，对于所有的 z ， 都有 

[ ?( 之 ）+ ?( - z)Y ^ ^(z) - z)=f(~ z) ~f(z)=0 9 

因此 ^( z ) + 以 - 2 ：) = C •令 z - K )， 从公式 (18) 得 C ==0, 因而 ^( ~ z )= - ^( z ). 

函数 cu ) 在周期 了处有 单极点，所以不可能是椭圆函数(第101目）.可是当改 
变变元一个周期的数值时，它只改变一个常数项，实际上，例如，对于任一个 z 都有 

l^(z + t) - =f(z) -f(z-h t)=0, 

对于/也有类似的情形，因此 


^(z + t) - ^{z) = 8 r) - ^(z) = S'. ( 20 ) 

在数值 r ，/ 与 Y 之间有简单的依赖关系存在.要得到这依赖关系，我们将 


?( 之)沿着具有顶点的平行四边形的周线求积 * 由于在这平行四边形内，函 


数只有一个具有留数1的极点 Z = 0,故这积分等于 2; n \ 另一方面，把沿着平行四边 
形的两对对边的积分合并起来，且注意到关系式(20)，得出这积分等于5 〆 -# r . 由 


此推出， 

St' — S t = 2m . (21) 

这个关系式是由勒让德得出的. 

根据与函数 


sm 2 ： 


ze 


z 

0 


cot z 



dz 


(In sin z )’ = cot z 


的类似性，我们引入 〆 幻 


魏尔斯特拉斯的 “ tr 函数” 


<y{z) 


ze 


S ( c (:) -士)& 

m 


I In aiz )}' 


CU) 


( 22 ) 


将 （ U ) 的展开式 (19) 代入，逐项求积分，且取指数后，得出 aU ) 的无穷乘积的表示 
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cU ) 二 ze ^ H ^ rhr ^] (23) 

从这表示式 看岀： crU ) 是在点 z = T 处有单零点的整函数.它是个奇函数，因为从 
(22) 式，利用 ？ U ) 是奇函数这性质，可以推 断岀： 

a { — z) — ~ ze\ l) f 以 二 一 1 dv — — a{z) . 

(我们作了代换 fw ). 从关系式 (22) 与 (20) 可得 

a{z^~ t) _ a(z) _ . 
a(z + r ) (j(z) ’ 

求积分并且取指数后，有 


a{z+ r)^a{z)e 8z+y 


将之= - f 代入这式子中，且利用 a (幻是奇函数这性质，得到 -1 二由此得 




它具有周期 r 与 〆 ，因为，根据公式 (24) ，并注意到 cr 是个奇函数，我们得到， 例如： 

g(z+T) = e 8 ^ + ^ + " + ^-^- a 2--%^ g ( z ) = g ( z ), 

此外，比值^在周期平行四边形内没有极点，因为分子中的每一个极点都是分母 

的同重数的极点，且分母的每一个零点也都是分子的同重数的零点（注意 = 
a^mod r ， 〆 ）） .因此，按第101目定理2,这比值是个常数，从而便得出所求的公式 
(26). 

公式 (26) 类似于有理分式函数的表示为分解成线性因子乘积的两个多项式的 
比.完全同样，可以证明与展开有理分式函数为最简单分式的定理相类似的定理 •.如 

果 / U ) 在基本平行四边形内具有极点2 = ^(々 = 1，2，〜，肌），其主要部分是 



f(z) = C + 2 { c kl ^(z~ ^ k ) - c k2 ^(z~ ^ k ) + ••- 

k=l 1 


+ (29) 

(3) 雅可比 d 函数 对于椭圆函数的数值的计算，以利用它们的借助于迅速收 
敛的级数来表达的式子较为方便.而在实际上，到目前为止,我们讨论过的所有的展 
开式都收敛得非常缓慢.这个空白可由雅可比的^函数来弥补，它们可用迅速收敛 
的级数来表示，而且所有的椭圆函数都可利用它们来表出. 

回到公式 (24) 上，且注 意到: 不难指出这样的一个整函数，它在变元改变一个周 
期时，得到同〃(幻一样的一个因子，就是 

( p ( z ) = e ^ C8z2 ~ 2iriz \ (30) 

实际上，我们有 

<p(z+r)= -3 (&2 D/( z+ i) = -<p(z)e d ( z+ ^). 

记^幻二^，显然，这是一个整函数，因为^与 P 都是整函数，且 < p ( z )^0. 

根据(24)，且也根据对于周期^的类似的关系式，因而有 


(p(z + t) 




0(:)， 


<p(z + t ) = ~ (p(z)e ~ ; 一 ~ ( 


t ) 


7 tl 


(p(z)e 


2mz 


(31) 


(我们利用了勒让德关系式 (21)) .公式 (31) 中的第一个式子，表明了 0 U ) 是个周期 
函数 • 


按第100目的定理4,周期整函数 0 U ) 在整个 z 平面上可用傅里叶级数来表示 


oo 

(p(z)= X) c k eikaa » 



(32) 
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其中 = _ .要确定它的系数，我们可利用 (31) 的第二个关系式与傅里叶级数展开 

式的唯一性定理，这在我们的情形下可从关于洛朗级数的对应的定理推得.在 (32) 中 
用替代 z ， 得到 

(jj{z+r)= y ] c k q lk e tkMZ , (33) 

k: 

其中 q = e ¥= e 4, 由此利用关系式 (31) ，求得 




e 


!arz f / 丄 f \ _ 2k i(k + 1 )axz 

(p{z + T ) - - 2^J C kQ e 


k 


这个展开式与 (32) 相比较，按唯一性定 理有: 


c k 


2k 


J 

- c k q , k 




0, ± 1，土 


为方便起见，我们记系数 A 


Cq 飞 ，其中 C 是某一个常数，逐次可得 



- Cg 7 9 c 2 


9 

Cq ^ = 


Cq ( 2 ~^ 


2 


c 3 


c ^( 3 -士) 


般地说， 



- l ) k Cq ( k ~^) 2 , 


k 


0，±1，±2, 


(34) 


(公式 (34) 的正确性容易用归纳法验证).代人展开式 (32) 中，最后得 


( P ( z ) = Ce ^ 2 (-1)、(卜士) 


e 




1 


(35) 


k: 


函数 0 U ) 同 雅可比 ^函数中的一个，即，按定义 




tJCZ 




TZ 


^ 2 (- D 


k q { k - Y ) 


e 


(2k ^ l)7riz 


(36) 


仅有非本质的差别.回忆起 au ) 


并利用公式( 3 6)与 (30) 我们便得岀 


魏尔斯特拉斯函数的用 A 来表岀的表达式 

a(z)=~iCe^d 


Z 

T 


为了要找岀在这里所引入的常数 c ， 我们把这个关系式对于 z 在点 z 


0处求导数， 


并且注意到，由于 (23) 式 (/⑻ 


1，我们就得到1= 


以⑻ 


r 


，由此有 


re ^ 


Z 




(37) 


注意到 aU ) 的已知性质，我们现在可以推断出：义（幻是奇的周期整函数，具有周期 


/ 



，且在点 z = w 处有单零点. 

T 


/ 


因为按照我们的条件有 lmf >0, 故从 （33) 式得出 | g | 二 e 


f ^ Cl ， 因此， 


来 


A (2) 具有周期2这一事实，容易从 (36) 看出，从而也可看出 ^( z + D ^- dxiz ). 
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A U ) 的级数 (36) 由于在它的项中有因子的存在而迅速地收敛.另一方面， 
由于 f 可用化 表出，而且我们已知道，任一椭圆函数都可用 cr 函数来表出，故任一椭 
圆函数都可用 A 表岀.这样一来 J 函数果然补足了在这一段开头时我们所说到的 
那个空白. 

除了 AU ) 之外，还要引入三 个雅可比 6 函数： 



所有这些函数都是整的偶函数. 仏 U ) 具有周期2,而 AU ) 与 AU ) 都具有周期 1. 
魏尔斯特拉斯 &函 数均可用它们来表岀，其与公式 (37) 所差的，仅是在左端要把 cr 
换成^，在右端中要把 A 与％换成函数 久 + 1 与乂 +1 . 

如果令 /c = - f ‘ (按照我们条件 Imf >0,这个量是正的)，那么由 （33) 式我 

们得到 g = ^ '因此雅可比 d 函数依赖于 / c 像依赖于参数一样，并且常常用标记 
4 U ，/ c ) C ; = l ，2,3,4) 表示它们.对级数 (36) 和 (38) 求导，我们得出，这些函数满足 

微分方程 

> = 1,2,3, 4. (39) 

这样，譬如， 



沪汐 3 

^7 



= -4 tt 2 2 q k2 k 2 e Mz ， 

k = 一 00 


由此就得出 j 二 3 时的 (39) 式. 

在前面已经证明了，任一个椭圆函数都可用函数来表出.我们将不加证明地 
引岀下列的关于雅可比椭圆函数的表达式 



在这里，出现在0函数的定义中的那个常数 g 应当不是取 〆 ^的形式，而是取的 
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形式，这与前一目中的公式 (33) 相一致.用^函数还可表示岀岀现在雅可比函数的 
理论中的数值 K 与々，即， 


K 


TC ^9 


2 


咐0)， 


k 


义⑻ 

Ojo) 




(40) 


(这同前一目的公式 (34) 相一致）.公式 (39) 与 (40) 的推导可在，例如， H. H. Axnesep 
的书 [U] 中找到. 


104•例•应用 （1) 椭圆 


X 


a 


2 



:V 


2 


h 


的弧长的 计算可化为椭圆积分实际上，对应于横坐标 


自0变到: T 的那一段弧的长，等于 


/( 了） 


71 





0 


: y 


2 dx 


a 


a 





\- k 2 


t 


2 


—t 2 


(it , 


( 1 ) 


其中 f = 1 和 P 

a 


a 


h 


.这是勒让德形式的第二类椭圆积分(参看第 102 目的 (2) 式）.椭圆的全 


a 


长可用完全椭圆积分来表岀 


4 a 


0 



\ — k 2 1 2 


^7 


dt = 4 aE ( k ) 


⑵ 


这种情况就说明了我们称它们为椭圆积分而称它们的反函数为椭圆函数的根据. 

(2) 椭圆坐标也与椭圆函数联系的 为了要引人椭圆坐标，我们考虑方程 


X 


2 





2 


P 


a 


p - b 


2 



Z 


2 


p _ C 


— 1 = 0 , 


⑶ 


它是 ^ 的三次方程，且当固定了 Id 与 ^ 后，具有三个实根 A ，/ i ， V ，满足不等式 


A > 


a 


〉"〉6 2 > v 〉 c 2 • 


这三个根就称做点(: r ，： y ， z ) 的椭圆坐标.坐标系 （ A ，/ i ， v ) 是 
正交的，因为曲面 A = const , fi - const 与 v = const 分别地代表共 

焦点的椭圆面、单叶双曲面与双叶双曲面，就是说，是互相正交 
的三个曲面(图 226). 




li 






不难导岀用椭圆坐标来表出笛卡儿坐标的公式 


来 


x 


y 


(A — a 2 ){ fj . — a 2 ) {v — a 2 ) 

a 2 - b 2 )( a 2 — c 2 ) 

(A ~ b 2 )( u ~ b 2 )( v ~ b 2 ) 


m 




：：hi 




( b 2 ~ c 2 )( b 2 


> 


a 


z 


(A - c 2 )(/u ~ c 2 )(v — c 2 ) 
( c 2 — a 2 ) ( c 2 ~ b 2 ) 


⑷ 




•V 


我们还要指岀，如同在向量分析的教程中所证明的，在用椭圆坐 
标时，拉普拉斯方程具有形式 


图226 


^为此，只需将 (3) 的左端化成公共分母，并注意到这时分子中得到一个最高项系数为 - 1的关于 p 的三次 


多项式，把它分解成线性因子 


X 


2 



:V 


z 


P 


a 


_ _ _ 1 _ - (p~ X)(p - v) 

p — b 2 p~ c 2 (p — a 2 )(p-b 2 )(p-c 2 ) 


要得到 (4)， 只要分别乘两端以6 2 )，（^0- c 2 )， 再分别令^^^，/便是了 
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其中 




du 

d \ 


y — X d 
江 iI A 



又一芦 a f rr 

n x n ^\ Uv d ^ 



(5) 


n p = V (p - a 2 )( p ~ b 2 )( p ~ c 2 ) , ( 6 ) 

而 1 I A , …分别是由以 A , …替代户而得到的. 

除了椭圆坐标 A , 之外，还要引入另一种坐标〜/?， y , 这种坐标是借助于魏尔斯特拉斯函 
数^与椭圆坐标相联系的.为此，最容易的是由方程 

鬌 

p = f ( a ) + A (7) 

来引进变量 a 以代替卜其中 A 是某一个常数.用^ 乂 2 与^来表示由在的表达式中以 (7) 替代 
p 而得到的那个多项式的根，于是 

n 2 p = ( p ~ a 2 )( p ~ b 2 )( p - c 2 )= |^( cr ) - e x l {^( a ) - e 2 I |^(< r ) ~ e 3 \. 

由此看 出：当 p = a , b 2 , c 2 ^ = e x ， e 2 ， e 3 .将这代人 (7) 中， 求得: a 2 = q + A , b 2 = e 2 

+ A ， c 2 = e 3 + A ， 从而由相加便得到 


A = ^-( a 2 + b 2 + c 2 ). 


新坐标 a ，/?， y 定义为当以^^々，//^代入门^寸所得到的^的数值: 

A —^( a ) + -^-( a 2 + b 2 + c 2 )， 


由此得到 


jul =^( P ) + - g -( a 2 + b 2 + c 2 ) , ^ 

v=^{y) + \{a 2 + b 2 + c 2 ). 》 

A - a 2 — f ( a ) + A — a 2 —^{ a ) — e \ ， 



对于其他两个差数也有类同的关系.把这代入 (4) 中，便得出从坐标 ( 《，/?， y ) 变到笛卡儿坐标的变 
换公式 



(ei - e 2 )(ei - e 3 ) 

\ na )- e 2\\ f ^)- e 2 \\^( y )- e 2 \ 

(e 2 ~ e 3 )(e 2 - e x ) 


(9) 


z = 


meO- g 3 im/?)- g 3 l^ ： y)- g3 l 

(^3 ~ ^1)(^3 ~ e 2 ) 


有益的是 指出: 按照第 103 目的公式 (14), 表达式 (9) 的右端都是单值函数的平方，因此: r ,3 sz 是 
坐标 a , Ay 的单值的解析函数. 

再者，从 (8) 式以及第103目中关于函数^的微分方程(13)，我们 得出： 


da = J _ 逆=丄 dy = J _ 

dX n x 9 dfi II M ’ dv n v ’ 

因此，例如, = 因而在用新坐标时,拉普拉斯方程(如果在其中还按照公式 (8) 来代换差数 


(户- V )，…)具有 形式: 

my)-n 州 0+ WU )- ny ) l _ + m /?)- na )!_= o . ( 10 ) 
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(3) 两个圆形电流的互感系数 按定义等于 


M 


c 


cos ( PT.Pr 

w 


dscis = 



2n 


2ir 


cos ( (p ~ cp ) 


r 


dcfd(p , 


其中那些记号的意义从图 227 中即可明了.用 Q 表 示点 〆 到下面那个平面上的射影(在图227中 
没有画岀），于是 


r PQ 2 +PQ 


2 


V h 2 + a 2 + a 2 — 2 aa cos ( 


再引入一个新变量 T = Cp / ~ cp + K 来代替 〆 ，于是，按照 
周期函数积分的已知的性质，再把关于 r 的积分上下限 

7 T - — 沪用 0,2? r 来替代，得到 


M = 


aa 


2tt 


0 


d(p 


2n 


cos(r - 


7 T 



0 


r 


Aaan 


cos vdv 



0 V a 2 + a 2 + b 2 + 2 aa ' 



T 


或，作代换 r = 2 f ， 得到 


图 227 


M = S7caa / 


T 


(2 sin 2 1 - \ )clt 


0 V {a + a ) 2 + b 1 — Aaas \ 


sin 


如果令 


k 二 


2 / 



V (a + a ) 2 + b 2 


则最后我们得到 


M = An (a + a ) 2 + b 2 


7t 

T 


0 


V 1 — k 2 sin tdt + 


+ k f 


2 


2 


dt 


0 Vl 


々 2 sin 


2 


4 tt \f (a + a ’) 2 + 6 2 j ^ — K - E 


( 11 ) 


(4) 把上半平面映到给定的矩形上的共形映射 在第39目中我们讨论了把上半平面 Imw > 
0映到平面 z 中的矩形上的映射，矩形的边长由雅可比椭圆函数的 参数々 的选取来确定.在这里, 


我们将设矩形是任意的，其边长为 a 与但把它安放得使它的顶点落在点 ± f 与±"| +必上.所 


求的那个映射由函数 


Z 


=C 


dw 




0 


V ( 1 **• XV 2 )(1 ~ k 


2 w 2 


来实施，并且，要确定参数々与 C ， 我们有两个方程(参看第 39 目中的 (1) 与 (2)) 


a 


= 2 C 


dt 


0 v (1 — )(1 - k 2 1 2 ) 


= 2 CK ( k )， 


> 


b — C 


T 


dt 


V ( t 2 - 1)(1 - k 2 t 2 ) 


= CKik '). 


从这些方程我们首先求出 


2b 



a 


K ( k ) 


Kj q = e 


_ 2 油 

二 e ~~ , 


( 12 ) 


(13) 


[ 104 ] 


§4 椭圆函数 


565 • 


然后根据已知的从图223中，或从在页551上所引用的函数表，或第102目的 (34) 中的第二个 
公式，来求出 A 2 . 知道了 々后 ，可按完全椭圆积分的表，或借助于第102目的 (34) 中的第一个公式 
直接根据^来求出 K . 最后，知道了 K 与 a 后，从 (13) 的第一个公式可确定 C . 

作为例子，我们来讨论把上半平面映到具有边 a = 6 = 1的正方形上的映射.我们有 k = 参 

看[14])，因此 e ' 2 "^0.001 87 ,log 9 = 3.271 84; a = 9°53 '， K = 1 .582 5.因此 ， C = g = 
0.315 9,^ 2 = sin 2 a = 0.029 45,从而所求的映射是* 

=0 IIS Q 「 - — - 04 、 

■ Jo y(l- w 2)(l-0.029 45^ 2 )* 

如果不要求很大的精确度，那么在解矩形映射问题时利用下面的表是方便的，这表是从 Mope 
和 < Dem 6 ax 的书 [16] 中借用来的 4 


1 K 

K K 7 

0.0 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

1.0 

K 

1.571 

1.571 

1.571 

1.571 

1.573 

1.583 

1.604 

1.643 

1.699 

1.768 

1.854 

■ 

oo 

15.71 

7.855 

5.237 

3.933 

3.166 

2.673 

2.347 

2.124 

1.966 

1.854 

k 

0 

0 

0.00156 

0.021 3 

0.078 4 

0.171 

0.265 

6.407 

0.520 

0.622 

0.707 

k ， 

1.000 

1.000 

1.000 

1.000 

0.998 

0.985 

0.965 

0.913 

0.853 

0.784 

0.707 

a 

0 

0 

5.4 r 

1°11 .r 

4°30 ， 

9°50 / 

15°22 f 

24°0 ， 

31。23' 

38°30 , 

45° 


0 

0 

0 

0 

0.000 4 

0.001 9 

0.005 3 

0.011 4 

0.019 7 

0.030 7 

0.043 2 


这样,在上面考虑的情形丄 = 0.5 中，从这表中可以找出 6 = 0. 171，由此 P =0.029 2,再者 

K 


K = 1.583,由此 C = & =0.316. 

在々不大(0<6<0.1)时足够好的近似是=4/7.在 / c > l 时分别取 / T ， 〆 和90°- 
a 代替 K ， 々和 a . 

(5) 把具有裂缝的平面映到圆环形上的共形映射 (图 228) 首先考虑把上半 z 平面映到具有 
顶点土 K ， 土 K + f / T 的矩形上的映射 


z — sn( co;k). 


(15) 


将映射 (15) 通过线段 AD 而延拓，我们得到一个把去掉了射线 M > l，y = 0的 z 平面映到平面 


aj =^+ irj 中两倍大的矩形上的映射.函数 w 把这个矩形映射到圆环形 e -4<\ w \< e ^ 

上，并且点 fir 黏合在一起.而这表明 :复 合函数 



e 分 



ex p r 


dz 


V (1 — 2： 2 ) (1 — k 2 Z 2 ) 


(16) 


实 施了我们所求的映射.这时，右面的线段 AB 变换成圆环的外面那个圆周，而在左面的线段 CD 
变换成里面那个圆周. 


* 注意到，当我们所讨论情形中矩形是正方形时，参数 A 是准确决定的.也就是可以证明，点 - j - 1，1， 
^的二倍比等于-1，也就意味着 k =3 - 2 V 2. 由此是 2 = 17- 12^2^0.029 437 - 

K 
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一 KHK 


K+iK 


一 K—iK 

b ) 



K-iK 



图228 


OO 


(6) 把上半平面映到图 229 中的区域上的共形映射设点^ = 0，1，00分别变换成 1£ ；二0,0, 
，于是，实施所求的共形映射的那个函数，可写成施瓦茨-克里斯托弗积分(第37 目） 的 形式： 


zv = C] 


Z 2 -b 2 


0 



dz ， 


z 


2 


- 1 ) 


Z 


2 


F 



图 229 


其中 c , >0,6>1 与是应受定义约束的某三个常数.在简单的变换之后，这个积分可重写成 
第一类椭圆积分与第二类椭圆积分的组合的 形式： 


w = C 




其中 c 是某一个正的常数.要确定这些常数，可利用点的对应关系 ： = 与 

z = b，w = h + ia . 从第一对点的对应关系得到 

h = C \( k 2 b 2 ~\)K + E \, (18) 

其中的尺与£:是对应于模 々的第 一类与第二类完全椭圆积分（参看第102目）.从第二对点的对 

应关系，注意到关系式 (18) ，便 得到： 

0= ( k 2 b 2 - 1) K X + E , = k 2 b 2 K ' - E ' , 


(19) 






其中 K ^ Kik ^. k ^ 


(参看第 102 目），而 


Ei = 



T 


\^¥7 

P -1 


dt = K ，一 E ， 


( 20 ) 


且£、£( 〆 ）要确认最后这个等式，只要在积分中作代换《= 


1~ k 


k 


a 2 


r 便够了 .最后，注意到关系 


式(18)，由第三对点的对应关系，当椭圆积分化为具有小于1的积分限的积分后这只要在第一类的积 


分中利用代换之= 


1 — k 




，在第二类的积分中利用上面括弧中所指出的代换，就可做到，给 出: 


a = C | U 2 6 2 - 1) F ( 〆 ， 〆 ）+ IT + £ U "， 〆 ）！， 


( 21 ) 


其中 sin a " — b 2 ~ 1 ，sin ot ' = ~rj 

ok k 


1>是 2 6 2 .从公式(18)，（19)，(21)，可近似地求出未知量是， 


6 与 C . 


(7) 两个矩形电极的静电场 （图 230) 作把上半^平面映到这电场的上半部上去的共形映 


射，并使其具有标明在图230中的点的对应关系.施瓦茨 
克里斯托弗积分具有 形式： 


y 


A 


B 


E 


F 


Z 


=C 




0 


vW 牝 


( 22 ) 


即，是第二类的椭圆积分. 从点 z = l，w = h 与 z = 



W 


c 

_h 


x 


—\/k — 


a +心的对应关系，同在前一例子中一样，可以求得 

h = CE ( k ), a = C \ K ( k ， )~ E ( k / )\. (23) B 

由此，以其中的一个方程来除另一个，我们便得到用来确定 - 

模々的关系式.再从 (23) 中来求出々，我们便可求得 C . 

按照对称原理，积分 (22) 的反函数给出了把整个静电 

场区域映到去掉了射线卜0的平面（上的共形映射.函数 


C 


D 


E 


m 




图230 


VJTW 


?= ^Sin 


=—sh 



2 V 


(24) 


实施把带形 - V<Im V 映到上半 （ 平面上的映射.这时，带形的下界线对应着左边的那条割 

痕，而其上界线则对应着右边的那条割痕. 

因此，公式 (22) 与 (24) 给出了电场的复电位的参数表示，这电场是在左边的电极带有电位 
- V ，而右边的电极带有电位 V 时得到的.电场强度向量是 等于： 


E = 


.dw 一一 • dzv dX _2 V 

l di ~ 一 


l-k 2 l 


(25) 


(8) 位于矩形内部的点电荷的静电场 设电量为 g 的电荷位于具有能导电的墙壁的矩形0< 
: r < f ，0<： y < i 的内部的点处(图 231) .电场的电位17是一个除了在点 f 处外在矩形 


内部处处调和的函数，在点（处它具有型的奇点，在矩形的墙壁上它等于0.墙壁的影 

响可用由 g 对于所给矩形的墙壁的反射而得到的电荷组来替代（图 231), 这就等于把函数 
延拓到整个平面 z 上. 
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iy 


r 




—q 

q 

•q 

o 

m 


r+iV—C 


q 

一 q 

o—q 

• 

9 P 



O-q 


图231 


在这样的延拓之后，函数1/将是具有周期 r 与 〆 的双周期函数，这时在点 f 以及 


与它们同余的那些点处，它具有•型的奇点，而在点 r +？处，它具有 
2(? lnU -? l 型的奇点.设 V ( z ) 是与 UU ) 共轭的函数，于是 


w = f ( z ) = er q (u+iV) (26) 

是具有基本周期 r 与 V 的椭圆函数，并且分别在与点？， - ？与同余的那些点处具有单的 
极点与零点.按照第101目的定理，函数 / U ) 可利用魏尔斯特拉斯的 (7 函数来 表示： 




(27) 


(在这里，由于在公式 (26) 中我们关于 U + iV 的乘因子的选择，有 C = l ) .所求的电场的电位是 


U ( z ) = 2 qRe In 


( j ( z + \) o { z ~ ?) 


(28) 


(9) 阿希泽尔-戈卢金公式 在结束时我们进行对实施把圆环映到由两条多边形周线围住的 
二阶连通区域 D 的共形映射的公式的推导.这一公式类似于第37目中的施瓦茨-克里斯托弗公 
式;它在20世纪30年代由阿希泽尔-戈卢金(见 [ 11 ]) 独立地求得. 

为了确定起见我们假设，平面 w 的区域 D 包含无穷远点，也就是说，它是两个没有自交点的 
闭多边形的外部，我们用 r Q 和 D 表示这两个多边形.两个多边形的顶点 A ,， A 2 ，…， ，我们用通 

常读数法进行这样编号，使得以自然顺序绕行它们时，区域 D 保持在左边.如在第37目中一样，相 


对于 D 的内角在顶点 A 上我们用 W 7 r (0<%<7 r ) 来表示.根据多边形外角和的基本定理 


2 (办 ~ 1)=4. (29) 

我们寻找圆环 K : r < | z|<l 到 D 的映射，其中数 r (0< r < l ) 应当在解题过程中确定(见第 
35目的萣理3及其后的注）.假设圆周 C 0 : UI =1 转变到周线 r 。 ，而圆周 C ,：\ z\=r 转变到周线 

A .点恚的原像用^表示 U = 1 ， 2 ，…， 72 ) ， 通过 z 二 a 表示点 = oo 的原像.不失一般性可以认为 

a 在正半轴上，亦即 r < a < l . 

映射函数 W = / U ) 除了点 z = a 以外，在环 K 中处处解析，在这一点它有一阶极点(根据映 
射的单叶性）.由于这函数连续延拓到边界，并且把圆周 C c 和(^位于两个相继点&和& + 1 之间的 

任何的弧变换为直线线段，所以对它可以用第35目的对称原理.根据这个原理我们把函数 fix ) 
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延拓到环丄，并且它在那里除了点 z = 以外是解析的，而在这一点它有一阶极 

r a 

点.这函数把环 K _ 1 共形映射到区域 D __ t ，而这 D _ t 是由 D 在多边形八的一条边上经过反射得到 
的.完全同样方式我们把这函数延拓到环 K l ： r 2 <\ z \< r 内，一般说来延拓到环^：^ + 1 <|^|< 
以户 0，±1，±2, …; 环 = 内.如在第37目中一样，我们得到具有分支点在弧的端点七和 
相对于环 K , 的边界圆周与它们对称的点，并且在点 a 和与其对称的点上有一阶极点的多值解析函 
数. 

在平面 w 上一些直线中的等于26的偶数次反射归结为线性变换 c ，而在平面 z 

中与它对应的变换是因此多值函数 / U ) 的分支，为简单起见我们用同一字母表示，应该 
满足关系式 f ( r 2 k z ) = b k f ( z ) + q . 将它求导两次，并且取第二次导数对第一次导数的比，我们得 

出 

2kf ( r lk z ) _ f ( z ) 

r Jl^z)~7W) 

(与第 37 目中施瓦茨-克里斯托弗公式的推导相比较）.由此看出，函数中 U ) = Z ，满足关 

系式 

0( r 2 k z ) = 0( z ), 々=±1,±2,… (30) 

与函数 / U ) 的分支的选择无关，亦即是单值函数. 

如果函数 0 U ) 的自变量乘 r 2 , 它不改变.为了使它转变为周期函数，我们固定某一数 W >0, 
并且令 


9 (z) = 0(e^ z ). ( 31 ) 

根据步 U ) 的单值性和指数函数的周期性我们得到 




+ 2aj) = ^>(e 2 


< P ( Z ) 


如果选虚数 c */， 使得有 




r 


，那么函数 0 U ) 的性质 (30) 给出 


<p(z + 2co’) = 0( r 2 e^ z ) = (p{z). 

由此可见，函数是具有周期 2 a > 和 2 a /的双周期函数. 

我们来讲清楚函数 pU) 在其周期矩形内，醬如说，在矩形 e<Re z<2co + e 9 e<lm z< 
+ e 内的奇点的特征，其中 e >0 不太大(我们取稍许移动的矩形，为了在它的边界上没有奇 


点) .在映射 2= ㈣ 应于这矩形的是沿射线扯有割痕的环 Ar2<|Z|< _^ 


^$<1，并且接近于 1) .函数少 ( Z ) 在此环中的奇点是位于圆周 C Q 和 C , 上的点 aU = 1，2, …， 


幻，还有点 a 和如在第37目中一样，我们将发现，函数 /( Z ) 在点化的邻域内容可以展开成形 
状 

/( Z ) = ( Z - a k ) a ^ { c 0 + Ci ( Z - a ^) + •••[. 


而在点 a 和 i 的邻域内 

a 


f ( Z ) = 


A / 


Z - 




Cq + c \ (Z — a ) + 


f ( Z ) = 


A 


aZ — 1 


+ C q + C \ ( aZ 一 1) + 


• • • 
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由此，对于函数少 ( Z ) 二 Z 



^相应地我们得到 ^>( Z ) = a k Qk 


./ ⑵ 


Z — a 务 


+ 


• • • 


, o ( z )= — 


2a 


"L — a 


+ 


< P ( Z ) 


2 


aZ — 1 


+ …(用这些点表示展开式的正则部分）.在这里重新令 0 ( Z ) 


( P ( z)y 


我们用4 =4 ln 〜表示 对应于〜的点，并且我们注意到 

7 U 


Z - a k = a k ( 


e 


- z t ) ，、 兀 l 


co 


- 1 ) = 




我们得到 pU ) 在点 &的邻 域内的展开式 


9 ( 幻 4 ^~ x + 


» #参 


m at 1 

z — — in a k 

Kl 


完全-样在对应于点“和士的点 f 的邻域内我们得到 



Z 


Q ) 

rci 


2 


+ 


CO 


， < p ( z )^ 


CO 


2 


+ 


2： 


m 


7 In a 


TCI • 0) 


z + — rln a 


m 


由此可见，双周期函数 pU ) 在其周期矩形内所有奇点是极点，因此，这函数是椭圆函数.所有 
这些极点是单的，并且它们的留数之和，根据关系式 (29) ， 


n 


^ I 2( 心 -1) - 4| = 0, 


是=1 


对椭圆函数来说应该如此.利用第103目的展开式(29)，我们能够通过 （ 函数来表示 



Z 


卜盖1)?( 

k = 1 


z — ^ r\n a k 
m 


2 co 

7 ti 



z 


7 i {na )~ 


2 co 


m 



z + -^rln a ) + C , (32) 


TCI 


其中 c 为常数. 


现在我们回忆起， 〆 会 • In 


Z 




O ( z ) 




z 


m 


，并且考虑到按照第 103 目中公式 (28) 



CO 


- m 


r(ln z ~\n a k ) 


Kizd \ nal^\n Z 


CO 


dz 


m 


(ik 


把它代入 (22) 式，我们得到 


f ( z )_ 
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由此，经过积分和指数化，我们求得 / U ) 通过 a 函数的表 达式: 
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f ( z ) = C 


U- k 
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ak 
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用 0 函数来代换 a 函数，根据第 103 目公式 (37)( 在公式中 


T 


2~)，我们有 
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/(z) = Cz c 


n >; 
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*=i 


2^ { n f k 



2 m 


：ln 




2 m 


：ln 


az 


其中是常数.我们略去可以证明 c = 2 的讨论(见 [11]). 再积分一次,我们得到把环 r <| z | 


<1映射到含有无穷远点的二阶连通多边形区域的共形映射的最后 公式: 



完全同样证明，把环映射到有界二阶连通多边形区域，这区域顶点八处的内角（相对于区域 
讲)等于叫 r U = l , 2,…，;0,类似于 (33) 的映射 公式: 

/( Z ) = c | (34) 

我们注意，如施瓦茨-克里斯托弗公式一样,这些公式含有未知参数 （ c ，^和 r ) ，它们应该在 
解题过程中确定.确定它们的难度限制了这些公式的实际应用. 
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薄板撞击水219 
补模546 

布尔曼-拉格朗日级数339 

C 

场的环量191 
场的汇190 
场的旋度(祸量 ） 191 
场势能192 
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超几何方程 497 
超几何级数497 
乘法定理403 
乘法定理的对偶定理405 
重调和函数223 
初等函数泰勒展开式48 
磁场216 

D 

达布方法387 
达朗贝尔-欧拉条件11 
代数学的基本定理363 
带有流股障碍的绕流209 
单点7,164 
单源层势能195 
导数的辐角82 
导数的模82 
等值线164,288 
狄利克雷问题171 
地下水327 
点的重数7 
电多极子198 
电机间隙内磁场216 
电缆450 
电流磁场204 
电四极子198 
迭代法186 
杜阿梅尔积分404 
断片法330 
对称原理124,170 
对数21 
对数导数62 
多重点7 

F 

反常积分42 
反三角函数27 
反双曲函数27 
反演6,99 


菲涅耳积分357 
分式函数60 
分式线性映射97 
分数指数法则416 
分支 16,18,23 
辐角原理63 
福克公式521 
浮力的计算315 
复变函数的积分28 
复合函数8 
复平面66 
复数2 
复数乘法3 
复数的福角4 
复数几何描述4 
复数开根3 
复数幂3 
复数模4 
复数指数形式20 
复势能200 

傅里叶-贝塞尔公式459 
傅里叶-贝塞尔级数508 
傅里叶变换454 
傅里叶变换，反演公式454 
傅里叶级数338 

G 

格林函数177 
共轭复数2 
共轭调和函数160 
共形映射78,81 

带形〜到单位圆108 
带有水平割痕的带形的 
单位圆〜到“星”外部 
单位圆〜到自身106 
第二类〜81 
多边形的〜134,570 

二次曲线所围区域的〜 
〜，基本问题83 
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〜，角保持性质81 
〜，唯一性定理126 
〜，圆性质81 

具有割痕的带形〜到带形146 
偏心圆环〜到同心圆环114 
去掉两条射线的平面〜到带形11 
去掉一段线段的半平面〜到半平面109 

去掉一段半径的圆〜到单位圆110 

* 

去掉一个弓形的半平 面〜到 半平面116 
去掉一个月牙形的带形〜到带形119 
去掉一些线段的平面〜到在实轴上去掉 
一 些线段的平面132 

去掉一些线段的上半平面〜到上半平面 

109 

去掉一些线段的单位圆外部〜到单位圆 

外部 no 

上半平面〜到单位圆105 
上半平面〜到矩形114 
上半平面〜到自己108 
十字外部〜到圆外部129 
一 段弧外部〜到圆外部115 
圆〜到去掉一些射线的平面91 
圆〜到五角星内部152 
孤波324 

关于倾斜直线的绕流216 
广义乘法定理405 
广义函数的载体421 
广义幂级数72 
广义像原函数423 
广义最大最小值原理169 
规范函数系476 


H 

函数的基本周期537 
函数的留数60 

函数的对数〜62 
函数在 oo 处的〜67 

函数的像(按拉普拉斯 ） 393 
函数的周期535 


函数的自然边界70 
函数序列的一致收敛性41 
汉克尔变换459 
汉克尔变换，反演公式459 
汉克尔函数509 

赫尔德条件86 
赫尔维茨准则364 
赫维赛德方法391 
混合型微分方程263 


击穿理论279 
机翼上升力316 
积分变换388 
积分的一致收敛性43 
积分余弦336 
积分正弦335 
积分指数函数377 
积分周期36,161 
积分主值234 
奇积分234 
积聚效应274 
基本函数420 
级数的一致收敛性41 
级数收敛区域55 
极点56,168 
极点阶数57 

计算电子线路算子方法433 
加霍夫定理242 
渐近展开式375 
角的圆化152 
解析函数12 
解析函数存在区域70 
解析弧128 
解析延拓67 
解析延拓原理128,171 
静电场202 
局部变分308 
局部化原理311 
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卷积404 

K 

卡拉泰奥多里定理86 
卡莱曼方程组255 
凯洛格定理86 
凯尔迪什-谢道夫定理246 
凯尔 迪什 - 谢道夫公式247 
柯西-阿达马公式50 
柯西不等式55 
柯西定理30,33,37,342 

柯西公式37 
柯西-黎曼条件6,12 
柯西留数定理60 
柯西型积分232 
科洛索夫公式225 
可微函数10 

L 

拉勃积分473 
拉格朗日公式322 
拉普拉斯交换392,457 
拉普拉斯交换极限关系式412 
拉普拉斯反演公式396 
拉普拉斯方程159 
拉普拉斯方法380 
拉普拉斯积分394,353 
拉什-赫尔维茨问题363 
勒让德多项式336,482,489 

勒让德函数494 
勒让德积分356 
黎曼定理84 
黎曼-格林公式192 
黎曼曲面73 
黎曼-施瓦茨定理124 
李雅普诺夫弧86 
利普希茨积分526 
例外点373 
连续函数10 


连续性方程269 
连续延拓原理68 
邻域6 

林德勒夫原理288 
临界点198 

零点的阶数52 
刘维尔定理45 
流体的分支点212 
流体的会合点212 
流的临界点198 
流函数190 
流体的流度场197 
流线190 
留数定理61 
鲁歇定理362 
洛朗定理54 
洛朗级数53 
滤波器438 

M 

脉冲函数418 
梅林变换388 
梅林反演公式459 
蒙泰尔原理291 
米塔-列夫勒定理344 
幂级数48 

〜的收敛半径50 
〜反演问题340 
〜相除337 
模角545 
模曲面 25. 

模最大值原理38 
莫莱拉定理45 
母函数387 
母函数法387 

N 

乃克维斯特-米哈依洛夫准则369 
拟共形映射260 


诺伊曼函数 511 
诺伊曼问题183 

O 

欧拉 B 函数462 
欧拉常数466 
欧拉公式20 
欧拉积分355 
欧拉问题532 
偶极子195 

P 

帕拉丁尼公式182 
碰撞问题208 
频率速端曲线368 
平衡方程221 

0 

奇点56,71 

调和函数的〜167 
无穷远处〜66 
本性〜 56,168 
可去〜56,167 
奇异的像原函数413 
气流绕行物体269 
气体动力学方程269 
契磋蒂公式182 
恰普雷金方法272 
恰普雷金公式199 
恰普雷金条件213 
切比雪夫-埃尔米特函数498 
切比雪夫多项式336,482 
倾斜导数问题251 
球极平面投影65 
球面函数495 
区域6 
区域边界7 
全纯函数12 
全椭圆积分472 


R 

绕流任意截面212 
统流茹科夫斯基断面213 
绕流圆柱体211 
绕行正方向7 
热场199 

茄科夫斯基定理210 
茄科夫斯基断面116,213 
茄科夫斯基函数13 
若尔当引理351 

S 

三角函数23 

三角级数339 

散度190 

施拉夫利积分503 

施瓦茨定理424 

施瓦茨积分180 

施瓦茨-克里斯托弗定理138 

施瓦茨-克里斯托弗积分138，140 

施瓦茨引理39 

势能 192，193 

双曲函数27 

双源层196 

双源层势能196 

斯特林公式470 

斯托道勒条件367 

速端曲线方程273 

速端曲线平面272 

算子电压433 

算子方程427 

算子方程组430 

算子解428 

索霍茨基定理58 

索宁公式528 

索宁积分527,501 

T 

泰勒公式47 
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泰勒级数334 
弹性，基本方程222 
特里科米问题263 
调和函数159 
调和函数的混合问题254 
椭圆函数145,559 
椭圆积分145,535,544 
橢圆积分模545 
椭圆积分振幅545 
椭圆性条件259 
椭圆正弦146,544,545 

W 

网格法185 

威什涅格拉茨基-乃克维斯特方法370 

韦伯函数511 

唯一性定理51,168 

伪椭圆积分544 

位移定理403 

位移复数表示式225 

位移分量221 

魏尔斯特拉斯 a 函数557 

魏尔斯特拉斯（函数552 

魏尔斯特拉斯定理48 

魏尔斯特拉斯函数557 

稳定性准则368 

无环量绕流206 

无穷乘积346 

无穷远点65,66 

无穷远点处两条直线之间的角102 
无穷远点的邻域66 
误差的概率函数335,377 

X 

线性函数8 
线性椭圆方程组258 
相对于圆周的对称5,99 
相似定理400 
相似方法188 


向量场189 

无旋涡〜192 
平稳平面平行〜189 
〜的流量189 
像的积分法401 
像的微分法400 
像原函数392 
像原函数的积分法401 
像原函数的微分法400 
像原函数及其像函数表424 
星形区域288 
星形周线33 
虚单位2 

Y 

雅可比 G 函数559 
雅可比多项式482 
雅可比椭圆函数145,560 
亚纯函数60,341 
一般幂函数27 
一 致连续10 
应力的复数表示226 
映射8 

映射乘积(叠加 ） 8 
映射的变分308 
映射主要线性部分78 
有界函数10 
有限阶函数350 
源190 
原函数32 
圆柱函数386,499 
圆柱函数方程432 
越过法380 
运动方程269 


Z 

在 oo 远处解析性66 
在无穷远处共形性88 
增长指数393 
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詹森-瑞利方法271 
展开成级数的唯一性定理51 
展开定理407,410 
整函数59 
正规函数12 
正交变换80 
正交多项式479 
正交函数系476 
正交化定理477 
正则周线族342 
支点71 
指数函数19 
滞后定理402 
中值定理38,163 


中值定理的逆定理165 
重力作用下液体运动455 
周期带538 
周期平行四边形540 
周线积分的反演公式461 
周线形变288 
逐次映射方法331 
逐段光滑曲线7 
最大形变点288,295 
最大值原理163 

r 函数361,463 
贫函数 552 



译者后记 


本书的俄文第一版 (1951 年）由施祥林、夏定中两位先生翻译，高等教育出版社 
于1956年和1957年分两册出版中文版。这次高教社根据俄文第六版组织修订时, 
因施祥林先生已经故世，夏定中先生年事已高，所以委托我来完成这项工作。 

本书以共形映射为基本内容，它作为工具，广泛应用于物理学、流体动力学、气体 
动力学、弹性力学和电气技术中实际问题的计算以及数学的其他分支。作为俄罗斯 
的高等学校教材，它不仅被综合性大学采用，而且更多的高等技术学校当作“复变函 
数论”课程的教材。由于这本书的内容详尽，联系实际的例子丰富 ，一 般安排一个学 
年的课时才能授完。 

在前几版中，修改幅度最大的要数第五版。本版在此基础上又作了完善。与第 
一版比，新版增加了拉夫连季耶夫独创的聚能装药流体动力学理论的有关 内容; 为了 
更完整地把复变函数论用到数学分析和解偏微分方程问题，除了原先版本中已叙述 
的变分法、特殊函数和拉普拉斯等变换算子方法的基本理论外，还通俗地介绍了广义 
函数的基本理论。虽然在结构体系方面各个版本没有本质差异，但经过几次修订，内 
容的增删更加合理，应用实例更为丰富，使本书更趋完善，不愧为复变函数论方法的 
一 本经典著作。 

原书的第一作者拉夫连季耶夫是前苏联著名的数学家、苏联科学院院士，曾任国 
际数学联盟副主席。在函数论、常微分方程、变分法、复变函数、连续介质力学等领域 
都有建树。他为高等学校编著了 一系列教科书和教学参考书，如《变分法教程》、《数 
学——它的内容、方法和意义》等，这些均有中译本，在我国较有影响。 

对本书的修订工作，一方面补译了新版中增加的章节，根据第六版又核对了原先 



译者后记 


•587 • 


的中译本，订正了原译本中的 差错； 另一方面，根据全国自然科学名词审定委员会公 
布的《数学名词》，对数学名词、外国数学家中译名作了统一的订正。 

在本书的翻译出版过程中，我要感谢两位前辈所做的奠基 工作; 感谢高等教育出 
版社张小萍女士对我的信任以及为顺利出版所做的很多 努力； 还要感谢王善平先生 
和倪明先生给我的帮助。 

虽然历时6个月，努力做好修订的各项工作，但精力、体力不如从前，失误、疏漏 
在所难免，欢迎广大读者提出批评意见。 

吕乃刚 
2005年国庆节 
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